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Das  Recht  der  Übersetzung  bleibt  vorbehalten. 


Spamersche  Buchdnickeiei  ip.  Leipzig. 


Vorwort  zum  dritten  Bande  der  zweiten  Auflage. 

Das  erste  Buch  (der  erste  Teil  der  Integralrechnung)  ist  nur  wenig  ver- 
ändert worden.     Der  Abschnitt  über  bestimmte  Integrale  (§  10)  wurde  um 
ein  Beispiel  (Nr.  10)  vermehrt,   in  §  11   unter  Nr.  7   eine  Grundformel  für 
die  Ableitung  der  periodischen  Reihen  nochmals  erläutert.    Im  zweiten  Buche 
ist  der  Anfang  von  §  5  vereinfacht  und  Figur  70  berichtigt  worden;  in  §  11 
(früher  §  21)  wurden  die  letzten  Nummern  gestrichen.     Im  dritten  Buche 
(Differentialgleichungen)  wurde  §  2  Nr.  9  um  ein  Beispiel  vermehrt;  die  Ab- 
schnitte Nr.  35,   36,   37   des   früheren    §  24   (jetzt  §  2),    sowie  Nr.  5    des 
früheren    §  25    wurden   unterdrückt.     Die   größte  Veränderung   in   diesem 
Buche  besteht  darin,    daß    der    von  FuCHS    begründeten   Behandlung   der 
homogenen  linearen  Differentialgleichungen  ein  besonderer  Abschnitt  (§  4) 
gewidmet  worden  ist.     Dabei   machten   sich   als  Einleitung  einige   grund- 
legende   Erörterungen    über    algebraische    Funktionen    im    Weierstrass- 
schen  Sinne  nötig,    bei  denen  ich  mich  nicht  dazu    entschließen   konnte, 
von   Weierstrass'    eignem    Gedankengange    erheblich  abzuweichen.     Das 
vierte    Buch    ist    unverändert    geblieben.      Dagegen    ist    das    fünfte    Buch 
(mathematische   Grundlagen  des  Versicherungswesens)   neu  bearbeitet  wor- 
den.     Der    Abschnitt    über    Zinsesrechnung    konnte    mit    Rücksicht    auf 
den   ersten  Band  ganz  weggelassen  werden.     Während  in  der  ersten  Aul-/ 
läge    die    eigentlichen   Versicherungsrechnungen   nur   Andeutungen    waren, 
dürfte  es  nun  gelungen  sein,  auf  dem  engen  Räume  von  etwa  sechs  Bogen 
einen  vollständigen  Begriff  der  Versicherungsrechnungen  und  ausführliche, 
zu    praktischen  Übungen   ausreichende  Tafeln    mit  den   versicherungstech- 
nischen Grundzahlen,   einschließlich  der  Kinder-  und  der  Feierzeitversiche- 
rung,    zu   geben,    sowie   in    einem    vollständig  durchgerechneten  Beispiele 
(Beurteilung  einer  Feierzeitkasse)  die  Anwendung  zu  zeigen.     Wieweit  dies 
als    eine   brauchbare  Grundlage   für  Übungen   in   versicherungstechnischen 
Seminarien  dienen  kann,   muß  ich  der  freundlichen  Beurteilung  der  Fach- 
genossen überlassen.     Ganz  neu  ist  das  letzte  Buch  (Kartenentwürfe).     Es 
fehlte  bis  jetzt  an   einer  mathematisch  vollständig  durchgeführten,   kurzen 
und  übersichtlichen  Darstellung  dieses  so  wichtigen  Teiles  der  angewandten 
Mathematik;  diese  Lücke  sucht  das  sechste  Buch  auszufüllen.     Die  Bezug- 
nahme auf  vier  große,   weitverbreitete  Kartenwerke   und   die  Beigabe   von 
zwanzig  Tafeln  mit  der  diesen  Werken   nachgebildeten   graphischen  Aus- 
führung der  wichtigsten  Kartennetzentwürfe  und  den  Umrissen  der  darauf 
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dargestellten  Gebiete  verbindet  die  theoretischen  Erörterungen  mit  der  geo- 
graphischen Anwendung. 

Schließlich  danke  ich  dem  Herrn  Verleger  dafür,  daß  er  bei  dieser 
neuen  Auflage  die  Kosten  für  die  zwanzig  Tafeln  zu  den  Kartenentwürfen 
und  für  die  Drucklegung  der  versicherungstechnischen  Tafeln  nicht  gescheut 
hat,  und  mit  bestem  Erfolge  bemüht  gewesen  ist,  die  äußere  Erscheinung 
des  Werkes  zu  heben.  Das  ausführliche  alphabetische  Sachregister,  das 
auf  den  Wunsch  des  Herrn  Verlegers  dem  Werke  hinzugefügt  wurde,  soll 
das  Handbuch  auch  als  Nachschlagewerk  bequem  brauchbar  machen  und 
wird  hoffentlich  seiner  Benutzung  recht  förderlich  sein. 

Dresden,  im  Juni  1904.  R.  Heger. 
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§  1.     Grundbegriffe  und  Grundformeln. 

1,  Die  Grundaufgabe  der  Differentialrechnung  ist:  Zu  einer  gegebenen 
Funktion  das  Differential  zu  bestimmen;  die  Grundaufgabe  der  Integral- 
rechnung ist  die  Umkehrung  hiervon:  Ein  DUierentisLl  /(x)äx  ist  gegeben; 
man  soll  die  Funktion  bestimmen,  von  welcher  /(x)äx  das  Differen- 
tial ist. 

Die  Funktion,  von  welcher  /(x)dx  das  Differential  ist,  nennt  man  das 
Integral  \ou  /(x)äx,  geschrieben 

f/{x)dx     . 

Man  hat  daher  für  das  Zeichen  jf(x)dx  die  definierende  Gleichung 

1)  djf{x)dx=:f(x)dx     . 
Ist  u  irgend  eine  Funktion  von  x^  so  ist  daher 

2)  fdu  =  u 

Aus  1)  und  2)  ist  ersichtlich,  daß  die  Zeichen  d  und  /  einander  auf- 
heben. 

2«  Die  Aufgabe,  das  Differential  einer  Funktion  zu  bestimmen,  hat  eine 
eindeutig  bestimmte  Lösung;  nicht  so  die  Umkehrung:  Aus  dem  Differential  die 
ursprüngliche  Funktion  herzustellen. 

Ist  nämlich  dF{x)  =/{x)dx,  so  ist  auch 

d[F{x)+C]=/{x)dx     , 

wobei  C  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet     Man  hat  daher 

1)  j/{x)dx  =  Fix)+  C     . 

Man  sieht  leicht,  daß  unter  der  Form  F{x)  -\-  C  jede  Funktion  enthalten 
ist,  die  /{x)dx  zum  Differential  hat  Denn  ist  außer  1)  auch  jf{x)dx  =  \p{x), 
so  ist 

dy}{x) 


dx 

da  nun  auch 

dF{x) 


«/W 


dx     =/^^)     ' 

so  ist 

dxp{x)-dF{x)  _  d[y;{x)-F(x)] 

dx  dx 


=  0 


Hieraus  folgt,  daß  die  Differenz  tp  (x)  —  F{x)  eine  von  x  unabhängige  Kon- 
stante ist:    man  hat  daher 

V  (x)  —  F(x)  ==  C ,     oder     i/;  (x)  =  F{x)  +  C     . 

1* 
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§1 


Die  Funktion  /^(^),  welche  keine  willkürliche  Konstante  enthält,  bezeichnet 
man  als  ein  besonderes  Integral  von  /(x){fx;  und  dem  gegenüber  /^{x) -\- C 
als  das  allgemeine  Integral.  Das  allgemeine  Integral  geht  daher  aus 
einem  besondern  durch  Hinzufügung  einer  willkürlichen  Konstanten 
hervor. 

3.  Nach  Nr.  1  führt  jede  Differentiatformel  auf  eine  Integralformel.  Aus 
den  Differentialen  der  einfachen  Funktionen  erhält  man  die 


5 


8 


^+1 

X^ax  =  : — r  +  C  , 


J  m+1 

—  =^lx+C, 

J    X 


Grundformeln  der  Integralrechnung: 

denn 


^+1 
d =  3^  dx 


m  +  1 


m 


>-i 


f 


^+  c, 


cosxdx  =  sinjc  -|-  C , 


Isinx  dx  =  —  cosjc  +  ^> 

f     ^x 

/  —    =  tangjc  +  C , 

J     COS^JC 

f   ^x 

/  -.— ^—    =  —cotx  +  C, 
J    sm  'x 


denn 


denn 


denn 


dlx  = 


dx 


X 


de^  =  ^  dx 


d^wix  =  zo%xdx 


denn      //( — cosjc)  =  sinjc</jc 

dx 


denn 


denn 


d\2M%X  = 


dzotx  = 


cos  2  X 
dx 


r   dx 


=  arcsinjc  -f-  C ,  denn       dsLics'mx  = 


sin^jc 
dx 

2 


/dx  d  X 
=  arc  tangj;  +  C ,       denn     </arc  tango:  = 


—     » 


+ 

Bekanntlich  ist 


+  X' 


arc  sin^  -\-  arc  cos;c  = 


"2 


und  daher 


:7r 
arc  siTLX  =    -  —  arc  coso: 


Man  kann  daher  8)  ersetzen  durch 


10) 


C      dx 

J  fl'^^ 


—  arc  cosjc  -f  ^\ 


in  Übereinstimmung  mit  der  Differentialformel 


dSTC  COSJC  == 


dx 


]'  1  —  x^^ 
Eine   ähnliche  Bemerkung  gilt  bezüglich  der  Formel  9);  da  man  hat 


7t 


so  folgt  aus  9) 

11) 


arc  tang^  =       —  arc  cotjc     , 


J  i^jc'2  =-arccot^+C,      . 


§  1 


GrimdbegrifTe  und  Grundfonneln. 


in  Cbe reinstimm ang  mit 


//arc  cot^c  =  — 


dx 


1  + a:2 

In  10)  und  11)  kann  das  Zeichen  C^  wieder  durch  das  völlig  unbestimmte 
Zeichen  C  ersetzt  werden. 

4.  Die  nächste  Aufgabe  der  Integralrechnung  besteht  darin,  Integrale  von 
Differentialen,  die  nicht  mit  in  den  Grundformeln  enthalten  sind,  durch  geschickte 
Änderungen  auf  die   Grundformeln  zurückzuführen. 

Ehe  wir  uns  aber  dazu  wenden,  ist  eine  wichtige  Frage  zu  erledigen. 

Es  ist  zu  envarten  —  und  diese  Erwartung  wird  sich  bald  bestätigen  — 
daß  es  Formeln  f(x)  dx  gibt,  die  in  keiner  Weise  sich  als  Differentiale  der  bis- 
her in  der  Analysis  bekannten  Funktionen  oder  von  Kombinationen  derselben 
ansehen  lassen.     In  solchen  Fällen  wird  durch  das  Zeichen 

lf{x)dx 

eine  neue  Funktion  definiert;  wie  wir  in  Nr.  2  gesehen  haben,  ist  diese  Funktion 
bis  auf  eine  additive  Konstante  bestimmt.  In  dieser  Weise  führt  die  Integral- 
rechnung eine  ungemessene  Fülle  neuer  Funktionen  ein,  die  sich  von  den  bisher 
bekannten  zum  Teil  durch  ganz  neue  Arten  von  Eigenschaften  unterscheiden; 
wir  werden  einige  von  diesen  genauer  kennen  lernen. 

Wir  wollen  zunächst  versuchen,   eine  Anschauung  der  Funktion    f/(x)dx  zu 

gewinnen.     Wir  beschränken  uns   dabei,   wie  überhaupt   bei   allen   gegenwärtigen 
Untersuchungen,,  auf  reale  Werte  von  x  und  auf  reale  Funktionen  /(x);  behalten 
uns    aber    vor,    diese    Beschränkung 
später  wieder  aufzuheben.  T 

Wir  zeichnen  die  Kurve,  die 
in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Ko- 
ordinatensystem die  Gleichung  hat 
y  =f(x)  (Fig.  1);  F  sei  ein  Punkt 
derselben,  also  OP'  =  x,  F'P=f{x) . 
Ein  andrer  Punkt  der  Kurve  mit 
kleinerer  Abscisse  sei  A,  so  gelegen, 
daß  zwischen  A  und  P  die  Ordinaten 
sich  weder  unstetig  ändern,  noch 
unendlich  groß  oder  imaginär  wer- 
den, und  daß,  wenn  A  sich  auf  der 
Kurve  bis  P  bewegt,  der  Punkt  A' 
immer  in  derselben  Richtung  fortschreitend  nach  P*  gelangt.  Alsdann  ist  die 
von  ÄP*,  AA,  FP  und  dem  Kurvenbogen  AP  umschlossene  Fläche  eine  end- 
liche, eindeutig  bestimmte  Größe. 

Ferner  sei  0P{  =  x  -\-  Ax.  Wir  können  Ax  immer  so  klein  wählen,  daß 
die  Kurve  von  P  bis  /\  nur  steigt  oder  nur  fällt.  Alsdann  gibt  es  einen  zwischen 
P  und  P^  gelegenen  Punkt  //  der  Kurve,  so  daß  die  von  dem  Kurvenbogen 
begrenzte  Fläche  P'PPiP[  gleich  dem  Rechtecke  von  der  Breite  P'P{  und  der 
Höhe  11' n  ist  Wird  die  Fläche  AAPP'  mit  F  und  demgemäß  FFF^F^  mit  AF 
bezeichnet,  so  ist  \F  -=  IV U  •    1  x 


T':^'  P/ 


Fig.  1. 


Ist  fx  ein  echter  Bruch,  so  ist 


daher 
und 

oder 


--  X  -\-  fx  •  Ax     , 

wn=f{x  +  fiAx) 

AF  =  f{x-\-  fiAx)  .  Ax 
AF 


Ax 


=  /{x  +  juAx) 
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Gehen  wir  zur  Grenze  für   einen  verschwindenden  Wert  von   A  x  über,   so 
erhalten  wir 

AF 

lim  - . —  =  liin/(^  •■\-  julA  x)     , 


Ax 


folglich 


oder 
Daher  ist 


Um-^=/(^) 


dF  =  f(x)dx     . 
j/(x)  dx  =  F+  Konst 


5.  Wir  wollen  nun  zeigen,  wie  die  Fläche  F  —  und  damit  also  das  Integral 
f/{x)äx  —  durch  Begrenzung  bestimmt  werden  kann. 

Wir  setzen  zunächst  voraus,  daß  die  Kurve  von  A  bis  P  nur  steigt  (Fig.  2). 
Teilen  wir  A'F^  in  n  gleiche  Teile  <J,  so  sind  die  zu  den  Teilpunkten  0,1,2,...» 
gehörigen  Ordinaten 


/W»    Aa+»)^    /(ö+2(J),    /{a  +  3d).../ia+n-ld),    /{a  +  nd)=/{x)  . 

Konstruiert  man   zwischen   den  Ordi- 
naten f{a-\-k  —  1  (J)  und  f{a  -\-  kS)  ein 

Rechteck  Qk  n^it  der  Höhe  f(a  -\-  k  —  1  d) 
und  eines  r^  mit  der  Höhe  /{a  -\-  kd), 
so  ist,  da  nach  der  Voraussetzung 


/{a  +  k-ld)</(a  +  kd) 


der  zwischen  /{a-\-k—ld)  und  /{a-\- kd) 
enthaltene  Flächenstreifen  größer  als  qj^ 
und  kleiner  als  r^.     Daher  ist 


1) 


Ze»<^<Z''>    • 


Nun  ist 


Fig.  2. 


daher 


Q*=/{a  +  k-ld)-d 


Also  ist 


n-Qk  =  [/(a  +  kd)  -f{a  ^^k-\'b)\b 

'•i  -  Öl  =  [/(«  + <5) -/W]  <5    , 
rt-Qt  =  f/(«  +  2  (J)  -f{a  +  <J)|  <5     , 


rn-Qn=  if{a  +  «  S)  -f{a  -\-n-\b)\b     . 
Hieraus  folgt  durch  Addition 

2)  ^-r* -2-^*  =  [/(*) -/(«)]  <5     . 
Bezeichnet  /ti  einen  positiven  echten  Bruch,  so  folgt  aus  1)  und  2) 

3)  F^ZQ,+fi[/(x)-/(a)]d     . 


§1 


Gnmdbegrifre  imd  Gmndfonneln. 


Wenn   die  Kurve   von  A  bis  F  nur  fällt  (Fig.  3),   so  nehmen  wir  dieselben 
Konstruktionen  vor;  da  aber  jetzt 

f{a  +  k-ld)>f(a-^kd)     , 

so  ist  der  zwischen  diesen  Ordinaten  enthaltene  Flächenstreifen  kleiner  als  Qk  und 
größer  als  r^;  daher  ist  jetzt 

4)  i:QM>F>i:rk     . 


Femer  ist 


a -'•*  =  [/(«  +  «)-/(«  + 2  d)]  5     . 
8a-rs  =  [/(a+2d)-/(a+3d)]d     . 


Hieraus  folgt 

5)  2-6* -2'r*  =  [/(a) -/(*)]  a     . 
Wir  haben  daher  jetzt 

6)  ^=^Qk-/^[/(a)-/{x)]d     . 


Pig.a 


Gehen  wir  in  3)  und  6)  rechts  zur  Grenze  für  einen  verschwindend  kleinen 
Wert  für  d  über,  und  bemerken,  daß,  da  /{a)  und  /(x)  als  endliche  Größen 
vorausgesetzt  worden  sind, 

lim  [/(«)-/(*)]  <J  =  0     , 
SO  erhalten  wir 


7)  F=  lim[/{a)  +/{a  +  d)  +/{a  +  2  d)  +  . . .  + /{a  +  n  -  1  d)]d     , 

oder  kürzer  ^_^ 

F=\im^/{a  +  kd)d     . 


Wenn  die  Kurve  zwischen  A  und  F  eine  endliche  Anzahl  Male  vom  Steigen 
zum  Fallen  und  vom  Fallen  zum  Steigen  übergeht  (Fig.  4),  so  nehmen  wir  zunächst 
wieder  die  obige  Konstruktion  vor,  und  zerlegen  dann  durch  die  zu  gewissen 
Teilpunkten  der  Strecke  A'F'  gehörigen  Ordinaten  die  Fläche  in  solche  Teile 
F^,  F^y  /^3,  ...  /v,  innerhalb  deren  die  Kurve  nur  steigt  oder  nur  fällt;  diese 
werden  durch  Streifen  getrennt,  deren  jeder  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden 
Ordinaten  liegt  Für  die  Teile  F^  ,  .  .  Fi  gilt  dann  die  Formel  7).  Sind  die 
Anfangsordinaten  der  trennenden  Streifen,  deren  Anzahl  /  —  1  ist, 

7i>  ^2»  73»  •  •  •  yi—\     » 
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und  die  Flächen 

9^1»  9^2»  9^8»  •  •  •  ffi-^i     » 
so  ist  für  jedes  dieser  cp 

wobei  v^  eine  positive  oder  negative  Größe  bezeichnet,  die  mit  d  zugleich  ver- 
schwindet Addieren  wir  nun  die  F^  .  .  .  Fj  und  schalten  dazwischen  an  den 
passenden  Stellen  die  9^1,  cp2,  .  .  .  9?/— 1  ein,  so   erhalten  wir  für  die  ganze  Fläche 

«—1 
F=  \\m^f{a  -\-  k6)d  -\-  \\m{vi  +  ^2  +  •  •  •  +  '^i—\)     • 


0 


Fig.  4. 

Wenn  bei  einer  endlichen  Anzahl  von  Größen  7;  jede   einzelne  verschwin- 
det, so  verschwindet  auch  ihre  Summe,  also  ist 

lim(t'i  +  ^2  +  ^^8  +  •  •  •  +  "Vi-i)  =  0     , 
und  wir  erhalten  somit  die  allgemein  gültige  Gleichung 


F=\im^/{a  +  kd)d     , 


oder 


M—l 

"o 
«— 1 


8) 


r  n—l 

lf{x)dx  =  hm^/{a  +  kd)d  +  Konst 


Eine  Veränderung  innerhalb  der  anfangs  angegebenen  Schranken  der  will- 
kürlichen Größe  a  hat,  wie  die  Figur  sofort  zeigt,  den  Erfolg,  daß  die  Fläche  F 
um  einen  von  x  unabhängigen  Betrag  zu-  oder  abnimmt;  und  diesen  kann  man 
dann  in   8)  mit  der  willkürlichen  Konstanten  vereinigt  denken. 


n 


Den    besondern   Wert   lim  ^,/{a  -{-  k  d)  d  nennt  man  das  zwischen  den 

0 
Grenzen  a  und  x  genommene    bestimmte  Integral   von  f{x)dx  und   be- 

X 

zeichnet  es  mit   \f{x)dx.     Es  gilt  also   die  definierende  Gleichung 


a 


X 


n—\ 


f(x)  dx  =  lim  ^f{a  ^kb)b 


j^  2      Integral  eines  Polynoms  und  eines  Produkts.     Einführung  einer  neuen  Veränderlichen.         9 

Fügt  man   rechts   den   verschwindenden  Summanden  f(a  +  « ^)  <5   hinzu,   so 
entsteht 

X 


9) 


f/(x)dx  =  liin^/(a  +  kd)d     . 


Die  vorigen  Betrachtungen  zeigen,  wie  dasselbe  angenähert  bestimmt  werden 
kann.  Berechnet  man  für  jeden  der  Teile  /\,  /%,  ...  //  gemäß  der  Formeln  2) 
und   5)  die  Größen 

wobei  c  und  ä  die  kleinste  und  die  größte  Abscisse  irgend  eines  dieser  Teile 
bezeichnen,  so  gewinnt  man  zugleich  ein  Urteil  über  die  Genauigkeit  des  an- 
genäherten Resultats,  sowie  eine  Auskunft  dafür,  wie  klein  Ö  gewählt  werden  muß, 
damit  der  Fehler  einen  gegebenen  Betrag  nicht  übersteigt. 

In  den  folgenden  Abschnitten  werden  wir  uns  zunächst  mit  solchen  Integra- 
len beschäftigen,  die  auf  die  bisher  bekannten  Funktionen  führen. 


§  2.      Integral  eines  Polynoms   und    eines  Produkts.     Einführung    einer 

neuen  Veränderlichen. 

1.    Aus  der  Gleichung- 

gewinnt  man  durch  Integration 

j{du^  4*  d^h  "t"  ^^8  +  •  •  •  +  d^u)  =  fh  +  "2  ~f"  ''»  +  •••  +  ^«  +  Ko"st. 
Hierfür  kann  man  setzen 

j{äu^  +äu^+äu^  +  .  .  .  +  äu^)  =  \duy  +  jdu.^  +  \du^  +  •  -  • 

Daher    der   Satz:    Ein    Polynom    wird    integriert,    indem    man    jedes 
einzelne  Glied  integriert. 

Durch  Anwendung  dieses  Satzes  ergibt  sich  z.  B. 

f(l  +x)dx  ^  I  dx  +    xdx=  jc   +^"  +  C     ; 

r  c         c         X-    x'^ 

/  {x  —  x^)dx  --=  /  xdx  -  -  /  x^dx  '-^  -y—.j-rC    ; 

-  X    i-  c'  n    C    ; 


/(l  +  t^)dx  -  /  dx  +  icUix  -. 


+  C    : 


/  (cosj:  —  sinjcr)  dx  =  j  cosxdx  —  1  sinjc  dx  =  sino:  +  cos^  -\-  C 


2*    Die  Difterentialformel 

d{au)  =  adu 
ergibt  durch  Umkehrung 

fadu  =  au  -\-  Konst., 

j  adu  =  aj  du     , 
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Einen  konstanten  Faktor  eines  Differentials  kann  man  vor  das 
Integralzeichen  setzen;  oder:  um  ein  Integral  mit  einer  Konstanten 
zu  multiplizieren  (oder  zu  dividieren),  multipliziert  (oder  dividiert)  man 
das  Differential. 

Hieraus  folgt  z.  B.         /•  /• 

I  adx  =  ajdx  =  ax -\- C     ; 

/  {a -\- b  X -\- €  x'^)  d  X  =  aidx  +  blxdx  +  clx^dx  =  ax-\-b---\-c--{-C    ; 

J{-xdx)  =  -jxdx  =  -j+C     ; 


fdx       1  fdx        1  ,      .    ^ 
/  —  =  — / —  =  —Ix+C     . 
J  ax       aj    x         a 


3.    Aus  der  Differentialformel 

duv  =  V du-\-  udv 
folgt 

V  du  =  duv  —  udv     ; 

hieraus  geht  die  Integralformel  hervor 

fvdu  =  UV  —  fudv     . 

Hiervon  wird  man  mit  Erfolg  Gebrauch  machen,  wenn  ludv  bekannt  ist, 
oder  leichter  auf  ein  bekanntes  gebracht  werden  kann,  als  fvdu;  man  bezeich- 
net diese  Umformung  als  die  Methode  der  teilweisen  Integration. 

Wir  geben  hierzu  folgende  Beispiele: 

jxe* dx  =  jxde*  =  xe^  —  je^ dx  =  xe^  ~  e'  -\-  C    ; 
jx^e^dx^  jx^de^  =  x'^e^  —  je^d{x^)  =  e'{x^  —  2  x  +  2)  +  C    ; 
lx^e^dx  =  fx^de^  =  x^e^  —  3jx^e'dx  =  e^ {x^  —  3x^  +  ßx—Q)+C    . 

Allgemein  hat  man 

fx^g^dx=fxf*de^  =  x^e^  —  mfx^~^e^dx     . 
Ferner  ist 

/  Ixdx  =  X Ix  —  Ixdlx  =^  xlx  —  \dx  =  x{lx  —  1)  +  C     ; 

r  1  r  1  \  i  X- 

lx/xdx=    -\lxd(x^)  =  -  -x^lx-        x'^d/x=      {2Ix~-  1)+  C    ; 

\x''^lxdx^^\lxd{x^)  =  --x''lx--^J^  l)+C    ; 

\x^  Ixdx  '—  ^  jc'«+  1  /x x'"dx .r'^+l  Um  +  1)  /.r  -  1 1  +  C. 

Ixcosxdx   —       jxd sin X   =      ^sinjtr       Isinxdx   =      x  sinx  -\-  cosx  -\-  C     ; 

jxsinxdx   =       fxdcosx   =    ";ccosj:  + /^cos.rz/j;   =      ^cosjc-f-  sin^+  ^     I 

fx^cosxdx=       fx^ds'nix=      x'^  sinx    -  2 1 x  sinxdx     ; 

/ x'^  sin.T dx  =  -  -  j x*dcosx  =  -  x^  cos  x  -\-  2  f  x  cosjc  dx     ; 

fx^cosxdx  ^^       I x^d sinx=      jt:*"  sino:       mfj^~^ s'mx dx    •; 

I x^  sinxdx  =  —  f  x'^dcosx  =  — jc^cos:r  +  m  j x^~^  cosxdx 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Formeln  gelangt  man  schließlich  zu 
einer  vollständigen  Bestimmung  von   1  x*^  cosx  dx  und   j  x*^  sinx  dx . 


§  3  Integration  rationaler  algebraischer  Funktionen.  H 

4.    Ein    sehr    wichtiges   Mittel    zur   Änderung    von   Integralen    ist    die   Ein- 
führung einer  neuen  Veränderlichen.     Um  z.  B. 

zu  bestimmen,  setze  man 

a  -]-  dx  =  y  ,       also       ^ dx  =  dy     ; 
hierdurch  erhält  man 

^         {a  +  dx)^+^+  C     . 


Auf  gleichem  Wege  ergibt  sich 


In 


setze  man 
also 


J  a  +  dx        bj    a  +  bx  b    ^    ^ 

/xdx 
i^+b^ 


)+C     . 


a  -\-  bx^  =^  y     , 
2  b xdx  =  dy     . 


Man  erhält  dann 


/x  dx  1    rdy 


1  f'^y^ü  +  c  , 


^—Va'+bx^+C     . 
o 


Femer  ist 


r \_       ,    _  f  e'dx 


Setzt  man  e^^^y,  so  ist  e* dx  ^=  dy^  und  daher 

I ; dx  =s  /- =  arc  tang  y  +  C     , 

=  arc  tang(^)  +  C    . 


§  3.     Integration  rationaler  algebraischer  Funktionen. 

1.  Eine  rationale  algebraische  Funktion  der  Veränderlichen  x  ist  von  der 
Form  ,  _ 

^^""^^      b^xf^  +  b^xf-^  +  b^^-'^  +...+  bn-xx^bn^ 

Ist  die  Funktion  unecht  gebrochen,  ist  also  tn^fiy  so  kann  man  nach 
den  Regeln  der  Buchstabenrechnung  den  Zähler  durch  den  Nenner  dividieren; 
man  erhält  dann  den  Quotienten 

,    d^x^-^  +  d^  x^-^  +  .  .  .  +  ^4-1 
^o-^"    +  b^x^-^  +  ...-r  b„ 
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Man  hat  daher 

l/{x)  dx  =J{Cq  x^-""  +  c^  X 


m  —  n  —  1 


-|-  .  .  .  -j-  C,n  —n)^^ 


ftiQX^-^  +  d^x^-^  +  ... 


+  cf„^ 


-  dx     . 


Das  erste  Integral  rechts  —  das  einer  ganzen  rationalen  algebraischen 
Funktion  —  ist  nach  den  bisherigen  Regeln  sofort  ausgeführt.  Es  bleibt  daher 
nur  noch  die  Integration  einer  echt  gebrochenen  rationalen  algebraischen 
Funktion  zu  untersuchen. 

Ehe  wir  hierfür  die  allgemeinen  Regeln  aufstellen,  mögen  einige  einfache 
Fälle  erledigt  werden. 


1) 


'^) 


'^) 


4) 


r>) 


6) 


]  \-xi        2}\\  -^  x^  \  -  x) 

=  \l{\  +  x)  -  \l{\     -  *)  +  C 


-'f^. 


+  c   . 


ff '-^ ---{[  '-    \)^^ 

J  (x  —  a)(x  —  d)        a    -  bj  \x  —  a       x  —  bj 


a 


X  —  a        ^ 
l r  +  C 


b    X  —  b 


,^+3 


dx  _  I  dx  _    1    /  ]/2 

'x^  +  Qx  +  ii  =j'(^3)T+-2  ~  y^/     ^  /^  +  ^y- 


1  x+  3 

-    -  arc  tang  -  — — 

y2  f2 


t2 


+  C 


dx 

^X'^+6X+4: 


j(x  +  3>-5      j( 


dx 


\i{x  +  3  —  1/5)       ^d{x  +  3  +  yö) 
jc  +  3  -  ^5 

2  ]^    .r  -1-  3  +  jT) 


1 
2}/5 


jc  +  3  +  y  5  . 


'    /'         xdx  r         xdx  _C(x    -2)d{x       2)        C   2  d(x  —  2 


i/[(;c  -  2)2  +  3]  +    f.  arc  tang  "^-^  +  C 

2  /3  y3 


'    /'    (o:  +  b)dx      _  f  {x+  5)^/jc    _  r(jc  -     4)^/ (AT 


4) 


9/'---- 
7(^-4)2 


-  4)2  -  6 


1  9      ,Jt:-  4  -  16 

^  2]'6     ;c-4  +  y6 
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J  jc2  (.V  +  5)  ~J  25  l   >'  '~^'^r  +  5/    "^ 


i)  X 


8) 


'    f dx     _  _  r    1     /     1       _  x^  +  3x'^+9  x^  -^21x  +  81\ 

J  x^ ix'~  3)~J  243  U-3  ^^  ~  / 


(^-3) 

1     r,/         OS       ,  3  9  9  81 


+  C 


Wie  man  sieht,  gelingt  in  allen  diesen  Fällen  die  Integration  dadurch,  daß 
man  die  gebrochene  Funktion  in  ein  Polynom  von  Brüchen  auflöst,  deren  Nenner 
lineare  Funktionen  von  x  oder  (7.  und  8.  Beispiel)  Potenzen  linearer  Funktionen 
sind;  die  Zähler  sind  in  dem  ersten  Falle  konstant,  im  letztern  von  minderem 
Grade  als  der  Nenner;  nur  die  Beispiele  3)  und  5)  machen  eine  Ausnahme,  bei 
ihnen  treten  nur  Nenner  von  der  Form  z^  -{-  a  auf,  wobei  a  positiv  ist  Um- 
gekehrt sieht  man,  daß  die  Integration  echt  gebrochener  Funktionen  durchführbar 
wäre,  wenn  es  gelänge,  jede  solche  Funktion  in  der  hier  angegebenen  Weise  in 
Teilbrüche  zu  zerlegen,  d.  i.  in  ein  Polynom  echt  gebrochener  Funktionen, 
deren  Nenner  linear,  oder  quadratisch,  oder  Potenzen  einer  linearen  oder  qua- 
dratischen Funktion  sind.  Wir  werden  nun  zeigen,  wie  diese  Zerlegung  in  jedem 
Falle  durchgeführt  werden  kann. 

2.  Es  seien  q?{x)  und  rpix)  zwei  ganze  Funktionen  und  zwar  (p(x)  vom 
«-ten,  tf  {x)  von  niederem  Grade.  Man  zerlege  die  Funktion  (p  (x)  in  ihre  linearen 
Faktoren;  dies  erfolgt  bekanntlich  durch  Auflösung-  der  Gleichung 

Sind  f  j ,  I2 »  ■  •  •  f «  ^^^  Wurzeln  dieser  Gleichung,  und  ist  a  der  Koeffizient 
von  x^  in  <p{x)f  so  ist 

(p{x)  =  a{x  —  fi)  (j:  —  I2)  .  .  .  (^  —  I,.)     . 

Wir  setzen  zunächst  voraus,  daß  sämtliche  f  voneinander  verschieden  sind, 
und  suchen  die  Zahlen  A^,  ^3 »  •  •  •  ^»  so  zu  bestimmen,  daß 


q)(x)         X  —  Si        ^  —  I2         ^  —  f s  ^  —  I« 

Durch  Multiplikation  mit  q){x)  erhält  man  hieraus 


Ersetzt    man    in    dieser   Identität    für  x    den    besondern   Wert   f^,    so    ver- 
schwinden rechts  alle  Glieder  vom  zweiten  an,  da  jede  der  Größen 

den  Faktor  x  —  f^  enthält.  Für  die  Größe  (p  (x)  :  (x  —  f  j)  verschwinden  Zähler 
und  Nenner,  der  Wert  dieses  Quotienten  wird  daher  9/  (f )  (Bd.  11,  Viertes  Buch, 
§12).     Somit  gewinnt  man         y,(i^)  =  A^<p'(^^)     , 

und  hieraus  ergibt  sich  der  gesuchte  Zähler  A^  zu 

V(fi) 


2)  4  = 


«p'Cli) 


*)   Den  allgemeinen  Beweis   dieses   Satzes   findet   man    im  Anfange    des    zweiten   Buches 
dieses  Bandes. 
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In  gleicher  Weise  folgt  allgemein 

Sind  nun  sämtliche  f  real,  so  sind  auch  alle  A  real  und  man  erhält,  wenn 
man  die  A  in  1)  einsetzt  und  integriert 


Sind  nicht  alle  f  real,  so  treten  eine  gerade  Anzahl  komplexer  f  auf,  die 
paarweis  konjugiert  sind.  Wenn  f^  tind  f^  konjugiert  sind,  so  sind  auch  die  zu- 
gehörigen Zähler  Ax  und  Ak  konjugiert,  also  von  der  Form  J/+/A^und  M~iN, 
Ist  nun  .  ,    . 

also  . 

Ik^r  —  ts     , 

so  ist 

Äh  Ak      ^  {Ak  +  Ak)x  —  Ak^k  —  Akh 

x-h       x-^k  x^-{h  +  h)x  +  hik 

Da  nun 

Ak^k+Akh  =  Mr  +  A^J  +  i{Nr  —  Ms)  +  Mr -\- Ns  —  i(Nr  —  Ms) 

=  2  (ilf  r  +  Ns)     , 

so  folgt  schließlich 

Ak  Ak  ^        Mx  —  Mr  —  Ns 

5)  =-r-  H ^  =   2 


6) 


^-f*    '    x-^k  xi--2rx  +  r^+s^ 

Daher  ist 

=  J//[(;c-r)2  +  x«]  — 2  A'arc  tang^^^+ C . 

3«    Wir  wenden   uns   nun   zu   dem  Falle,    daß    die    Funktion   q){x)   mehrere 
gleiche  lineare  Faktoren  enthält     Es  sei  {x    -  fj)"  ein  Faktor  von  (p{x),  also 

q){x)  =  {x-i^)<'(p^(x)     , 

wobei   (p^    eine   Funktion   vom   Grade   («  -  -  a)   ist;   wir  versuchen   die   Zerlegung 

^        9;(.r)       (x~fir>,(^)       (^-fi)«"^(^-    lir-^"^"""^^    -fi       9^iW 

Hierbei   bezeichnet  xpiix)   eine   Funktion  von  minderem  Grade,   als  <pi{x). 
Setzt  man*)  ^ 

also 

1  +  fi^ 

z 
so  wird  aus  1) 

*)  D()LP,  Aufgaben  zur  Differential-  und  Integralrechnung,  nebst  den  Resultaten   und    den 
zur  Lösung  nötigen  theoretischen  Erläuterungen.     Gießen  1869.     S.  81. 
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Macht  man  die  einzelnen  Teile  jeder  der  Funktionen  q^^ ,  ip  und  y^j  gleich- 
namig imd  vereint  sie  dann,  so  erscheinen  diese  Funktionen  als  Quotienten  ganzer 
Funktionen  von  z  von  demselben  Grade,  den  die  ursprünglichen  Funktionen  in  x 
hatten,  dividiert  durch  die  höchste  vorkommende  Potenz  von  z.  Sind  also  yf{x) 
und  ^1  (x)  vom  Grade  n  —  d  bezw.  n  —  a  —  c ,  und  bezeichnen  ^^ ,  W,  W^ 
ganze  Funktionen  von  den  Graden  n  —  a,    n  —  d,    n  —  a  —  e,  so  hat  man 


Vi 


(i±i^)  =  £ij,    Ji±ii)  =  -?S,     ..(i±i^)  =  ^Ä. 


Daher  wird  aus  2) 


n  —  a 


oder  einfacher 

zf^  W{z)  z"  W^  {z) 

*^J  ~~Iät    7T~  ^^^  "O  ^     I     •  •  •     I     -"o — 1  ^     I        lit     /"T~       " 

'^  01  (Z)  "  I         a      1         I        ^^^^j 

Die  Funktion  0^  kann  nicht  durch  Ausfall  einiger  Koeffizienten  von  min- 
derem Grade  als  n  —  a  sein;  denn  den  Wurzeln  z  der  Gleichung 

4)  ^(^  =  0 

entsprechen  die  Wurzeln  der  Gleichung  (p^  (x)  =  0;  davon  sind  aber  die  n  —  a 
Wurzeln  z  =  oo  von  4)  auszunehmen,  denn  sie  liefern  x  —  fj  =  l:j8:  =  0,  also 
jc  =  f  j  während  nach  der  Voraussetzung  die  Funktion  q)^  (x)  den  Faktor  x  —  f^ 
nicht  besitzt  Um  die  n  —  a  Wurzeln  von  9?^  (•^)  =  0  zu  erhalten,  hat  man  also 
nur  die  Wurzeln  von  q?^  (z)  =  0  zu  ermitteln  und  in  x  —  ^^  =  1  :  z  einzusetzen. 
Verschwänden  nun  die  Koeffizienten  von  5*""**,  0*-"«  — 1,  s*""*»"~^,  ...jsr* "**■"" 
in  ^1  (s) ,  so  würde  die  Gleichung  0^  (z)  =  0  k  gleiche  Wurzeln  z  =  00  haben, 
im  Widerspruche  mit  der  Voraussetzung,  wie  soeben  gezeigt  wurde. 

In  ganz  gleicher  Weise  ist  ersichtlich,  daß  W{z)  und  !Pj  {z)  nicht  von  min- 
derem Grade  als  n  —  5,  bezw.  n  —  a  —  e  ausfallen  können;  mithin  ist  z^W{z) 
vom  Grade  n  und  z^  W^  {z)  vom  Grade  n  —  a . 

Man  erhält  daher  die  Darstellung  3),  indem  man  die  algebraische  Division 
2^  ^{z)  :  Wi  {z)  nach  fallenden  Potenzen  von  z  geordnet  ausführt 

Das  höchste  Glied  des  Quotienten  ist  A^z^',  man  berechnet  ihn  bis  zu  dem 
Gliede  Aa^iz.     Der  Rest  ist  vom  Grade  n  —  a,  und  ist  die  Funktion 

Setzt  man  in 

z'Wjz) 

für  z  rückwärts  wieder  den  Wert 

Ä  =  1  :  (jc  —  fi)     , 
so  geht  4)  in 

über;  somit  ist  nun  y;^  bekannt  Hat  nun  (p^  {x)  lauter  ungleiche  lineare  Fak- 
toren, so  wird  y;|  (jc)  :  </?j  (x)  nach  Nr.  2  weiter  zerlegt;  enthält  hingegen  cp^  (x) 
noch  mehrfache  lineare  Faktoren,  so  hat  man  die  soeben  gegebene  Entwicklung 
zu  wiederholen.     Ist 

(p{x)  =  (ä  -  fi)«  .  {x  —  Si^  .  . .  (^  —  W^     , 
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SO  erhält  man  schließlich 


(  W  W  A 


ö) 


+ 


q^{x)       {x  -fi)«        (x~    fi) 


+ 
+ 


A 


+  .  -r1^-.  +  ---  + 


^ 


^      2 


(;c-   f,)/'   '    (^-Ig/ 


,-  + 


^ti—\ 


(•^  —  ^2)^  -^         ^: 


+  7-A^  + 


J?, 


(JC  -  f^)e  {X  -  ^r'f 


Y  +  •  •  •  + 


R 


»>     "1 


(^_|,)2     '     x-^r 


Sind  nun  alle  f  i  .  .  .  f r  real,  so  ist  mit  dieser  Zerlegung  auch  die  Integration 
von  \xi)(x)  \  q){x)\dx  erledigt;  man  erhält 


6) 


J  (p  (x) 


(a_l)(x-|,)«-«     (a-2)(*-fi) 


0  —  2 


Ä 


0 


Br 


(ß  -l)(x-i,)K-  >     (/9     2){x-  i,y 


—  2 


^a-2 


+A_i/(;c-f,) 


+^^_,/(jc-f,) 


^ 


^1 


(e-l)(jc-f,)s-»      (ß._2)(a:-f,)e 


—  2 


^^-^  +R,^^l{x-^r) 


X—^r 


4.  Ist  fj  =  r  -\-  is  und  enthält  99  den  Faktor  {x  —  r  —  /jy*,  so  enthält  99 
auch  den  konjugierten  Faktor  {x  —  r  -\-  i sY\  beide  Faktoren  geben  vereint  den 
Faktor 

[(X  —  r)2  +  i-2]i"       . 

Es  läßt  sich  nun  nachweisen,  daß  dann  immer  eindeutig  folgende  Entwick- 
lung durchgeführt  werden  kann 


1) 


V'W 


A^x-^B^ 


+   .r- 


A^x+Bi 


A^^ix  +  B,,^i      yj^ix) 


(p(x)      [(o:  -  r)2  +  52]/^   '    [(jc-r)2  +  j2j 


wobei  q)^  (x)  das  Produkt  der  Faktoren  bezeichnet,  die  in  (p  außer  [{x  —  r)*  +  j^].« 
enthalten  sind. 

Multipliziert  man  nämlich  in  1)  beide  Seiten  mit  \{x  --  r)^  +  s^y\  so  erhält 
man,  wenn  man  (x  —  r)^  -\-  j2  2ur  Abkürzung  mit  C/  bezeichnet 


2) 


y){x) 


A^x  -\-B^  +  {A^x-^  B,)U+  (A,x  +  B^)0^^  +  .  .  . 

9^1  W 


Ersetzt  man   hier  .r   durch   r  +  /j,   so  verschwinden   alle  Potenzen   von  (7; 
nimmt  die    linke  Seite    dabei    den   komplexen  Wert  Mq  -{-  i'JVq    an,    so    hat   man 

Durch   Vergleichung   der  realen   und   imaginären   Teile   ergibt   sich    hieraus 


4) 


s  s 


Die  Funktion  yj  (x)  -    (p^  (x)  (Aq  x  +  ^0)  verschwindet,   wenn  Aq  und  Bq  die 
Werte)  4  haben,  und  x  durch  1^   ersetzt  wird;  hieraus  folgt,  daß  diese  Funktion 
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den  Faktor  x  —  f^  hat;  sie  hat  daher  auch  den  konjugierten  Faktor,  und  ist 
folglich  teilbar  durch  das  Produkt  dieser  beiden  Faktoren,  durch  [/.  Führt  man 
die  Division  aus,   und  bezeichnet  den  Quotienten  mit  y^^  {x)j   so  hat  man   daher 

Setzt  man   dies   in   2)   ein,    so   enthalten    alle   Glieder    der   Gleichung    den 
Faktor  C/;  nach  Entfernung  desselben  bleibt 


5) 


?'-^|  =  A,x  +  B^+{A,x  +  B,)l/+  iA,x  +  B,)C/^  +  ... 
...  +  {A^-^x  +  B^.^)  £^/-»  +  "^^  j^J-  £//->     . 
Setzt  man  hier  jc  =  f ^ ,  so  erhält  man 

und  hieraus  wie  bei  3)  und  4)  durch  Sonderung  des  Realen  und  Imaginären  die 
Größen  A^   und  B^. 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  in  der  Ausführung  zwar  umständlichen, 
aber  ganz  elementaren  und  durchsichtigen  Verfahrens  gewinnt  man  sämtliche 
A  und  B. 

Es  ist  klar,  daß  man  ein  gleiches  Verfahren  auch  an  Stelle  des  in  Nr.  3 
gegebenen  anwenden  könnte. 

5.  Für  den  Fall,  daß  q){x)  mehrfache  komplexe  Faktoren  hat,  kommt  die 
Integration  von  (y;  :  (p)  dx  daher  auf  die  Entwicklung  der  Integrale  hinaus 


^  J  (x  -  r)'' 


dx 


(x  -  r)'^  +  j2 

und 

'     +B 

dx 


2)  f    -^"^ 

^'  J  Ux  -  rY 


[{x  -  ry-  +  s-^\' 
wobei  n  eine  natürliche  Zahl  ist.     Das  Integral   1)  liefert  (vgl.  Nr.  2,  6)) 


3) 


f    Ax  +  B  jAix-r)  +  (B-\-Ar) 


=  4 ^[(* -  0'  +  s^]  +  -^i^ arc  tang—  ''  +  C    . 
Z  s  s 


Für  das  zweite  erhält  man  die  Zerlegung 
f      Ax  +  B         ,  r     {x-r)dx       ,,„,.,/■  'i^ 

Nun  ist 

C     {x-r)dx  1 1 

^^  J  [{x    -  r)2  +  j2J«  2  (//    -  1) '  [[X  -  r)2  +  j2]«-i     ' 

also  erübrigt  noch  die  Ausführung  des  Integrals 

C  dx 

J  \(x~~~rj^~+T^Y     ' 
Führt  man  hier  eine  neue  Veränderliche  durch  die  Gleichung  ein 

X  —  r  =  s  z     , 

so  ist 

dx  =  sdz,       {X  -     rf  +  s'^  =  s'^  (1  -f  3-)     , 
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und  man  erhält 


^^  Jux-rr^  +  s'-]^        sji 


dz 


[(;C  —  r)2  +  J2j2  sj  (1  -\-z^Y 

Wie  man  aus  der  Zusammenrechnung  der  rechten  Seite  sofort  sieht,  ist 

C      dz  C         dz  C    z^dz 

^^  J  (1  +  zT  =  j  (1  +52r-i  ~J  ( 


(1    +  zT         J    (1  +  52)*- 1         J  (1  +  02)' 

ferner  erhält  man  durch  teilweise  Integration 

d" 


/z^dz         r         zdz  1  s  \         C 

(1+^«  ^  j  ^ '  il+z^Y  ^  ~2Jfr^) '  ä +^2)«-i  +  '2  in -DJ  ( 


(1+02)«      J'    (14-;j2)«  2(«-l)    (l+02)«-i    '    2(«-l)J  (1+22)'— 1 

Daher  ist 

r     dz        _        1  z  2n-  3  r  dz_ 

^  J(l  +  ^2)«  -  2  „"172  '  (1  +  22)» -1  +  2n-  2J  '(l+'z^-^ 

Durch    dieselbe    Formel    führt   man    fdz:(l-\-z-)*^'~^    auf    fdz:{l-\-z'^)**~^ 
zurück  u.  s.  w.,  bis  man  zum  Schluß  auf 


j^-T-^  =  arctang2+C 


kommt  ^    ^  +  ^ 

6.  Alles  in  Nr.  1  bis  Nr.  5  Entwickelte  zusammenfassend,  erhalten  wir  somit 
das  Ergebnis:  Das  Integral  einer  rationalen  algebraischen  Funktion 
läßt  sich  in  jedem  Falle  durch  eine  endliche  Anzahl  von  rationalen 
Funktionen,  Logarithmen  und  Arcustangens  ausdrücken. 

7.  Die  Anwendung  der  soeben  entwickelten  Regeln  wollen  wir  nun  an 
einigen  Beispielen  zeigen. 

A) 

J  {x^-5x  +  ß){x'^  +  5x+  6)     ^ 
Hier  ist 

y;(x)Ez:ix^+  9x^  —  4:X+l,       (p{x)E^{x—  2){x—  3){x+  2){x  +  3)     , 

also 

f  1  =  2  ,     f  2  =  3  ,     f  3  ^  — 2  ,     ^4=  —  3 

Die  Werte   q/ {i^k)  werden   am   zweckmäßigsten   nach   der  Formel  berechnet 

fp{x) 


¥m- 


.X—  ^k. 


X      t 


^k 


Man  findet 

9^'(2)  =  -20,     ^'(3)  =  30,      ^'(-2)  =  20,     9?'(-3)  =  -30 
Ferner  ist 

V^(2)  =  43,         v^(3)  =  103,     i/^(-2)  =  43,     v^(-3)  =  73     . 

Daher  hat  man  die  Zerlegung 
^3_j_9^2._4^_[_7  43       1         103        1        43       1         73 


/; 


(;c2-ojc+6)(^2_(_5j^:_|_ö^  20   x  —  2  '    30     ^—3  '  20   x-\-2     30   jc  +  3 

Hieraus  ergibt  sich 

jc3  + 9jt:2--4^+ 7  ,  43,,  ,         103 


(,.._5.-My(^Mh5^6)''"==-20'^"-^)  +  -30   '(""^^ 


43  73 

+  ^,)-'(-^+2)-3^./(^  +  3)+C    , 
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r  dx 

J  (x^-  -4.X  +  5) (x^  -  6 ^  +  TS)     ' 
Hier  ist 

(p{x)  =  (jc  -  2  -  i)(x  -  -  2  +  i)(x  -  3  -  2t){x  -3  +  2/)     , 

fi  =  2  +  /,     f,  =  2-/,     f3==3  +  2/,     f,  =  8-2/     , 

(^'(2+/)  =  4  + 8/,     9?'(2 -/)  =  4- 8/     , 

9?'(3  +  20  =  -16-8/,     (p'{3  -2/)  =  -16  +  8/    . 

Man  hat  daher  die  Zerlegung 

1  1111 


• 


(o:«  —  4  X  +  5)  (a:2  —  6  ^  +  13)       4  +  8  /   x  -  2     -t   '    4  —  8  i    x  —  2  +  t 

11  11 


16  +  8  /   x  —  S  —  2i        16  -  8  /■    x  -  3  +  2  / 

Durch  Vereinigung  konjugiert  komplexer  Ausdrücke  erhält  man 

1111  X 

+ 


4  +  8/     a:-2-/^4-8/     x-2  +  i       10  [(at    -2)2+1]     ' 

1 1  1  ^  J^ Xj-2 

16~-p8t' '  o:  —  3  —  2  /  "^  16  -  8/*j^3  +  2/  ~  iOL(J«:-  3)»+  4J 

Da  nun 

I  X  d  X  1 

SO  folgt  schließlich 

/•  dx  1     x^-^x^^    ^1         ^        .         .. 

/ == — / h    -arctangf^c— 2) 

;(jc2-4jc  +  5)(;c2-6^+13)       20   jc2- 6  jc+ 13  ^  5  ^^  ^ 


1  ^ 3 

_^  arc  tang  — 1-  C 

20  ^      2      ^ 


^  ^    ^2  _  3  ^  +  1 


/, 


(x  -  2f  (x  -  3)2 
Hier  ist  f  j  =  2  ;  die  Ersetzung 


1  +  2z 

X  —  

z 


liefert 


x^-3x+l=      (-z^  +  z+1)     . 


^2 


9^1 


Paher  ist 


(i±££)  =  (l±ü_a)'=^a-.,   , 


;^^?^(5)         z^-z^  +  z+1) 


01  {^)  (1  -  ^) 


_  ^v^ 
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Nun  ist 

(—  z^  +  z^  +  z^)  :{z^—2z+l)  =  —z^  —  ^2  ^ 


02 


02  —  2  0  +  1 

Setzt  man  im  Restbruche  0  =  1  :  (^  —  2) ,  so  erhält  man 

02  _  1  _  1 

02  —  20+1   ~  /'  ~_    1\2  ""  \x  —  3)2 

Daher  hat  man  die  Zerlegung 

x^—%x+\  1  1 


.2  + 


k 


(x--2f{x-%Y  (^-2)3        {x-2f    '    (^  —  3)2 

folglich  ist 

^2—3^+1  ^1  1  1^1 

{x  -  2)3  {x  —  3)2    "^  ""  2~  '  (x  ^")2  "^  X-  2  ""  ~x^  3 

(^  -  1)= 
In  diesem  Falle  hat  man  |j^  =  1 ,  und  hat  daher  die  Ersetzung 

^r  =  (1  +  0)  :  0     ; 
sie  ergibt 


0' 


9^1 
und  daher 


m-.A  <•+■)• . 


2^ f^«)  _  g»(5g8  +  3g»+3g+  1) 

Man  erhält  weiter 

(5  0«  +  3  03  +  3  0*  +  03)  :  (0^  +  4  03  +  6  02  +  4  0  +  1) 

-5r2       17r   I    ^^^'+8303  +  63  02+17  0 

(0+1)* 

Ersetzt  man  im  Restbruche  0  wieder   durch    1  :  (a:  —  1),   also   0  +  1    durch 
X  :  {x  —  l)f  so  erhält  man 

41  0*  +  83  03  +  63  02  +  1^0  __  nx^+  12  :c2  +  8  ;c  +  4 

(0  +  1)*  X*  • 

Folglich  ist 

X^X  -  1)2  ~"  (;C  -  1)2  TZTi  +    7  +   ;«:2   +   ;,3    +   ;c:4        ' 

und  mithin 


/ 


^•'+4      .  5  x-1       12        4  4 

dx  = —  1// i-C     . 


a'*(jc  — 1)2  ^—1  jc  X        x'^       3x'^ 


j  (;c2  -  2  ^ 


+  5)2(;C  +  1)3       ' 

Die  Auflösung  der  Gleichung 

uefert 

fi-1  +  2/    . 
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Um  die  Darstellung  zu  erreichen 

1 A^x  +  B^  A,x  +  B,  W,  {x) 

{x^'-2x+  hY(x  4-  If       {x^  -2x  +  5)2  '^  x^--2x  +  b~^  {x+iy     ' 

setze  man  jc  =  1  +  2  i  in 

(.+  l)-s  =  ^o-  +  ^o  +  (^.*  +  A)(--2.  +  5)+ViM^^-+^     • 

Da  (2  +  2ty  =  l^{i—  1),  so  erhält  man 

T6-(ri:-ir -^  =  ^  ^' +  "^  +  ^«   ' 

und  daher 

1  1 

^<^~"64'     ^«""""64      • 

Man  bildet  nun 

1  —  9?i(:c)(^o^  +  ^o)     » 
wobei 

und  erhält 

l-9>i(*)(4,*  +  A))-^[64  +  (*+l)*j  =  g|(**  +  44:3+6*«  +  4*+65)     . 

Dies  durch  jc*  —  2  jp  +  5  dividiert,  ergibt  den  Quotienten 


^i(*)=64(*'+^^+^^)     • 


Daher  hat  man  nun 


64  (*  +  1)»     +  ^1*  +  ^1  +  (}^qri)3 

Setzt    man    hier  wieder  jf  =  1  +  2  /,  also 

jc2+6:t:+ 13  =  16(1 +0     , 


so  erhält  man 


-64  =  ^i(l  +  2i)  +  5i     • 


folglich 

^1  ~      128  '     ^1  ~  128     • 
Bildet  man  weiter 

80  erhält  man  hierfür 

g^(**+ 6*+ 13)-^(*+ !)»(-*+ l)=^2-(**  +  2*3  +  2^«+10*+25) 

Dies  wieder  durch  {x^  —  2  :c  +  5)  dividiert,  ergibt 

1 


128 
Man  hat  daher 


{x^  +  4.x-\-b)    . 


^*  +  4jc+5  Vi  W  .  ,  .  1     ,  « 
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Macht  man  noch  von  der  Identität  Gebrauch 

x^  +  ^x  +  5  =  {x  +  ly  +  2{x  +  1)  +  2     , 

so  hat  man  schließlich  die  vollständige  Zerlegung 

1 1  x+  1 1  X—  1 

(x^  —  2x+d){x+  1)3  ~  ~"64  '  (jt:2  —  2x+  5)2       T28  '    ;c2  —  2 a:  +  5 


"^  128  \x+l'^  {x+1)^^  {x  +  1)V     • 


Nun  hat  man 


J  [(;C  -  1)«  +  4J«  j  [(:^  _  1)2  +  4f  ^     j  [(;,  _  1)2  +  4]*       ' 

/ 


112        = -^/(^' —  ^^+ 5) 


[(^  -  1)2  +  4]2  2 


r  dx  _  1  r  ^^  1  r    (:c  —  1)»  dx 

J  [{x  -  1)2  +  4]2  ~  4j  (;c  -  1)2  +  4  -  4j  [{x  -  1)2  +  4]2     ' 

r    (x—  lydx  1  a:-1  .1  x—l 

j  T7-. Hx.   .    .-.o  =  -ö  •  77 ...    .    .  +  T^rc  tang 


[(jc  -  1)2  +  4]2  2     (^  -  1)2  +  4   '    4 


Daher  ergibt  sich  schließlich 


/ 


dx  1 


{x^  —  2;c  +  5)2(;t:+l)3        256 


3/  ' 


—  arc  tang  — |-2/(jic+l)  — 


^2_2jt:  +  5       x^  —  2x-\-b 

+  C    . 


2  ^      2       '        '     '      '      ^+1        (^+1)2J 


§  4.     Integration  irrationaler  Funktionen. 

1.  Die  Integrale  irrationaler  Funktion  lassen  sich,  wie  wir  später  zeigen 
werden,  im  allgemeinen  nicht  auf  die  bisher  bekannten  Funktionen  reduzieren; 
nur  in  den  einfachsten  Fällen  gelingt  dies,  und  derartige  Fälle  sollen  im  gegen- 
wärtigen Abschnitte  betrachtet  werden. 

2«  Kommt  in  einer  irrationalen  Funktion  von  x  die  Veränderliche  nur  in 
einer  Wurzel  vor,  und  ist  der  Radikand  eine  natürliche  Potenz  einer  linearen 
Funktion  von  Xy  also  die  Funktion  von  der  Form 


F[x/f{ax  +  ö)^]     , 
so  läßt  sich  das  Integral 

\  F[x,  }/(ä^+7)'^  ]  dx 

durch  Einführung  einer  neuen  Veränderlichen   leicht   in  das  Integral  einer  ratio- 
nalen Funktion  verwandeln.     Setzt  man  nämlich 

ax  -{-  b  =  z^     , 

also 

jsr*  —  b  ,  n         ,  , 

x  = ,      dx=^ — z'^~^dz    , 

a  a 


i5  4 


Integration  irrationaler  Funktionen. 
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so   gellt  das  Integral  über  in 

/  F  \x,  )/(a X  +  bf"  ]dx  =  —    fI^    ~  ' ,  s'A  dz     , 

und  dieses  Integral  kann  nach  den  im  vorigen  Abschnitte  gegebenen  Anleitungen 
vollständig  entwickelt  werden. 

Beispiel. 


Man  setze  x  -{-  1  =  z 
Dadurch  erhält  man 


3 


x^  äx 
also     X  =  z^  —  1  ,     dx  =  Sz^äz  , 


X' 


dx 


i^+i 


3 ^     z^^dz  =  S  hz'^  -  2z*  +  a)dz 


=  ~z^ 


G 


3 


z'^+  ^z^  +  C 
3y(x+l)2 


8  5       '    2 

3 


40 


[5  {x  +  1)2  ^lQ(x+l)  +  20]  +  C 


3«    Wir  wenden  uns  nun  zur  Entwicklung  des  Integrals 

dx 


1) 


Man  hat 


/- 


^a  +  2dx  +  cx'^ 


2) 


a  +  2dx  +  cx^  =  fl h^l^H — ) 


,b^  —  ac\         cj 


Ist  nun  b^  —  <i  ^  <  0 ,  so  muß  ^  >  0  sein ,  da  sonst  der  Radikand  für  alle 
realen  Werte  von  x  negativ,  die  Wurzel  also  imaginär  w^ürde,  während  wir  aus- 
drücklich uns  gegenwärtig  auf  Integrale  realer  Funktionen  beschränken.  Macht 
man  von  der  Änderung  Gebrauch 

c        i     ,b\                                    jac^bi 
\x  A — \=z,     also     ax=- 


3) 


y. 


d% 


so  geht  das  gegebene  Integral  über  in 


Nun  ist  bekanntlich 


fc\ 


dz 


fcj  yi  +  52 

dl{z  +  fr+~z'^)  = 


dz 


Daher  hat  man 

dx 


f  1  +  a« 


/ 


1      cx  +  b  +  fcya  +  2bx  +  cx^- 

yä~+Ybx~+ c~x'^       fc  yö7— "^* 


Man  kann  den  Bestandteil 


( 
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mit  der  Konstanten  verschmelzen,  und  erhält  dann 

Ist  hingegen 
so  setzen  wir  in  2) 

6)  -  \x  -| — ]  ==  z  f     also     ax  =  - äs     , 

und  erhalten  dadurch 

d^~  ac 
7)  ö+23a:  +  ^^2_ (1-^-)     . 


Ist  ^>0,   so    muß   ^2  >  1  sein,    damit   y^  +  2  ^jc  +  ^-^'^   real    ist.      Unter 

dieser  Beschränkung  setzen  wir 

d^  —  ac 
a  +  2dx  +  cx^  = {z^—  1)    . 

Aus  der  Differcntialformel 

ä/(z+y^~^i)  =    ^^ 


-^z^—  1 
folgt  nun 


r  dx  _    1     cx-\-b-\-^c{a-^  2bx^  cx'^) 

J  'ß+^2Tx  +  ~cx^       y7  ^b^^Vc 


8) 

oder,  wenn  man  die  Konstante  mit 


vereint, 
9) 


-    ._    ^  ^  _— ^-  =  -  .  /[^ jc  +  b  +  y^ (^  +  2  'bV+7'^) ]  +  6     . 

yfl  + 2/^jc  +  ^:r2    y^ 


Diese  Integralformel  ist  daher  anzuwenden, 

wenn  b'^  —  ac  <^0  und  ^  >  0,    für  jedes  reale  x      ; 

Ux  +  bY 
wenn  ^*-  —  ör  >  0  und  r  >  0,    für     ,^ —    -    >  1      . 

b^  —  ac 

Ist  ^<0,  so  wird  ^a-\-2bx-\-cx-   nur   real,   solange   s:^^^]^,     j^    diesem 
Falle  und  unter  dieser  Beschränkung  für  z  ist  nun 


/ 


dx  ^  ■        \    n 

=  —     _=:_  arc  ^\nz  -\-  C     , 


i^a+2bx-{-  ex'*-  y—  r 

also,  wenn  man  wieder  z  durch  x  ausdrückt, 


10) 


/dx  1  .      ex  +  b      ^    ^ 

— — = -z = —  arc  sm  -^     +  ^ 

^a  '\-2bx-^  cx'  ]l--c  -^ö'^  —  ac 

(cx-\-  bY 
b^-ac>(),     ^<0,     \  -^    ^-<1     . 

b^  —  ac 
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Ist  ac  —  b-  —  Oy  so  ist 

/      hy- 

Die  Wurzel  ist  daher  rational,  und  man  hat 


dx  1       r  dx 


ia-^2bx  +  cx^       ic     /^..^        fi 


4.    Zur  Reduktion  des  Integrals 

y^Q  X     ~\~  ^j  X^         ~]~  •  •  •  ~j~  y5 


h'h:) 


+  c   . 


■ 


yÄ  +  2bx-\-'c  x'^ 


dx 


dient  folgender  Satz*): 

Die  Zahlen  B^^  B^,  .  .  ,  B^^i,  Bft  lassen  sich  immer  so  wählen,  daß 


1)  { 


/^o  ^    ~r  ^1  ^        \   '  •  '   \   -^H  j 
^-^TT dx 
yö  +  2bx-{-  cx^ 


{BQX—^  +  B^^-^  +  ...  +  Bn^{)y^2bx+cx'^+Bj'-  -  - 


r       dx 

J  ya+2bx  +  c 


-\-CX' 

Durch  Differentiation  erhält  man  nämlich  aus  1) 

Aq  x"*  -{-...  -\-  An        ,  „  ,  „       ,  b  -{-  ex 


yfl+  2bx-)rcx^  yö!  +  2bX'\-cx'^ 


+  [(«  —  1)^0  -^""^  +  («  —  2)  ^1  ^-^  +  .  . .  +  ^«_21)^^+2T^+7a:2 

+    ^- 


ya.+  2*x-(-"<-«« 


Multipliziert  man  beide  Seiten  mit  "^a  -\-  2  bx  -\-  cx^ ,  so  erhält  man 

^0*-  +  . . .  +  ^,  =  (^o^~*  +  . . .  +  ^»-i)(<r*  +  b) 

+  |(«  -  1)^0*"-*  +  •  •  •  +  ^—2]  (f  **  +  2  3je  +  a)  +  ^„     . 

Vergleicht  man  die  Koeffizienten  gleich  hoher   Potenzen   von   x   auf   beiden 
Seiten,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  B  die  linearen  Gleichungen 

Aq  =  nc  Bq     , 

A,  =  {n-l)cB,  +  {2n-l)bB,     , 

A^  =  {n  —  2)cB^  +  (2«  — 3)1^^1  +  («  —  ^)aB^     , 

^3  =  («_3)r^3  +  (2«-  h)bB^  +  («  — 2)ö^i     , 

^^  =  («  — 4)^^4  +  (2«  —  7)^^3  +  («  — 3)ö!i52     , 


An-i=     2cBn-%     +      5^^«_3      +     3aBn-^  , 

^«_i=        ^^«^1     +      3bBn-2      +     2aBn-z  * 

An        =  bBn^l         +  aBn-2  +  Bn 

Hieraus  erhält  man  nacheinander  Bq,  B^,  .  .  .  Bn . 


*)  DüLP,  Aufgaben,  S.  90. 
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Beispiele.     A)    Für  die  Ermittlung  von 

dx 


/ 


.r« 


hat  man  in  obigen  Gleichungen  zu  setzen 

«  =  6,     Aq  =  1  f     ^j=...r=^^  =  0,     a  =  1  ,     d  —  0  ,     c  =  1     , 
daher  gehen  dieselben  über  in 

1=6^0.  0  =  3^3  +  4^1     , 

0  =  5  ^1  ,  0  =  2  ^4  +  3  ^2     , 

0  =  B,  +  B,     . 
Sie  ergeben 

B^  ^  B^  ==  Br,  =  0     , 

Bq     =    i    J  B2     =     —-2^4     »      B^     =    -^jr    ,  ^,.     =     —   l'V  • 

Folglich  ist 

/X^dx  1  X^  h  X^         ^  x\    I T)     ,/       .    ,r; — . — -X    .      ^ 

B) 

/  fa^  —  b^x^  I a«  bx  „ 
Va*  —  b^  jc*  rf*  =  /  — : — ;=-.  —  dx  =  ixva^  —  b'^x^  +  -  -  arc  sin 1-  C 
'                              Jfa^-b^x^            "     '                          2i               a 

C) 


hfä-^  +  i^  x^  d  X  =     —-^_^-^  dx 
J  J  ia^  +  b'^x^ 


9 

=  \ xfd^ -[■  b^ x^  +  ~  l {b X  +^^-  -\-  b-i x^-)  -\-  C     . 


J  J  ia+2bx  +  cx^ 


cx-\-b    r ^    .    ac-b-f  dx 

—6^-  ia  +  2bx  +  cx^+ /    , 

2^      '  2^      /  ^a  +  2bx 


5.    Um  das  Integral  zu  ermitteln 


setzen  wir 


r  dx 

J  {x  —  a)''ia~+Ybx  +  'cV^ 


1                                              dy 
X  = h  et  >      also      dx  =^ — 

y  y^ 


a  +  2bx'^cx'^  =  -—[€-{-  2(^  +  ^a)y  +  (fl  +  2ba-\-ca^)y^     , 

y2 

und  erhalten  dadurch 


1)  /■ ^ =-/•- 

J  {x  —  aYia+2bx  +  rjr^  /  y, 


^+  2(/^  +  ra)7  +  («+  2/^a  +  ra2)j2 
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Ist  nun 

also  X  —  a  ein  Faktor  von 

a  '\-  2  bx  -\-  cx^     , 

80  reduziert  sich  das  Integral  auf 

y^~^  dy 


2) 


-h 


-\.2{b  +  ca)y 
und  wird   durch  die  Änderung 

c+  2{b-\-ca)y  =  z^ 

in  das  Integral  einer  rationalen  Funktion  verwandelt. 

Ist  hingegen  „       ^  ,  „ 

^  ^  a^  +  2ba-]-ca^^{)     , 

so  hat  man   1)  nach  den  im  vorigen  Abschnitte  gegebenen  Regeln  zu  entwickeln. 
6»    Hiermit  ist  nun  auch  das  allgemeine  Integral  erledigt 

xp  {x)  dx 


/; 


9^W       ^a-\-2bx-\-cx^ 

wenn  \p{pc)  und  <p{x)  ganze  Funktionen  von  x  bezeichnen  und  q>(x^  nur  reale 
lineare  Faktoren  hat 

Man  zerlege  den  Quotienten  \p[p^\  (p  (po)  nach  den  in  §  3  gegebenen  Regeln 
in  eine  ganze  Funktion  und  in  ein  Polynom  von  Brüchen  von  der  Form 

A 

(^  -  iY    • 

Dadurch  zerfällt  das  vorgelegte  Integral  in  ein  Polynom  von  Integralen,   die 
nach  den  gegebenen  Regeln  entwickelt  werden  können. 
7,    Alle  Integrale  von  der  Form 

1)  \f{x,  y«  +  2  ^x  +7^2)  dx     , 

wobei  F  eine  rationale  algebraische  Funktion  von  x  und  ^^a-\^2bx^\-cx'^ 
bedeutet,  können  durch  geschickte  Wahl  einer  neuen  Veränderlichen 
in  Integrale  einer  rationalen  Funktion  verwandelt  werden. 

Eine  solche  neue  Veränderliche  y  muß  die  Bedingungen  erfüllen,  daß  durch 

sie  sowohl  x  als  ^{a^\^^2bx-\^ c x*^  rational  in  y  ausgedrückt  werden.  Diese 
Bemerkung  führt  auf  den  Gedanken,  eine  Ersetzung  von  der  Form  zu  versuchen 


ya  +  2bx^cx'^  =  A  +  Bx+  Cy    , 

worin  Aj  B,   C  noch  zu  bestimmen  sind.     Durch  Quadrieren  findet  man 

2)         a  +  2bx  +  cx^=^A^+2ABx+2ACy  +  B^x^  +  2BCxy+  C^-y^     . 

Damit  nun    x  rational   in  y  ausgedrückt  werde,   muß  B"^  =  c  sein;    um   die 

Formeln  zu  vereinfachen,    nehmen  wir  femer  AB  =  b,   also    A  =  b  :  \c.    Hier- 
durch erhält  man  aus  2),  wenn  man  zur  Abkürzung  b^  —  ac  durch  A  bezeichnet 

O)  X  —  — 

2cicCy 
Hierin  kann  noch  C  beliebig  gewählt  werden;  nimmt  man 

C=23:V7    , 

so  wird  ^  ,— 

cC^^2bfcYc=^4:b^ 
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und  man   erhält  die  Formelgruppe 


4) 


'^a-\-2bx-\-  cx^  =  — 


4  ^2^2 


4^y^  *y 


A-4.b^y^  ^ 

dx  = —. z —  ay     , 


4:dcy 


2 


y  =  ~{—b  —  cx  +  '^c*^a  +  2dx  +  cx^)     . 

Diese  Formeln   sind   nur   anzuwenden,   solange  c  positiv  ist,  da  sonst  durch 

y7  imaginäre  Bestandteile  eintreten  würden. 

Ist  c  negativ,    so    ist  "^a  +  2  dx  -\-  cx^    für    reale    Werte  von  x   nur    dann 
real,  wenn  d^  —  ö^  >  0  ist,  wenn  also  a'\-2bx'\-cx^  reale  lineare  Faktoren  hat 

Ist  nun 

a  -\-  2  b X  -\'  c x^  =  € {x  —  a)(x  —  ß)     , 

so  setze  man 

X  —  a 

x~-^ 


5)  c '-[--  ^  =  ^2 


also 


6)  a  +  2bx  +  cx^  =  c{x-a){x  —  ß)  =  {x-  ßfy^     . 

Aus  5)  und  6)  folgen  die  weitern  Formeln 

ßy^-ac       {b  —  A)c  —  {b  +  A)y^ 


7) 


X  = 


,2  


^0*-^) 


y^  —  c  y^  —  c 

^ciß  —  a)y  ,             A:Ay, 
dx^-2-)^: ^dy  =  — ^dy     , 


Cy«  _  ^)2 


(y'  -  c^) 


2\2 


-^t^ 


+  * 


+  6  +  A 
Durch  die  Anwendung  der  Formeln  4)  gewinnt  man  insbesondere,  wenn 

dx  .    _. 

-  = -zly 


r        dx r  dj 1^ 

J  p+26x  +  cx^~     jic-y~      ic 


Rechnet  man  -— 12  b  mit  in  die  Konstante,  so  kann  man  hierfür  schreiben 


4/ 


fc     —{b-\-cx)-\--^C'-^a-\-2bx-^cx^ 


+  C    . 


Erweitert  man  den  Logarithmanden  mit  b  ■\-  ex  •\-  'fc'^a  +  2  bx  -\-  cx^  ,  so 

erhält  man 

1    ^  +  ra:  +  y7y^  +  2bx  +  cx^ 

y^  ac  —  ^2 


+  c   . 
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Wird  hiervon  der  Bestandteil  -  — / —    zur    Konstanten    gerechnet,     so 

y  ^    ac  —  b"^ 

bleibt 


/ 


dx 


fa  +  2bx  +  cx^       ^c 


^r^  =  —^iib  +  cx  +  fcia  +  2bx  +  cx^)  +  C    , 


in  Übereinstimmung  mit  Nr.  3,  5). 

Ist  ^  <  0,  so  ergibt  die  zweite  Änderung 


C              dx                        ^C      äy  2  y 

I     ,  — rz^_  =  —  2/ — - =  arc  tang-^^ 

/  y^  +  2bx  +  cx^       j  —  ^+y      ]/— r        y— r 


+  C     . 


z 
Ist  z  die  Tangente  eines  Arcus,  so  ist  dessen  Sinus  — ,  daher  hat  man 


arc  tangar  =  arc sm  — -  -- 


und  folglich 


p+z^ 


y  •       y 

arc  tang  -     „  -  =  arc  sin 


c 


Ist  ferner  z  der  Sinus    eines   Arcus,   so   ist   der  Sinus   des  doppelten  Arcus 


2z'i\ 

z\ 

also 

hat 

man 

2 

arc  sin  z 

arc  sin 

2zi\ 

-z^     , 

folglich 

2 

arc  sin 

y 

— 

arc  sin 

2i- 

y'- 

cy 

l/y2  _  c 

• 
—  c 

Benutzt  man  hier  die  zweite  Gleichung  der  Gruppe   7),  sowie 

'^  c 

so  ergibt  sich 

y_ 

iy^~ 


2  arc  sin— — ^__:  =  -  -  arc  sin  1/  —  -— (a  -\-  2b  x  -\-  c  x"^)     . 

y  ^2  _  (IC 


Macht  man  noch  von  der  Formel  Gebrauch 

arc  sin  t  =^  —^ arc  sin^l  -    /-'     , 

so  erhält  man  schließlich 

^         '         y  .      cx-\-b         n 

2arcsm — z ^—  =  arc  sm       -  — 

^y^  —  c  p'^  —  ac       2 

Daher  folgt,  wenn  man   —  --  in  die  Konstante  rechnet 


f- 


dx  1  ,       ex  +  b 

arc  sm :z=^      +  ^     » 


Ya+2bx+  V'jc2  "f^c  ^{b^  —  ac) 

in  Übereinstimmung  mit  Nr.  3,  10), 
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§  5.     Integration  transcendenter  Funktionen. 

!•  Die  Integrale  von  Funktionen,  welche  die  transcendenten  Funktionen 
e^i  /jc,  sinjc,  cos;c,  tang^c,  arcsin^,  arc  tangjf  enthalten,  sind  im  allgemeinen 
ebensowenig  durch  die  bisher  bekannten  Funktionen  ausdrückbar,  wie  die 
Integrale  von  irrationalen  Funktionen,  nur  in  einigen  einfachen  Fällen  gelingt  die 
Zurückführung  auf  bekannte  Funktionen. 

2.    A)     Ein  Integral  von  der  Form 

jne')dx     , 

worin  /  eine   algebraische   Funktion   bezeichnet,   verwandelt  man  in  ein  Integral 
einer  algebraischen  Funktion  durch  die  Änderung 

^•^  =  y  ,     also     dx  =  —     ; 

y 

denn  man  erhält  hierdurch 

y 

So  hat  man  z.  B. 

/•^^  =  /*_<?_  ^flfl iJ\äy 

Ja  +  bef      Jy(a-\-by)      J  a\y       a  +  by)    -^ 

=   -[/;/-  l{a  +  by)]  +  C ^ --[x  -  l{a  +  be"")]  +  C     . 
a  a 

B)     Für  das  Integral 

\f{ef'^)dx 

benutzt  man 

^y 

e^^  =  y  ,     also     ax  =  —     , 

ay 

und  erhält 

2)      jf^^r)dx^yj/(j)^  . 


1)  jfir)dx=jf{y) 


Auf  diesem  Wege  ergibt  sich 


He^^+  läx==—  H^ 


y 


Setzt  man  hier  weiter 

y  =  z^  —  1  ,     dy  =  2  z  d  z     , 


so  erhält  man 


ö    \  ^        l^-*  +1   +  1/ 

Macht  man  noch  von  der  Formel  Gebrauch 

1  _  V^^'+T    -  1 

y^'-*-  +  1  +  1  ~  ^"' 


§  5  Integration  transcendenter  Funktionen.  31 

SO   hat  man  schließlich 


/' 


y^-'  +idx=  "  [^e^'*  + 1  +  /(y^^  + 1  - 1)]  —  ^  +  c  . 


C)     Das  Integral  r  »  ^.  ^ 


kann    man   zunächst   dadurch   vereinfachen,    daß   man   mx  =  y  setzt;    dann  wird 
dx  ^  dy\mj  or"  =^"  :  w",  und  man  erhält 


3) 


Ist  nun  f;  eine  natürliche  Zahl,  so  kann  dieses  Integral  durch  wiederholte 
Anwendung  der  teilweisen  Integration  vollständig  entwickelt  werden.  Denn  man 
hat  (§  2,  Nr.  3) 

4)  jy  eydy  =  y^  e^  —  kjy^-'^  ey  dy     . 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel  erhält  man 

5)  jy^'e^dy  =  €>  y  —  nf-^  +  « («  —  \)y^-^  --•••]     • 

Wenn  in  dem  Integrale 

jf{x)e^''dx 

f(x)  eine  ganze  rationale  Funktion  von  x  ist,  so  kann  man  dies  Integral  in  ein 

Polynom  von  Inteenralen  ,  /■ 

^  ^  Ajx''e""'dx 

zerlegen  und  jedes  derselben  nach  3)  und  5)  integrieren. 

Kürzer  gelangt  man  auf  folgendem  Wege  zum  Ziele.  Durch  teilweise 
Integration  ergibt  sich 

jf(x)e-dx=f{x)e'-jf{x)e^dx     . 
Wendet  man  diese  Formel  wiederholt  an,  so  findet  man 

6)  jfipc)e'dcc^e'[f{pc)--f{x)-^f"{x)-f"(x)Jr...]     • 

Ist  n  eine  negative  ganze  Zahl,  so  führt  folgender  Weg  zu  einer  Ver- 
einfachung: Man  erhält  aus  4),  wenn  man  k  —  1   durch  k  ersetzt 

r  v*+i^^  1       C 

Ist  k  ^  — «,  so  erhält  man 

Wendet  man  diese  Formel  hinreichend  oft  an,  so  gelangt  man  schließlich 
zu  dem  Integrale 

J  y 

das  nicht  weiter  vereinfacht  werden  kann. 
So  ist 
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D)  Zur  Reduktion  des  Integrals 

f  {x  —  d)^  e^  dx 

setze  man  x  —  a  ^=  y\  man  erhält 

■  8)  \(x  —  aYt'dx  =  e'^jy^'e^äy     ,  " 

und    arbeitet    nun   weiter   nach  Formel  5)  oder  8),   je   nachdem  n   positiv   oder 
negativ  ist. 

/"^^ 
Für  die  Bestimmung  von  /  —  dx ,  sowie  andrer  irreduktibler  Integrale  ist  man 

auf  die  Entwicklung  in  eine  unendliche  Reihe  verwiesen  (vgl.  §  6). 

E)  Integrale  von  der  Form 

bringt  man    auf    die    soeben    betrachteten,    indem    man    von    der  Identität   Ge- 


brauch macht 

und  die  Änderung  ausführt 


^.r  ^  ^xla 


la 


Die  gegebenen  Integrale  gehen  dadurch  über  in 

3*    Integrale    von    Funktionen,    die    außer    der   Veränderlichen    noch    deren 
natürlichen  Logarithmus  enthalten,  also  von  der  Form  sind 

I  /{x,  lx)dx     , 

kann  man  in  Integrale  mit  Exponentialgrößen  verwandeln,  indem  man  setzt 

Ix^y     , 

also 

X  ^=  €>  j       dx  ^=  ey  dy     . 

Man  erhält  dadurch 

1)  //(^,  Ix)  dx  ^  //  {cy.  y^  ey  dy     . 

Beispiele.     A)    Auf  diesem  Wege  erhält  man 

f{ix    -  2)3  dx  =  fiv  —  2)3  ey  dy     , 

also  nach  Nr.  2,   9)  r  ^  .  .  ,  ^         «-.    .     ^ 

^  =  ey[(y   -  2r     '  H  (y   -   2)'^  +  G  (7  -  2)  -  6]  +  C 

=  <f^  0'-^  —  9>'2  +  B0>'  ~  38)  +  C 

=  x\{/xy  —  9  (/a-)2  +  30  /a:  —  38J  +  C     . 

B)    Femer  erhält  man  durch  dieselbe  Änderung,  wenn  m^    -1      , 

'     fx^ixdx  =-  je^'^'-^^^y'ydy 

=  7-  -r-.-,  ^'"+''^[(^«  +  l)y  -  11  +  C 

=    (;;,+    1)2  -^"-^HX^^^    +    D/^-ll+C        . 

Pies  hätte  mfin  auch  leicht  durch  teilweise   Integration  finden  können. 
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C^)    Auf  letzterem  Wege  ergibt  sich 

^)  / /W  ^x  dx  =  Ix  \f(x)  dx  —  /  l^-^~L  _  dx  +  C     . 

Ist  f(pc)  eine  ganze  rationale  Funktion  von  jc,  so  sind  die  rechts  vorkommen- 
den Integrale  ausführbar;  das  Integral  2)  ist  ein  besonderer  Fall  von  Formel  3). 

D)  Ebenso  erhält  man. 

4)  /  jc*/(a  +  dx^)äx  = -x^  +  ^ /(a  +  dx^) -/ — dx    . 

^         J         ^    ^         '  n  +  1  ^    ^         ^      n  +  lj  a  +  dx^ 

E)  Allgemeiner  ergibt  sich 

5)  f/(x)  l<p{x)  dx  =  l<p{x)jnx)  dx  =K-^^  (//(*)  ''*)  '^^     . 

Ist  /{x)  eine  ganze  Funktion  und  (p{x)  eine  rationale,  so  ist  das  Integral 
vollständig  ausführbar;  doch  führt  die  Formel  5)  auch  nicht  selten  in  andern 
Fällen  zum  Ziele,  insbesondere  dann,  wenn   f/(x)dx  algebraisch  ist 

F)  Man  bemerke  noch  das  Integral 

6)      f'^dx^l-{ixy  +  c  . 

/dx 
^      die  Änderung  /x  =  y ,  so  erhält  man 
IX 


4.    Integrale    goniometrischer   Funktionen.      Wir  bemerken   hier   zu- 
nächst folgende  einfache  Integralformeln 

/f  sinxdx 
ta.ngxdx  =  /         =  — /cosjt:  +  C     , 
J       COSJC 

f  ,  fcosxdx        ,  .        ,    ^ 

2)  .    /   cotxdx=l — : =^/sinx-{-C     , 

J  J      sinjc 

f  dx         1  f         dx  f   dlx  1  ,         ,       .    ^ 

3  /-^— =o-/--T r-  =  /— It"'.        1     =-/tang-i^+C'     , 

J  sinx        2j  sm^^cos  J^o:      J  cos^  \x    tamg-^x 

•^  f   sm 


.in  (I  +  ^ 


5.    Integrale  goniometrischer  Funktionen  können  durch   verschiedene  Ände- 
rungen in  Integrale  algebraischer  verwandelt  werden.     Hat  man 

ff  (sinx,  co8x)dx     , 

so  setze  man  tang^jc  =  2:;  dann  ist 


^2 


2  dz  2  z  1  - 

dx  =  - — ; — r-  ,        sinjc  =  2  sin4.xcos4^  =  -     —   -  i  cosa:  =  :; — ,     - 

1  -\-  z^  ^  ^  1  +  ^  1  +  ^ 

Das  Integral  geht  somit  über  in 

2  dz 
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Ist  /  eine  rationale  Funktion  von  sino:  und  cosjc,  so  hat  man  eine  rationale 
Funktion  von  z  zu  integrieren. 
Hiemach  ist 

dx 


asinx  +  bco^x 


a^       (         a\ 


^]fa^  +  d^-a  +  dz  _^  ^ 


yä2"+  d^    yä^  +  d^  +  a  —  d  tang|jc 

Dieses  Integral   kann    auch    auf    folgendem  Wege    gefunden    werden.      Man 
kann  setzen 

Dadurch  erhält  man 

dx 


r      dx •  _     1   _  r  j^ 

/  asin^c  +  ^cosjc       1/^2  _|_  ^2     /  sin(ji; 


+  M) 


=  -— ^  . /tang — i^-^  +  C*     . 

y^+^2  2 

Um  dieses  Ergebnis  mit  dem  vorhergehenden  zu  vereinen,  bemerke  man,  daß 

sm  -  -  +  cos  ^  tang  -— 

:r+ u  2  ^         2^2 

tang— p=  = 


/,.sin^-4/:^ 


cos  ^  —  sm  V,  tang  - 
2              2^2 

> 

• 

f2  .  cos  ^  _  / 

/y^a  +  d^  +  a 
Vö2  4-  ^* 

Hiernach  erhält  man 

o:  +  w        yi^^  +  ^'-  —  Ä  +  iV^s  Ijr^  _|_  ^  .  tang  i-jc 

/tang   ^-^  =  /y     T  _     ---y _.J^      - ^^    . 

^  l/yö2  +  ^2  _^  ö'  —  |/ya2  +  /^2  _  fl  .  tang^jc 

Addiert  man  hierzu  den  konstanten  Betrag 

/}^  +d^  —  a 

y  y<22  +  ^2  +  a 
so  erhält  man 

'\a^  4-^2  —  a  -\-  b  tang^^ 
*  -  —  -^—  ^^-    -  -'  -  , 

^a^  -\-  b^^  -\-  a  —  b  tang  \  x 
Allgemeiner  ergibt  sich 

/dx  C  dz 

rt!  sin;i;  +  ^  cosjc  -\-  c        J  b  -\-  c  -\-  2  az  -\-  {c  —  b)z^^ 

Für  die  weitere  Ausführung  ist  zu  unterscheiden,  ob  der  Nenner  im  rechts 
stehenden  Integrale  in  reale  oder  in  komplexe  Faktoren  zerfällt 
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6.    Ersetzt  man  in  dem  Integrale 

l/(sinXj  cos  AT,  tangjf)</jc 
den  Cosinus  und  die  Tangente  durch  den  Sinus,  so  erhält  man  ein  Integral  von 

I  q^{sinx)dx     . 
Setzt  man  nun  weiter  sinx  =  z  ^  so  ist 


der  Form 


und  man  erhält 


dz 

dx  =  —   - - 

yi  -z^ 


1  q)(sinx)  dx  =  j  cp{z)  -^ 


dz 

yi  -  «2 

Unter  Umständen  ist  es  zweckmäßiger,   den  Sinus  und  die  Tangente   durch 
den  Cosinus   auszudrücken;   man   kommt   damit   auf   ein  Integral*  von   der   Form 

ftp(co8x)dx     ; 

durch  die  Änderung  cos^  =  z  erhält  man  dann 

dz 


/y;(cos^)  dx  =  ^  j  yj{z)  — J 
J      /i 


:)dx  = 

Auf  diesem  Wege  ergibt  sich 

dx  = 


-^2 


/sin'^xdx  =  I  -  - 


dz 


—  z^ 


Ist  n  eine  ganze  positive  Zahl,  so  folgt  nach  §  4,  Nr.  4,  1)  für  ein  gerades  fi 


dz 


n  L 


,n  —  l 


+ 


«  -1 


Z' 


M  — 3 


n 


+ 


(«_1)(«_3) 


. . .  5  •  3  r 

...~4~  2  / 


(«_2)(«-4) 
dz 


;'2«- «+    ... 


A 


-  Z' 


yi^ 


^1    (!illl)_(«-3) 
"*"«  ■'(«-  2)(«-4) 

daher  hat  man  in  diesem  Falle 

lsm''xdx  = sm*     ^x-l sm*    '»jc-f--      -^^y 

J  n  l  n  —  2  {n  —  2){n  —  4) 

1     («_l)(«-3)...5.3 
^  «     («  —  2)  (« -    4) .  . .  4  •  2         ^ 


(«._!)(„_  3) 


sm 


«—5 


.r  +  ... 


COSJP 


/i 


Für  ein  ungerades  n  ist 


Ä' 


yi— ^2         « 


,      «-1        ^  (// --1)(«  — 3)...4.2 

^n-2      .    ^"*^(/i    -2)(«-4)....3.1J 


yi  ^^+c. 


f- 


8in*;c^;c=  — 


«L 


sin*  ~^  :«:-[- 


ff 


sin^^^jc-f-'-H-; 


(«-l)(«-3)...4.2 


cosor  +  C  . 


n-2'-       '-'---  '  («-2)(«-4)...3.1J 

7.    In  manchen  Fällen  empfiehlt  es  sich,  in  dem  Integrale 

jf(mix,  cosjc,  idiiigx)dx 
den  Sinus  und  Cosinus  durch  die  Tangente  auszudrücken;  man  erhält  dann 

fq)(taugx)dx     ; 
setzt  man  nun  tang^c  =  2r ,  so  entsteht 


f 


dz 


3* 
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Diese  Änderung  wird  insbesondere  dann  von  Nutzen  sein,  wenn  99  rational  ist. 
Hiernach  ist 


/ 


dx 


as\ji^x  +  ^cos^ 


X      Ja 


dz 


z^  +  b 


^ab 


arc  tang I 


t 


a 


tang:r)+C,         ->0 


^         ,  ^  -^j-ab  .  tang:r  a 

^]'-ab     b  —y—ab  •  tSLJigx  ^ 

8.    Für  die  Entwicklung  des  Integrals 

f  sin'^x  cos**  X  dx     , 

worin  n  und  m  natürliche  Zahlen  sein  mögen,  kann  folgender  Weg  eingeschlagen 
werden. 

Ist  m  ungerade,  m  =  2r  -{-  1 ,  so  hat  man 

/  sin*;t:  cos*''+  ^xdx  =  I  sin*  jc  (1  —  sin  ^xY  cos.x:  dx 

=  I    sin'^x  —  { - )  sin*+*jc  +  ( „ )  sin''^* j:  "~  ( o )  ^"^^'^^^  +  •  •  •  cosjc  dx 

=  — ^sin^+ijc  -•—  --  •  ( Jsin*+8:c  +  —^--  •  ( J  sin«+6jc  _  .  .  .  +  C  . 
«  +  1  «  +  3     Vi/  ^ «  +  5     V2/  ^ 

Ist  n  ungerade,  so  setzt  man 

/  sin^''+*j:cos'*Jc^/jc  =  /  (1  —  cos2jc)''cos'*j[:  •  sinxdx 


=  I    cos'*:r  —  (     j  COS'^+^JC  "1"  (o) 


cos 


m  +  4<^  — 


•  sinxdx 
1 


1) 


.  cos'"+*Jc  A .  (^  |cos'*+^.x -  •  I  '  1  cos'*+^a:  +  ...4-C. 

m  +  1  ^    m+3     \V  w  +  5     \2/  ^       ^ 

Sind  m  und  n  beide  gerade,  /«  =  2  ^ ,    «  =  2  r ,  so  hat  man 

I  sin*^j»;cos*''j:^jf  -^j  sin*^jc(l  —  ain^xydx 

=  I    sin^i^jr  -  [j  sin2(7+2jc  +  rj  sin«^+*a:  -  ( J  sin^^+^jc  +  .  .  .   //o:     . 

Hier  kann  jedes  Glied  nach  Nr.  6  integriert  werden. 
9.    Sind  r  und  n  natürliche  Zahlen,  so  ist 

fsin^'-^^xdx        rn  —  cos^jcy  . 

/ =  /  — smxdx 

J        cos^jx:  J         cos^j; 

f\     1  (A         1  /''\        1  1 

=  /         :r  ~  [^  1  —  -    9     +l^~      —A •  •  •  sinxdx  . 

J  Leos" je       \1/  cos'*~^jc        \2/cos'*~'*jc 


Ist  «  =  2  ^ ,  so  erhält  man  hieraus  bei  der  Integration  lauter  ungerade 
Potenzen  von  cos;c;  ist  //  =  2  ^  +  1 ,  und  q  y- r  y  so  erhält  man  außer  geraden 
Potenzen  von  cosjc  noch  ein  Glied  von  der  Form 


sxnxdx 


'i- 


COSJC 


==  —Alzosx  -\-  C    . 


§5 


Integration  transcendenter  Funktionen. 
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Sind  ;-  und  q  natürliche  Zahlen,  so  ist 

/sin*''^      ,          C%\x^^x  , 

— -^ ;—  dx  =  / ^ —  cos:r  dx 
cos*^~*jc           J  cos'*^a: 


2) 


/sin*''x 
(1  —  sin^jic 


> 


d^\ViX     . 


Dieses  Integral  ist  nach  den  Regeln   für   die  Integration   einer   gebrochenen 
rationalen  algebraischen  Funktion  (der  Veränderlichen  sino:)  weiter  zu  behandeln. 
Für  die  Entwicklung  des  Integrales 


/sin^'"^ 
cos^^Jtr 


dx 


wird  man  von  der  Änderung  cosjc  =  z  Gebrauch  machen. 

Ersetzt  man  in  diesen  Integralen  x  durch  \n  —  x^  so  erhält  man  Integrale 

von  der  Form  r «jw- 

/  —. dx     . 

J   sm*:r 


10.    Durch  teilweise  Integration  findet  man 

^•'cos^ 


/ 


ef^^^xvibxdx 


j  €^'cosdxdx  = 
Hieraus  ergibt  sich 

/  c^^sindxdx  = 


b 

^-*sin 
1 


\wbx        a  f 


e^^cosbxdx     , 


-  /  e^^sinbxdx 


J 


e^^  cosbxdx  = 


a^  +  b^ 


Ersetzt  man  x  durch  — x,  so  folgt 


{a  smbx  —  b  cosbx)  +  C    , 


{a  co^bx  +  b  sin^.T)  +  C    . 


/  r" "-^  sin  bx 


,—  ax 


dx  = 


a2  +  ^2 


(a  sinbx  +  ^  cos^^c)  +  C     , 


ax 


^^  cosbxdx  =  —  ^ 
^  a^  +  b^ 


-{acosbx  —  ^sin^jc)  +  ^     • 


11.    Durch  teilweise  Integration  ergibt  sich 
;)  arc  sin  Ji:  ^  jc    =    arc  sin 


h 


|°-//W'"-/[yrl^/-'<" 


dx 


dx     , 


j/{x)a,Tccosxdx  =  arc  cos.r//(A')//.r  +  /         -      ^l/(x)dx   ^x     , 


f{x)dx 


\f(x)  arc  tangjc^/jc  =  arc  tangji; //(jr)  dx  —  

Ist  l/{x)dx  algebraisch,  so  hat  man  schließlich  nur  noch  eine  algebraische 

Funktion  zu  integrieren. 

12.    Durch  die  Änderung 

arc  sinjc  =  z  ,      also     jt  =  sinrr 
erhält  man 

1)  f/i^^c  sin jc)  dx  =  //(^)  cos  zdz     . 
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Ebenso  erhält  man  durch 

arc  cos^c  =  z  ,     bezw.     arc  tang^t:  =  z 
die  Reduktionen 

2)  ff(^^^  cos^)  dx  =  —  f/{z)  smzdz     , 

dz 
cos^z 


3)  //(^^c  tangjc)  dx  =  f/{z) 


§  6.     Integration  durch  unendliche  Reihen. 

1.  Hat  man  mit  Hilfe  des  Taylor  sehen  Satzes  die  Entwicklung 

1)  /{x)  =  A^  +  A^x  +  A^x^  +  A^x^  +  .  .  .  +  A^x'^  +  Ä,     , 

und  ist  für  Werte  von  x,  die  innerhalb  gewisser  Grenzen  liegen 

lim^^  =  0  ,       n  =  oo     , 
so  ist  zunächst 

f/ix)äx  ==I{Aq  +  A^x  +  A^x^  +  .,.  +  A^x^  +  R^)dx 

2)  {^  ^ 

X 

Das  Integral  \R^dx  bedeutet  geometrisch  den  Inhalt  einer  Fläche,  die  von 

a 

der  Abscissenachse  und  von  der  Kurve  y  =  R^t  begrenzt  wird,  und  zwar  das 
Stück  dieser  Fläche,  das  zwischen  den  zu  den  Abscissen  a  und  x  gehörigen 
Ordinaten  liegt  Die  Abscisse  a  ist  dabei  willkürlich,  sie  soll  nur  kleiner  als  x 
sein;  sie  mag  daher  so  gewählt  werden,  daß  für  alle  Werte  der  Veränderlichen 
von  a  bis  x  die  Reihe   1)  noch  konvergiert. 

X 

Unter  dieser  Voraussetzung  und  für  einen  endlichen  Wert  von  x  ist  JR^dx 

a 

eine  ganz  im  Endlichen  liegende  Fläche,  deren  Ordinaten  sämtlich  verschwinden: 
daher  verschwindet  auch  die  Fläche  und  man  hat 

•  X 

j R,idx  =  0  ,        also        JRndx  =  Konst 

a 

Für  alle  Werte  von  x,  für  welche  die  Reihe  gilt 

f{x)  ^Aq+A^x  +  A.^  a'2  +  A.^  X'^  +  .  .  .     , 
ist  daher 

f/{x)dx  =  AqX  +  -Ml  x'^  +  1^2  x'^  +  1^3^'*  +  ...  +  C     . 

2.  Wir  benutzen  diesen  Satz  zunächst,  um  einige  in  der  Differentialrechnung 
gegebene  Reihenentwicklungen  auf  einem  neuen  Wege  abzuleiten. 

A)    Für  jedes  echt  gebrochene  x  ist 

^— ~       J.      ~"^     X         j         «X  Jir  ~j  Jt  .      •     .     ,  X"     ^^      X.  ^ 


1  +x 
Hieraus  folgt 

dx  X'       x'^       x^    I   x'* 


A 


=  '--./+!,-     i+>.-     ■■•  +  '■ 


§  6  Integration  durch  unendliche  Reihen.  39 

Da  nun 

so  ist,  indem  man  C^  und  C  vereint, 


w-     .      V  x^       x^       x^    ,    x^  _ 

Den  besondern  Wert,  den  die  Konstante  zur  Erfüllung  dieser  Gleichung 
haben  muß,  bestimmt  man,  indem  man  x  einen  besondem  Wert  beilegt,  für 
den  die  Reihensumme  sich  leicht  angeben  läßt    Wir  nehmen  x  =  0  und  erhalten 

0  =C     , 

also 

x^       x^       x^       x^ 
/(l+^)  =  a;—  ^+~— J  +  -— ...,      x<l     . 

B)    Aus  der  Entwicklung 

,    ]       =\-x^-\-x^-x^  +  x^-...,       x^<l    , 

folgt 

dx  x^      x^      x"^      x^  -, 


/: 


1+x^  3    '    5         7    '    9 

Daher  hat  man 

■^  X  TC  X 

arc  tahgjc  ^^^^  +  -^  — -n+-^--'"+^^       x^  <\     . 

Da  für  ^  =  0  die  Reihe  sowie  arc  tangjc  verschwinden,  so  folgt  C  =  0 ,  also 

x^       x^       x"^       x^ 
arc  tang^x:  ""^~y"'~5'~~7"^9'~*"'       ^^<1     • 

C)    Nach  dem  binomischen  Satze  ist 

yi  _  ^2  2  2*4  2  •  4  •  D 

Hieraus  folgt 


/ 


dx  1       JC8  1    .  3       ^5  1   .  3  .  5        ;j:7 

^2      3^2.4      5^2.4.6      7^         ^ 


Mithin  ist 

1      x3       1  .  3     o:-^        1  .  3  .  5      ^7 

arcsm^  =  ^  +  --.   -+—-.--+  2T4T6  -"7  +'"  +  ^     . 

Für  j:  =  0  verschwinden  die  Reihe  und  arc  sin  jc;  also  ist  C=^0  und  man  hat 

1      x^       1  .  3     a:5        1  .  3  .  5      ^7 


arc  sm:«: 


^2      3^2.4      5^2.4.6      7^ 


3.  Wenn  man  /{x)  in  eine  Reihe  nach  Taylor  entwickeln  und  das  Integral 
lf[x)dx  auf  bisher  bekannte  Funktionen  zurückführen  kann,  so  dient  der  Satz 
in  Nr.  1  dazu,  die  Funktion  j/{x)dx  in  eine  unendliche  Reihe  zu  ent- 
wickeln.    Aus  der  Reihe 

^  1         19,^-3,        1.3.5 

frfj^    '2^2-4       2-4.6 
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folgt  durch  Integration 

Setzt  man  jc  =  0 ,  so  findet  man  C  =  0 .     Also  hat  man  die  neue  Reihen- 
entwicklung 
,,  r^ -V  1      x^^'3     x^       1.3.5     ^7 

/(.+/r+-.o  =  .--. 3+.-^.--^^^-^. -  =  ...,    .v<i  . 

4.  Die  wichtigste  Anwendung  der  Integration  durch  unendliche  Reihen  be- 
steht darin,  daß  man  hierdurch  in  den  Stand  gesetzt  ist,  ein  irreduktibles  Integral 
f/{x)äx  in  eine  Potenzreihe  zu  entwickeln,  sobald  die  Funktion  /{x)  dieser 
Entwicklung  fähig  ist. 

Aus  der  für  alle  Werte  von  x  gültigen  Entwicklung 

X  x^  x^  x^ 

^  1^1.2^  1.2.3^1.2.3.4^ 

folgt,  ebenfalls  für  alle  Werte  von  jc, 

e*        1  X  x^  x^ 

";<r  =  ^  +  ^  +  TT"2"  +  1.2.3  +  r.  2"7TT  4  +  •  •  • 

Die  Funktion  e^  :  x  ist  für  alle  endlichen  von  Null  verschiedenen  Werte 
von  X  endlich  und  wird  nur  unendlich  groß  für  x  =  0.  Schließen  wir  diesen 
Wert  aus,  so  ist  für  jedes  endliche  positive  x 

^   ,  ,  .1        ^2  1  ^3  1  x^ 

X  ^     ^2      1.2^3      1.2.3^4      1.2.3.4^        ^ 

Ist  X  negativ,  so  setze  man  x  =  — y;  dann  erhält  man 


/ 


/ 


1'1.2        1.2.3    '1.2.3.4 
Daher  ist 

g-y  1        y2  1  v3  1  yi 

y      ^        ^      -^^2     1.2       3      1.2.3^4     1.2.3.4  ^ 

Ersetzt  man   nun   hier  wieder  y   durch   — Xy   so    findet  man   für  negative 


Werte  von  x 


/ 


e^  \       x^         1  x^  1  x^ 

^''"  =  '(-*)  +  *  +  2T.-2+3'lTVr3-  +  4'r.2.3.M+-+^    . 
5.    Für  alle  endlichen  x  gilt  die  Reihe 

x^  x^  x'^ 

%mx  =  x—  ^,2.3  "^  1.2.  3~^^5  ~  r~2".Tr4  .5.6.7 

Daher  ist  auch  unbeschränkt 

sinjc  x^  x^  x^ 

=  1  —  -:^  -  o  -  t;  +  -^  -  ö— ^ — -, ^  —  .  --=i — 7;  —, — ^ — TT     rT  +  •  •  • 


X  1.2.3         1.2.3.4.5         1.2.3.4.5.6-7 

und  mithin 

sm^c 
ax 


/sin 
X 


1  x'^  1  x^  1  x'  , 

"^  "  3  *  1  ^  2  ^  3  "^  5  '  1^  2^  ä^TV'o  "  7  '  1T2  ^  ^  5  .  6^  "^  -  -  +       • 


>;  7  Einfache  bestimmte  Integrale.  41 

6«    Bei  dem  Integrale 


/ 


ai+Ä^, 


X 

muß  X  wegen  /(l  +  oc)  größer  als  —1  sein.    Ist  nun  — l<jc<  +  l>  so  liat  man 


x^       x^       x^ 


/(i +*)  =  *-  g- +  Y  -  Y +  •• . 


Daher  ist 


Ist  j(  >  1 ,  so  benutze  man 
,/.     ,      X        .      ,    ,/,    ,    1\        .      ,     1         11  11  11, 


Da  nun 


so  folgt 

x>  1     . 


§  7.     Einfache  bestimmte  Integrale. 
1.    Unter  dem  bestimmten  Integrale 

//(*)  dx 

a 

verstehen  wir  nach  §  1,  Nr.  5  die  Fläche,  die  von  der  Kurve  y  =/(x),  der 
Abscissenachse  und  den  zu  den  Abscissen  a  und  x  gehörigen  Ordinaten  ein- 
geschlossen wird,  unter  der  Voraussetzung,  daß  jc  >  ö  und  daß  /{x)  innerhalb 
der  Grenzen  a  und  x  nicht  unendlich  wird.  Wir  haben  gesehen,  daß  dieses 
bestimmte  Integral  ein  besonderer  Wert  des  vollständigen  (unbestimmten)  Integrals 

l/{x)  dx 
ist;  wenn  daher 

^f(x)  dx  =  (p  {x)  -[-•  C    , 

so  geht  das  bestimmte  Integral 

X 

jf{x)  dx 

a 

aus  (p{oc)-\-  C  hervor,  indem  man  der  Konstanten  C  einen  geeigneten  besondem 
Wert  C^  erteilt,  so  daß  man  hat 

1)  J/ix)dx  =  <p{x)  +  Ci     . 

a 

X 

Nun    folgt   unmittelbar   aus   der  Definition,    daß    f/{x)  verschwindet,    wenn 

a 

man  x  den  besondem  Wert  a  erteilt;   daher  ist 

2)  0=^<p{a)+Ci     . 
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Durch  Subtraktion  folgt  nun  aus  1)  und  2) 

X 

a 

In  dieser  Gleichung  erscheint  nun  x  in  doppelter  Bedeutung.  Insofern  es 
in  /(x)  dx  auftritt,  soll  man  sich  unter  x  die  veränderliche  Abscisse  denken,  die 
von  einem  gegebenen  Anfangswerte  a  bis  zu  einem  unbestimmt  gelassenen  End- 
werte wächst,  und  dann  bedeutet  wieder  x  diesen  Endwert,  und  tritt  in  dieser 
Bedeutung  als  obere  Grenze  an  dem  Integralzeichen,  sowie  auf  der  rechten  Seite 
in  9?(:c)  auf. 

Will  man  die  Unbestimmtheit  des  x  in  der  letztem  Bedeutung  aufheben, 
so  wird  man  zweckmäßig  ein  andres  Zeichen  dafür  setzen,  etwa  ^,  und  hat  daher 

h 
^)  j/(^)  dx  =  (p{b)  —  (p  {d)     , 

a 

b>a     . 

Um  die  Beschränkung  ^>ö  aufheben  zu  können,  benutzen  wir  als  Defini- 
tion des  bestimmten  Integrals  die  Gleichung  §  1,  Nr.  5,  9) 

b 


f/{x)  dx  =  lim^/(fl  +  kd)d     , 

J  0 


und   halten   nur   daran  fest,   daß  /{x)  für  keine  Abscisse,   die  zwischen  a  und  b 
liegt,  unendlich  groß  wird.     Hierbei  ist 

s       b  —  a 

0  = , 

n 

also  ist 

..      _...      .    .d  —  a\     d  —  a 


//(.)</.  =  lin.^/(«  +  .^).— 


a 

Nun  ist,  wie  man  sofort  sieht, 

d  —  a  a  —  b 

a-\-k ^b^{n-k)      --      . 

n  n 

Setzt  man   n  —  k  =  k\   so    geht  k'  von   n  bis  0,   wenn  k  die  Werte  von  0 
bis  n  durchläuft.     Daher  hat  man 

a 

Kehrt  man  hier  die  Ordnung  der  Summanden  um,  so  hat  man 

Vergleicht  man   die    rechte  Seite   mit  5),   so  sieht  man,    daß  gemäß  dieser 
Definition 

«-2"/  (^  +  >^-  ^-)  •  -^  =  //(-)  -^^  • 

0     \  n     I         n  i 
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Hieraus  folgt  die  Gleichung 

6  a 


6)  l/{x)dx  =  —f/{x)dx     . 


Daher   der   Satz:    Vertauscht    man    die    Grenzen    eines    bestimmten 
Integrals,  so  wechselt  das  Integral  das  Vorzeichen. 
Aus  der  für  ^  >  ö  gültigen  Gleichung  4) 

jf{x)  dx  =  (p{b)-q)  {d) 


a 


folgt  nun  mit  Hilfe  der  Gleichung  6) 

]f(x) dx^-[q> (b)  -  <p (a)]  =  <p{a)-<p {b)     . 

b 

Mithin  gilt  die  Gleichung  4)  unabhängig  davon,  ob  a  ^  ^. 
2«    Ist  fl  <  ^  <  r,  so  folgt  aus  der  geometrischen  Bedeutung  des  bestimmten 
Integrals  die  Gleichung 

1)  l/ix)dx  +  j/{x)dx=f/(x)dx     . 

a  a  a 

Hieraus  ergibt  sich  weiter 

c  c  6 

jf{x)  dx  -  (f{x)  dx  =  jf(x)  dx     . 

a  0  a 

Benutzt  man  nach  Nr.  1 

c  h 

~if{x)dx  =  jf{x)dx     , 

i  c 

so  erhält  man 

2)  jf{x)dx  +  jf{x)dx^  j/{x)dx     . 


a 


Der  Satz  1)  gilt  also  auch,   wenn  man  die  Grenzen  d  und  c  gegeneinander 
vertauscht 

Ferner  folgt  aus  1) 

b  e  c 


also  ist 


3)  j/{x)dx+  l/(x)dx=  j/(x)dx     . 

6  a  i 


Der  Satz  1)  gilt  daher  auch,  wenn  man  a  und  d  vertauscht. 

Aus  der  Anordnung  acö  (2)  erhält  man  durch  Vertauschung  der  ersten  und 
zweiten  Grenze  (nach  3)  die  Reihenfolge  cad,  hieraus  durch  Vertauschung  der 
zweiten  und  dritten  cda^  und  daraus  endlich  durch  Vertauschung  der  ersten  und 
zweiten  dca.     Hieraus  ergibt  sich,  daß  der  Satz 

f/(x)  dx  +  i/{x)  dx  =  j/(x)  dx 

aha 

unabhängig  davon  gilt,  wie  die  drei  Zahlen  <?,  3,  c  der  Größe  nach  geordnet  sind. 
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3.  Nicht  selten  hat  man  es  mit  Funktionen  f(x)  zu  tun,  welche  die  Eigen- 
schaft haben,  daß 

f{a)  =  0  ,     und    f{a  +  z)  =  —f{a  —  z)     . 

Hierher  gehören  z.  B.  alle  ungeraden  Potenzen  von  a  —  x'.,  denn  es  ist 

(a  -  ö)««+i  =  0  ,     [a-(a  +  s)]««+i  =  -[a  -  (a  -  ä)]2«+i      ; 

ferner  alle  goniometrischen  Funktionen  von  x.     Man  hat  z.  B. 

tangO  =  0  ,     tangjsr  =  —  tang( — z)     , 

cos^ ji  =  0  ,     co8(^7r  -{-  z)  =  —  cos(^;7r  —  z)     . 

Für  derartige  Funktionen  ist 

j/{x)  äx  =  0     . 

Ersetzt  man  nämlich  x  durch  a  -}-  z,  also  äx  durch  äz,  so  entsprechen  den 
Werten  a  —  d  und  a  -\-  If  von  x  die  Werte  ( — d)  und  d  der  neuen  Veränder- 
lichen z;  daher  hat  man 

a-\-d  b 

jf{x)dx^jf{a  +  z)dz     . 


Nun  ist  weiter 


a—6 


0 

—s 


-b 


daher  hat  man 


I)  jf(<^  +  z)dz^  ff{a  +  z) dz  +  jf(a  +  z)dz     . 

— b 

Ferner  ist 

f/(a  +  z)dz^-l/{a  +  z)dz     . 

—b  0 

Ersetzt  man  rechts  z  durch   — z,  also  dz  durch   — dz,  so  erhält  man 

0  b 

ff{a  -{-  z)dz  =  f/{a  —  z)dz     . 

Nun  ist  aber  nach  der  Voraussetzung 

f{a  -z)  =  -f{a  +  z)     ; 

0  b 

f/{a  -{-  z)dz  ^=  —  //(^  -{-  z)dz     . 

—b  0 

Setzt  man  dies  in   1)  ein,  so  ergibt  sich  der  Lehrsatz: 

lst/{a)  =  i)  und /{a  +  z) 
=  ~/{a  —  z),  so  ist 

a  +  b 

j/{z)  dz  =  0     . 

a  —  b 

Diesen  Satz  kann  man  geo- 
metrisch leicht  erläutern. 

Die  Kurve  y  -^/(x)  schnei- 
det die  Abscissenachse  in  dem 
zu  :r  =  Ä  gehörigen  Punkte  A. 
(Fig.  5).  Nach  der  Voraussetzung 
/(a-{-z)=  — /(a  —  z)  sind  die 
Ordinaten,  welche  zu  zwei  gleich- 
weit   von   A   liegenden    Punk- 


Fig.  5. 


ten  £>'  und  E'  der  Abscissenachse  gehören,  entgegengesetzt  gleich,  Z/D  =  — jE^E; 
ist  daher  B'A  =  AC'=  b,  so  sind  die  Figuren  BB^A  und  CCA  kongruent. 
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Da  nun  aber  zu  negativen  Ordinaten  negative  Flächen  gehören, 
so  folgt,  daß  die  Flächen  BBA  und  AC'C  entgegengesetzt  gleich  sind,  mithin 
verschwindet  ihre  Summe,  es  ist  also 

jf{z)  dz  -  0     . 

a  —  b 

Als  Beispiele  hierzu  haben  wir: 

b 

j(Ax^  +  Bx^+  Cx)dx  =  0     , 
—b 

b 

(  smxdx  =  0     , 
Lb 


j  cosxäx  =  0     , 


b 

f  arc  sin:jF  dx  =*  0 
^b 

4.    Hat    die   Kurve  y  =/(x)    eine    zur    K- Achse    im   Abstände   a    parallele 
Symmetrieachse,  ist  also 

und  nimmt  man  an  dem  Integrale 

a-\-b 

jfix)  dx 

a  —  b 

dieselbe  Ersetzung  und  Zerlegung  vor,  wie  in  Nr.  3,  so  erhält  man 

jf{x)dx  =lAa  +  ,)dz  +//(a+  z)dz  =f/{a  -  z)dz  -\-jf{a  ■\-z)dz     . 

a—b  —3  0  0  0 

Daher  ist  jetzt 

^  a-\-b  a-\-b 

jf{x)dx  =  2jf{x)dx     . 

a  —  b  a 

Die   Eigenschaft  /(a  -{-  z)  =  f(a  —  z)   besitzen    alle    geraden    Potenzen    von 
(a  —  jc);   femer  die  goniometrischen  Funktionen  Sinus  und  Cosinus,    denn  es   ist 


8m(-J+*)  =  sm(j-*)     , 


cosj:  =  cos(— :r)     . 
Man  hat  daher  z.  B.  die  Reduktionen: 

a+3  a^b 

/(ö  —  xy  dx  =  2\(a  —  xy  dx     , 

a — b  a 


fsmxdx  =  2f8inxdx     , 


b 

L 


f  cosxdx  ==  2fco3xdx 
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Um    auch    dies(Mi    Satz    geometrisch    anschaulich    zu    machen,    sei   0A'=  a^ 

B'A=  A'C^b  (Fig.  6);  dann  sind  die 
Flächen  BB'AA  und  AACC  gleich,  und 
es  ist  daher  BB'CC  =  2  AÄCC,  also 

jf{x)dx^2jf(pc)dx     . 

a — 6  a 

6.    Ist   «  ^  —  1 ,    sowie    a  >  0 ,    ^  >  0 , 


so  ist 


1) 


J  n  +  1^  ^ 


Ist  «>0,  so  bleibt  x^  für  alle  endlichen  Werte  von  x  endlich,  und  die 
Formel  1)  gilt  daher  für  alle  endlichen  a  und  d.  Ist  «  negativ,  so  wird  x^  un- 
endlich groß,  wenn  x  =  0  ist;  in  diesem  Falle  ist  die  Gleichung  * 

j/{x)äx=^(p(d)-^(p{a) 

a 

nicht  unbeschränkt  anwendbar. 

Wird /(^)  für  die  untere  Grenze  a(<^),  oder  für  die  obere  ^,  oder 
für  einen  zwischen  den  Grenzen  liegenden  Wert  c  unendlich  groß,  so 
verstehen  wir  unter  ^ 

ff{x)dx 

a 

den   Grenzwert,   gegen   welchen    das   Integral 

b  b  —  ö 

,ff{x)  dx  ,     bezw.      \f{x)  dx 
bezw.  die  Summe 

c—6  b 

jf{x)dx+ff{x)dx 

a  c-\-e 

für  verschwindende  Werte  der  positiven  Größen  ö  und  e  konvergieren. 
Demnach  ist,  wenn  a  eine  negative,  b  eine  positive  Zahl  bezeichnen 
b  b 

ix^  dx  =  lim  Ixf"  dx  =  (^«+1  —  limö^+i)     , 

0  d 

b  ^s  b 

j:xf'dx=-lim(jx^dx+jx^dx\  = [^«+i  — Ä*+i  +  lim(— a)'«+i— lime"  +  *]. 

a  a  e 

Ist  nun  «>  —  1,    so  ist  «  4"  1>Ö>    ^^^  daher 

lim(— a)«+i  =  lime«+i  =  0     , 
also  ist 

b  b 

lx^dx= r^'+^»      fx^dx  = (^+i  —  rt«+M     ; 

J  n+1  '     J  n  +  1^  ^     ' 

0  a 

die   Formel  1)    gilt   also   für   alle  Werte   von  a   und  ^,   wenn   «>  —  1. 
Ist  hingegen  «  <  —  1 ,    so  ist  «  +  1^  <  ^   ^^^ 

lim(— a)«+i  =  oo,     limf"+i==oo     . 
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Daher  ist  in  diesem  Falle 

i  0 

js^dx^>^  — oo  ,      faf^dx  =  oo     . 

0  a 

Das  von  der  negativen  Grenze  a  bis  zur  positiven  d  genommene  Integral 
ist  die  Differenz  zweier  unendlich  großen  Werte;  da  d  und  e  unabhängig  von- 
einander der  Grenze  Null  sich  nähern,  so  ist  diese  Differenz  unbestimmt. 

Für  «  =  1  und  positive  Werte  von  a  und  d  hat  man 

i 
dx         b 

a 


ß 


Geht  man  zur  Grenze  a  =  0  über,  so  erhält  man 

A 


n= 


oo 


6«    Oft  läßt  sich   ein   bestimmtes   Integral   ermitteln,    ohne   daß   man   nötig 
hat,  die  unbestimmte  Integration  vollständig  durchzuführen. 
Aus  dem  unbestimmten  Integrale 


\^'dx==  —if^'  +  C 


m 
ergibt  sich  das  bestimmte 

b 


Insbesondere  ist 


J  ^ 

1 

i^'^dx^^  -  {^  —l)     , 
J  fft 


0 

a 


je-'^dx^  1 


^-* 


0 

Geht  man  zur  Grenze  a  =  oo  über,  so  ergibt  sich 

1)  p-'^jc=l     . 

0 

Aus  der  Reduktion 

jafr''^dx  = x^r-''^+  —  jxf^-^e^''^  dx 

folgt,  wenn  m  und  a  positiv  sind, 

2) 

Denn  x^er-**^  verschwindet,  wenn  x  =  0;  daß  diese  Größe  auch  für  x  =^  oo 
verschwindet,  erkennt  man  an  der  Reihenentwicklimg 

a^  x^  a^  x^ 


oo 

ix^r-''^ 

0 

'dx  — 

oo 
0 

-^e- 

■""'dx     . 
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die  auch  für  x  --^  <x>  gilt:  man   erhält  hiernach 

_  /  1  d^  a^  äT"  rt"'+*A'  \ 

Die  ersten  m  Glieder  des  Divisors  verschwinden  für  a:  =  oo:  das  (///  +  l)-te 
und  alle  folgenden  werden  unendlich  groß;  daher  verschwindet  der  Quotient. 

Ist  nun  m  eine  positive  ganze  Zahl,  so  gewinnt  man  durch  wiederholte  An- 
wendung von  2) 

F  ,         /«(/w— l)(w— 2) ...  3  .  2  .  1  r 

0  0 

Ersetzt  man  rechts  ax  durch  z,  so  erhält  man 

e-'''^dx  =  —    r-'dz     . 

0  0 

Daher  hat  mit  Rücksicht  auf  1) 


oo 


« (w  —  1)  (»«  —  2) . . .  3  •  2  •  1 


3)  jx-f-^dx^"^"'       -''"'^-{-'-'     -     '.      «>0     . 


0 


Ist  m  eine  positive  gemischte  Zahl,  die  aus  der  ganzen  Zahl  ^  und  dem 
echten  Bruche  r  besteht,  so  kommt  man  durch  wiederholte  Anwendimg  der 
Formel  2)  auf  die  Reduktion 

oo  oo 

r                .         m(m  —  1)  , .  .  (m  —  j)  f 
4)  Ix^e-^'^dx^  -^ <j^ ^nxre-''^(ix     . 

0  0 

7«    Durch  teilweise  Integration  findet  man 

jsvti^xdx=-  — sin'"'"^jccos:c  +  (w  —  1) /^cos^;i:sin**""^;c//j:     . 

Ersetzt  man  im  letzten  Integrale  cos^^  durch  1  —  sin^jc,   so  erhält  man 
j siü^xdx  =  —  sin'"~^  jccosjic  -\-  (m  —  1)  f  sin'^^^  x  d x  —  {m  —  1)  f  sin^^xdx      , 
daher  ist 

/siu^  xdx  = sin***"^  jccos^  -1 /  8in^~^xdx     . 
PI                                     m      J 

7t 

Führt  man  hier  die  Integrationsgrenzen  0  und         ein,  so  erhält  man,  sobald 


3t 

n 

2 

2 

Rll 

1*'  /X?/! 

L 

Durch  wiederholte  Anwendung   dieser  Reduktion   gelangt  man,  je   nachdem 
m  gerade  oder  ungerade  ist,  schließlich  zu 


31  n 

T  "2 


/  dx  =  --  ,       oder       /  sin^  dx  =  1 


§7 
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Daher  erhält  man 


1) 


siB**  X  dx  =  < 


(»1  — l)(w  — 3)(w  — 5)  ...  3  .  1      n  , 


(w—  l)(w—  3).  ..4  .  2 
m(m  —  2)  ...  5  •  3 


m  ungerade. 


Ersetzt  man  sin;c  durch  2,   so  ist  cos^tz/a:  ^  dz,    also   dx  =  dz  :  yl~ —  z^ , 

und  den  Grenzen  0  und         für  x  entsprechen  für  z  die  Grenzen  0  und  1.    Ver- 

tauscht  man  nach  der  Ersetzung  wieder  die  Buchstaben  z  und  x,  da,  wie  man 
sieht,  die  Bezeichnung  der  Integrationsveränderlichen  bei  einem  bestimmten 
Integral  zwischen  konstanten  Grenzen  ganz  willkürlich  ist,  so  erhält  man 

1 

{m  —  1)  (»/  —  3) ...  3  •  1      Jt 


2) 


m{m—2)  ,..4:  '  2  2 

(w  —  l)(w  —  3)  .  .  .  4  .  2 
m{m  —  2)  ...  3  •  1 


,      m  gerade 


m  ungerade. 


8.    Enthält  /(x)  eine  von  den  Grenzen  a  und  d  unabhängige  Größe  y,  so  ist 


eine  Funktion  von  y.     Setzen  wir  daher 

jf{x,y)dx  =  F(y)     , 


so  ist 


dF{y) 
dy 


=  lim 


Nun  ist 


jf{xy  Y  +  ^y)^^—l/(^y  y)^x 


:  Ay     . 


j/ix,  y  +  Ay)dx  -jf{x,  y)dx  =j[f{x,  y  +  Ay)  -f{x,  y)]dx 

a  ,      a  a 

Folglich  hat  man 


dy 


'/ 


A  y 


=  /.im 


.    /(*.  y-T.\y)-  f{x,  y) 


A  y 


H 


-  dx  -- 


^/(■^>  y) 

dy 


dx     . 


Daher  hat  man  die  Gleichung 

b 
djf{x,y)dx 


dy 


-f 


df(x,  y) 
dy 


dx     . 


Wir  werden  von  derselben  wiederholt  Gebrauch  machen,  um  aus  einfachem 
Integralen  minder  einfache  abzuleiten. 
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9.    Das  unbestimmte  Integral 


liefert  die  bestimmten 

a 


/ 


dx  1  -^    ,    ^ 

=       arc  tangv    +  C 

a^  +  x^        a  ^  a^ 


oo 


n  C    dx  n  /'_if__    ^. 

^^  Ja2  +  :i:2        4ö  '  "^  Ja^  +  x^        2a      ' 

0  0 

Ersetzt  man  im  letztem  Integral  a^  durch  d,  so  erhält  man 


CX) 


/ 


^/JC 


71 


If  +  x^        2fb 

V 

Differenziert  man  dies  {n  —  l)-mal  nach  b  und  macht  dabei  von  den  Formeln 
Gebrauch 


d^-^(b  +  x^)-^ 


db 


H  —  \ 


=.(_!)«-!  .  1  .  2  .  3...(«-  1) 


{b  +  xY    ' 


^«-1/^-4 


—  =  (-1)' 


__j     1.3.5  ...(2«— 3) 


so  erhält  man,  wenn  man  schließlich  wieder  b  durch  a^  ersetzt, 


3) 


r     dx        _       1  .  3  .  5  ...  (2 «  —  3)  n 

j  (fl2  +  ^2)*  =  2«  .  1  .  2  .  3  .  4  . . .  («  -~1)  '  «2—1 


§  8.     Berechnung  von  ebenen  Flächen,  Kurvenbogen,  Raumteilen  und 
unebenen   Flächen   durch    einfache   bestimmte   Integrale. 

1.  Wenn  der  Kurvenzug  y=f{x)  (Fig.  7)  zwischen  den  Punkten  A  und  B, 
deren  Abscissen  a  und  b  sind,  stetig  verläuft,  und  so  beschaffen  ist,  daß,  während 
ein  Punkt  P  auf  der  Kurve  sich  von  A  und  B  so  bewegt,  daß  jeder  Kurvenpunkt 
nur  einmal  durchlaufen  wird,  die  Horizontalprojektion  F'  von  F  immer  in  der- 
selben Richtung  von  Ä  nach  B'  gelangt,  so  ist  die  Fläche  A'ABB  (§  1,  Nr.  5) 

b 
1)  F  =  \f(x)dx     . 


Fig.  7. 


Wird   die    Ordinate   für   eine   zwischen   a  und  b    liegende  Abscisse    Q  C 
unendlich  groß  (Fig.  8),  so  ergibt  sich  die  Fläche 

c  —  b  b 

2)  F==  lim  \f(x)  dx-\-'^\m  \f(x)  dx     . 


=  c 


§  8    Berechnung  von  ebenen  Flachen,  Kurvenbogen,  Raumteilen  und  unebenen  Flächen  u.  s.w.      5 1 


Ist  die  Gleichung  j'  =f(^x)  auf  ein  schiefwinkliges  Koordinatensystem  bezogen 
mit  dem  Achsenwinkel  a  (Fig.  9),  so  ist  der  zu  Ax  gehörige,  der  Ordinatenachse 
parallele     Flächenstreifen     zwischen      den 
Grenzen  enthalten 

y  sina  Ax  <  AF  <  0^  +  Ay)  sina  Ax     . 
Also  ist 

y  sina  <  j  "  <  O'  +  ^>')  ^"^^     ' 

Geht  man  zur  Grenze  Ax  =  0  über, 

so  erhält  man 

äF 

=  ^8ina     , 


f^~A'      F^ 


dx 


Fig.  9. 


mithin  für  die  Fläche  AÄffB  (unter  übrigens  gleichen  Voraussetzungen  wie  oben) 


3) 


F  =  smafydx 


Ist  in  rechtwinkligen  Koordinaten  y  =/{x) 
die  Gleichung  einer  geschlossenen  Kurve  (Fig.  10), 
die  von  den  Loten  zur  Abscissenachse  in  zwei 
Punkten  getroffen  wird,  so  bestimme  man  zu- 
nächst auf  analytisch- geometrischem  Wege  die 
Abscissen  a  und  d  der  beiden  die  Kurve  be- 
rührenden Ordinaten,  zwischen  denen  die  Kurve 
liegt  Bezeichnet  nun  y^  die  zu  einer  Abscisse  x 
gehörige  größere,  y^  die  zugehörige  kleinere  Ordinate,  und  sind  beide  positiv, 
so  ist  die  gesuchte  Fläche 

6  b 

a  a 

mithin 

ö 

4)  ^=f(yi—yt)^x    • 

a 

Für  schiefw^inklige  Koordinaten  erhält   man 
(Fig.  11)  , 

5)  F=  sina  •  jiji  —y^)^^    • 

a 

2.    Eine  Parabel,   deren  Achse   in  die   K-Achse  und  deren  Scheitel   in  den 
Nullpunkt   fällt   (Fig.  12),    hat   die    Gleichung 

x^ 

y 


X' 

2p 


Daher  ist  die  Fläche  Fi  Fi  Fs  Fi 


-*! 


Wird  die  Fläche  vom  Scheitel  an  ge- 
rechnet, so  ist  ATj  =  0  ,  daher,  und  wenn  man 
p^  statt  ^^3  setzt, 


Qi   Q9  ßj 


Fig.  12. 


.3 


2) 


1 


F=        =  — xy 


4* 
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Die  Fläche  ist  daher  der  dritte  Teil  des  Rechtecks  aus  der  Abscisse  und 
Ordinate  des  Punktes  P, 

Die  Formel  1)  läßt  eine  bemerkenswerte  Umgestaltung  zu.  Man  hat  näm- 
lich zunächst 


F=~ 


x^       X 


6/ 


-W  +  .^8-^l   +  ^)         • 


Wird  jCg  —  x^  mit  2  d  bezeichnet,  so  erhält  man 

^=^^W  +  *,(*,+  2rf)  +  (*.  +  2rf)'J     , 
ip 

=  ~  (6  :c;  +  12  rf*.  +  8  rf')     , 
Xi  p 


6/ 


[o^,  +  4.{x,  +  dy-^(x,  +  2df\     . 


Bezeichnet    man    die    zu    den  Abscissen  x^y    x^  -\-  d^    x^  -\-  2d   gehörenden 
Ordinalen  der  Reihe  nach  durch  ly^,  i^g,  j^g,  so  hat  man 


Verschiebt  man  die  Achsen,  und  hat  O  im  neuen  Systeme  X'O'Y'  die 
Ordinate  a.  so  ist 

F'=  Px QyQ^Pz  =  /-  +  2  a  rf  =  J  [(,?,  +  a)  +  4  (,?,  +  a)  +  (.jj  +  «)1     • 

Werden  die  Ordinalen  im  neuen  Systeme  mit  r(\^  rf%^  iff^  bezeichnet,  so  hat 
man  daher 

Durch  drei  Punkte  und  die  Bedingung,  daß  die  Hauptachse  der  Ordinaten- 
achse  parallel  geht,  ist  eine  Parabel  eindeutig  bestimmt.  Hat  man  daher  drei 
Punkte  /'j ,  /g ,  /g ,  und  ist  die  Ordinate  r\.^  des  mittlem  Punktes  P^  gleich 
weit  (um  d)  von  den  Ordinalen  t/^,  r\^  der  andern  entfernt,  so  schließen  die 
Abscissenachse,  die  Ordinalen  r]^y  rj^^  und  der  Parabelbogen,  der  durch  /j,/^,/^ 
geht  und  dessen  Hauptachse  der    F- Achse  parallel  ist,  die  Fläche  ein 

d 
^  =  3  (»h  +  ^  ^2  +  ^3)    • 

Ks  ist  bemerkenswert, 
daß  dieser  Ausdruck  den 
Parameter  und  die  Ordi- 
nalen des  Scheitels  nicht 
explizite  enthält. 

Man  hat  diese  For- 
mel dazu  benutzt,  den 
Inhalt  einer  Fläche 
angenähert  zu  bestim- 
men. Um  die  Fläche  AAB'B  (Fig.  13)  angenähert  zu  erhalten,  teile  man  AB* 
in  2  //  gleiche  Teile,  und  ziehe  in  allen  Teilpunkten  die  Ordinalen,  vo'n  A'A  aus 
begonnen  seien  dieselben  ?^j ,  rj.^,  ^/:3»  •  •  •  >^jj«4-i  • 

Ersetzt  man  nun  die  Kune  durch  n  Parabelbogen,  die  der  Reihe  nach  von 
j^i   bis  7/3,    jy.j  bis  7/5,...  ^2« -X   bis   ^/2//-fi   reichen    und   deren   Achsen   lotrecht 


Fig.  18. 
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zur  A"- Achse  sind,  so  ist  die  Summe  der  von  diesen  Bogen  begrenzten  Flächen, 
wenn  AB  \  2n  =  d  gesetzt  wird, 

^  =  Q  [(^1  +  4  ^2  +  n^)  +  (^3  +  4  ^1  +  »/ö)  +  •  •  •] 


=  g-L^i  +  4(^2  +  ^4  +  ...+  lya«)  +  2{yi^  +  ^5  +  ,^7  +  ...  +  ^g^_j)  -f  riin+\]  » 

und    dies    kann    als    angenäherter   Wert    der    gesuchten    Fläche    benutzt   werden. 
Diese  Formel  ist  unter  dem  Namen  der  SiMPSONschen  Regel  bekannt*) 

3.  Für  den  zwischen  zwei  parallelen  Sehnen 
AA^  und  BBi  gelegenen  Teil  einer  Kreisfläche 
(Fig.  14)  ist  ^ 

f==2fydx     . 

a 

Bezeichnet  q)  den  Polwinkel  von  /*,  und  r  den 
Halbmesser  des  Kreises,  so  ist 

X  =  r  coscp  t    y^=rsm<p,     dx  =  — rsinq^dcp 

Sind  femer  a  und  ß  die  Mittenwinkel  der  Sehnen 
AAj^  und  BBi^  so  entsprechen  den  Abscissen  a  und  d 
die  Werte   q)^  •=  ij  a>    9^2  =  iß»   ^^^   ™^^    ^^^    daher 

/  =  —  2  rM  sin  ^90  //(^ 
Da  nun 


i« 


80    folgt 


/.    «      .          r  1  —  cos  2  <ri    .           w        sin  2  a?    .    ^ 
sm^<pdcp=j ^ -^^-2 4       +^     ' 


/  =   -  (a  —  /?  —  sina  +  sin/?)    . 


Hieraus  ergibt  sich  die  ganze  Kreisfläche,  wenn  man  ß  =  0  und  a  =  2  jr  setzt. 

4.  Für  den  Teil  einer  Ellipsen  fläche,  der 
zwischen  zwei  zu  einer  Hauptachse  lotrechten  Sehnen 
liegt  (Fig.  15),  ist 

6 

f=2jydx     , 

sind  a  und  b  die  Halbachsen,  so  kann  man  x^d  cos  99, 
y  =  6  sin 99  setzen,  mithin  ist  dx  ==  — dsvtKpdq), 

Gehören  zu  den  Punkten  A  und  B  die  Werte 
(p  =  ^a   und  99  =  \ß,  so  erhält  man 

/=  ~2aijsm^(pdq)     , 

4« 
daher  folgt  schließlich 

/  =  \ai  {a  —  ß  —  sina  +  sin/?)     . 
Die  ganze  Ellipsenfläche  /'folgt  hieraus,  wenn  man  ^  =  0,  a  •=  2  ji  setzt,  zu 

F=  71  •  ab    . 


Fig.  15. 


*)  Über  den  Genauigkeitsgrad  der  SiMPSONschen  Regel  verj^leiche  man  Schloemiixh, 
Kompendium  der  höheren  Analysis,  4.  Aufl.,  Bd.  I.,  §  82. 
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5,  Die  Hyperbelfläche,  die  von  der  Hyperbel  und  einer  zur  Hauptachse 
lotrechten  Sehne  begrenzt  wird,  beträgt,  wenn  x  die  Abscisse  der  begrenzenden 
Sehne  ist,  und  a  und  b  die  Halbachsen  der  Hyperbel  sind, 


f=  —  Hx^  —  a^dx    . 


Nun  ist,  wie  sich  nach  §  4,  Nr.  4  ergibt, 

/}/jc2  _  ^2  ^^  =  i[xfx^~~~  ä^  -  a^  l{x  +  y^^— ~ä2)]  +  C    . 
Daher  hat  man 


f=—-[xix^  —  a'^  —  a^l-^^^-^ 
-^        2a\    '  a 


2-^2 


Hierfür  kann  man  setzen 


/=ii 


xy 


a    \a        b]\ 


Wählt   man   die    Asymptoten    zu    Koordinatenachsen,    so   ist   die   Hyperbel- 
gleichung 


xy  = 


«2+^2 


Ist  a  der  halbe  Winkel  der  Asymptoten,  so  ist 

2  tanga 


8in2  a  =  2  sina  cosa  = 


2ab 


1  -\-  tang^a        a^  +  ^- 


Daher  liegt  zwischen   zwei   Ordinaten   ri^   und  T^g»    ^^^   dasselbe  Vorzeichen 

haben,  die  Fläche 

ff 

/=  sm2  a 


^  i  dx       ab  ^2 


6.    Die  Gleichungen  einer  Cykloide  seien 

X  =  a{(p  —  sin^?)  ,     y  =  a(l  —  COS99)     . 

Alsdann  ist 

dx  =  a{\ — cos(p)d(p     , 

und  für  die  Fläche,  die  von  dem  im  Nullpunkte 
beginnenden  Cykloidenbogen  und  den  Koordina- 
ten des  Cykloidenpunktes  P  eingeschlossen  wird 
(Fig.  16),  ergibt  sich 

f  z=  j  ydx  =  a^f{l  —  coscp^dq)     . 


0 
Da  nun 


0 


(1  —  cos99)2  =1  —  2  cos  99  +  -\{1  +  cos 2  9?) 


_  8 


so  ist 


*p 


I 


S(p 


(1  —  cosq?)'  d(p  =  — ^  —  2  sin(^  -\- 


2       2  COS99  +  I  cos 2  9?     , 
sin  2  99 
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Folglich  hat  man 
1) 


ä2 


/=         (69)  —  8  sin  (^  +  sin  2  9^) 


Die  von  PP\  F'M'  und  dem  Bogen  PM'  des  erzeugenden  Kreises  ein- 
geschlossene Fläche  ist 

/i  = ~ •  P M ~-  =  —  (2  sm^i?  —  C0S9?  sm^p  —  9?)     . 

Daher  hat  man  für  die  von  der  Abscissenachse,  dem  CykloidenbogenC?/* 
und  dem  Kreisbogen  PM'  eingeschlossene  Fläche 

2)  OPM'=f  +  fy  =  a^{(p-^\n(p)  =  a'OP'     . 

Also  ist  diese  Fläche  gleich  dem  Rechtecke  aus  dem  Halbmesser 
des  erzeugenden  Kreises  und  der  Abscisse  des  Punktes  P. 

Aus  1)  erhält  man  für  99  =  2  ji  die  Fläche,  die  von  dem  zu  einer  vollen 
Umdrehung  gehörigen  Cykloidenbogen  und  der  Abscissenachse  eingeschlossen  wird 

3)  /=  Sttö^     . 

7.    Ist  die  Gleichung  einer  Kurve  in  Polarkoordinaten 

SO    läßt    sich   leicht    der   Sektor    angeben,    der   von   den   Radien   zweier    zu  den 
Polwinkeln  a  und  ß  gehöriger  Kurvenpunkte  A  und  B 
und  dem  Kurvenbogen  AB  begrenzt  wird. 

Haben  P  und  P^  die  Koordinaten  99,  r  und 
q) -]- /i(pt  r -\- Ar  (Fig.  17),  so  kann  A(f  immer 
so  klein  genommen  werden,  daß  der  Kurvensektor 
OPPi  =  AS  zwischen  den  Kreissektoren  enthalten 
ist,  die  den  Mittenwinkel  A(p  und  die  Radien  r 
und  r -{- Ar  haben;  alsdann   ist 

wenn  J  r  >  0 : 

ir^A<p<AS<  l(r  +  Ary-A(p     , 

wenn  Ar  <C  Ol 

ir^A(p>  AS>^{r  +  Ar)^A(p     . 

Dividiert  man  Glied  für  Glied  durch  A  q?  und  geht  zur  Grenze  A  (p  ^=  0 
über,  so  konvergieren  beide  Begrenzungen  des  Quotienten  AS  :  A  q>  gegen  den 
Grenzwert  ^-r^;  daher  hat  man 

äS  AS 

— —  =  Um  — —  =  -if^r^ 

ä(p  Aq) 

Hieraus  folgt  unter  der  Voraussetzung,  daß  der 
Kurvenbogen  AB  kontinuierlich  ist  und  ganz  im 
Endlichen  liegt,  und  daß  (p  nur  wächst,  wenn  ein 
Punkt  ohne  umzukehren  den  Bogen  von  A  bis  ^ 
durchläuft  ^ 

1)  s^\[r^dq^     . 


Fig.  17. 


a 


Fig.  la 


Für    den    Inhalt    einer    geschlossenen    Kur\'e, 
welche  von  den  Radien  in   zwei   realen  Punkten   geschnitten   wird  (Fig.  18),   hat 
man,  wenn  der  Nullpunkt  im  Innern  der  Fläche  liegt, 

2)  S  =  \jr''-d(p     . 
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Dem  Polwinkel  q?  gehören  r^  und  r^  zu;  bei  Anwendung  von  1)  hat  man 
nur  einen,  r^  oder  r^ ,  mit  99  zu  verbinden  und  dann  die  volle  Umdrehung  aus- 
zuführen. Statt  dessen  kann  man  auch  beide  berücksichtigen,  und  kommt  dann 
mit  einer  halben  Umdrehung  aus,  indem  man  hat 


3) 


0  0 

0 


Liegt  der  Nullpunkt  außerhalb  der  gesuchten  Fläche  (Fig.  19),  so  bestimme 

man  die  Polwinkel  a  und  ßy  deren  Polabstände  die 
Kurve  berühren,  zwischen  denen  also  die  Fläche 
gelegen  ist;  gehören  nun  zu  cp  die  Polabstande  r^ 
und  rg ,  und  ist  ^i  ]>  ^2 1  so  ist  die  gesuchte  Fläche 

ß  ß 


also 


ß 


Fig.  19. 


^  =  i/C'l  - 'D  ^9^    • 


8«    Die  Gleichung  der  Fußpunktkurve  der  Ellipse   ist 

r^  =  a^  co^^ (p -\- b^  sm^ q)     . 

Daher   hat    man  für  einen   an  der  A!'- Achse   beginnenden  Ausschnitt   dieser 
Kurve 

S=  lf{a^cos^(p  +  b^sm^(p)dq)  =  \j[a^  —  {a^  —  b^)sm^(p\d<p 
0  0 

^2  +  ^2  ,2 


Einen  Quadranten  erhält  man  für  cp  = 


n 


a^  +  b^ 
S=-    -^-n     , 

die  ganze  Fläche  ist  daher  das  arithmetische  Mittel  der  beiden  über 

den  Hauptachsen  gezeichneten  Kreise. 

9.  Für  die  Kreisevolvente  hat  man,  wenn  AOQ 
mit  a>  und  der  Halbmesser  des  Kreises  mit  a  bezeich- 
net werden  (Fig.  20), 

r^  =  a^(\  -[-  cy2)  ,     tang(o>  —  <^)  =  a>     . 
Aus  der  letztem  Gleichung  folgt 

d(o  —  dq)  —  cos'-(ö>  -  -  (p)d(o     , 


mithin 

Fig.  20. 

Daher  ist  der  Ausschnitt  AOP 


CO' 


''^=r+a,^'''" 


0> 


u 
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10.    Legt    man    bei   einer  Kurve   dritter   Ordnung   mit   Doppelpunkt 
den  Nullpunkt  in  den  Doppelpunkt,  so  ist  die  Gleichung  der  Kurve  von  der  Form 

1)  Ax^  +  Bxy  +  Cy^  =  Dx^  +  Ex'^-y  +  Fxy^  +  Gy^     , 

die  Glieder  ersten  und  nullten  Grades  fehlen. 
Setzt  man 

tang99  =  /     , 
so  ist 

y  =  xt,     r'^  =  x^(X-^t')     , 

dt 

und    daher    die   Fläche   des    Ausschnitts,    für    dessen   Endpunkte   /  die  Werte  a 
und  d  hat,  . 

a 

Führt  man  y  =  tx  in  1)  ein,  so  entsteht  für  x  die  lineare  Gleichung 

A  +  Bt+  Ct^  =  {D  +  £t  +  Ft^  +  Gt^)  .  X     . 

Hier  setzen  wir  zur  Abkürzung 

A  +  Bt+  Ct^=^T,     D  +  £t  +  Ffl  +  Gf^  =T     , 
und  erhalten  somit 


daher  ergibt  sich 


^ 

i 


7*2 


J2 
a 


Dieses  Integral  kann  in  jedem  Falle  nach  den  Regeln  über  die  Integration 
echt  gebrochener  rationaler  Funktionen  ausgeführt  werden.  Es  ist  bemerkenswert, 
daß  diese  Sektoren  mithin  durch  algebraische  Funktionen,  Logarithmen  und 
Arcustangens  ausgedrückt  werden  können. 

Wählt  man  bei  einer  symmetrischen  Kurve  dritter  Ordnung  mit 
Doppelpunkt  die  Symmetrieachse  zur  K- Achse,  so  ist  die  Gleichung  für  x 
geraden  Grades,  mithin 

und  die  Gleichung  1)  beschränkt  sich  auf 

2)  Ax^  +  Cy^  =  Fx^y+  Gy^     . 

Die  Richtungen  der  Asymptoten  bestimmen  sich  aus  der  kubischen  Gleichung 

Ef+Gt^  =  0     ; 

diese    ergibt    eine    der    A^Achse    parallele    Asymptote    /  =  0    und     die    beiden 
Asymptotenrichtungen 

t^^—ETG     . 

Setzt  man  zur  Bestimmung  der  Ordinate  jfs  der  erstem  Asymptote  y  =  k 
in  2),  so  folgt 

{A^£k)x^^Gk^—  Ck^     . 

Hieraus  folgen  für  x  zwei  unendlich  große  Wurzeln,  wenn 

k  =  A\E     . 
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Die   in    diesem  Abstände    der  X-Achse   parallele   Gerade   hat   also   mit   der 
Kurve    drei    unendlich    ferne   Punkte    gemein,    ist    somit   Wendetangente    mit 

unendlich    fernem    Wende- 
ln punkte. 

Diese  Wendetangente  wird 
selbst  unendlich  fem,  und  gleich- 
zeitig auch  die  andern  beiden 
Asymptoten,  wenn  JS  =i  0. 

Da  G  alsdann  von  Null 
verschieden  sein  muß,  sobald 
es  sich  um  eine  eigentliche 
Kurve  dritter  Ordnung  handelt, 
so  kann  man  die  Gleichung 
durch  G  dividieren  und  in  der 
Form  angeben 

Für  diese  Kurve  (Fig.  21) 
hat  man  nun 

T=A+Ct^,      T  =  /»     , 

i 


Fig.  21. 


^=i 


/« 


dt 


a 


"  lÖ  Uö  ~  'f>) 


+ 


ACl\ 


\ 


3    \a^        /3 


t^l  ^   2\a        t) 


Für  die  Doppelpunktstangenten  hat  man  die  Gleichung 

^  +  C/2  =  0     . 

Haben  A  und  C  verschiedene  Vorzeichen,    so  sind  die  Tangenten  real  und 
man  hat  für  den  zwischen  ihnen  liegenden  Kurvensektor,  für  die  Schleife  OMN^ 


^^-'^ 

A*    /     cy     AC    1     c\      c« 

=>i- 

c 

A     • 

Es  ist  hervorzuheben,  daß  die  Sektoren  dieser  Kunen  rationale  algebra- 
ische  Funktionen   des   Parameters  /  sind. 


11.    Das   Differential  äs   eines   Bogens   der   ebenen   Kurve  y  =/(x)   ist 

äs  =  yi'+y2 .  ^x    . 

Daher   ist   der  Bogen   zwischen   den  Punkten  A  und  B,   deren   Abscissen  a 

und  d  sind 

6 


Hierbei  werden  rechtwinklige  Koordinaten  vorausgesetzt.     Bei  schiefwinkligen 
Parallelkoordinaten  mit  dem  Achsenwinkel  a  erscheint  äs  als  der  Grenzwert  der 
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Seite    eines   Dreiecks,    das    die   Seiten    Ax    und    Ay    und    den    von    ihnen    ein- 
geschlossenen Winkel  n  —  a  hat;  daher  ist 


und  man  hat  somit 


(^s_Y__y     ^x^  +  Ay^  +  2  Ax  Ay  cosa 
\dx)  ~  ™  3^c2 

b  

s  =  /yr+ 2/ cosa  +yVjc     . 


12.    Für  einen  im  Scheitel  anfangenden  Bogen  der  Parabel 


X' 


ist 


und  daher 


y- 


y= 


2/ 

X 


1) 


X  X 

0  0 


Für  die  Ellipse  ist 


ö 
a 


y  =  —  ^a^  —  x^ 


b  X 


y  =  - 


a-^a^  —  x^ 


Bezeichnet  man  die  numerische  Excentricität  mit  «,  so  erhält  man  für  einen 
auf  der  K-Achse  beginnenden  Bogen 


2) 


X 

0 


bx 


Dieses  Integral  ist  irreduktibel. 
Für  die  Hyperbel  ist 

Bezeichnet  man  auch  hier  die  numerische  Excentricität   durch  e,   so   ergibt 
sich  für  einen  im  Scheitel  beginnenden  Bogen 


3) 


X 

f-i/e'^x^  —  a^      j 


Auch   dieses   Integral   ist   irreduktibel;    beide   Integrale   gehören   zur  Klasse 
der  elliptischen  Integrale,  auf  die  wir  im  nächsten  Buche  eingehen  werden. 
13«    Für  die  Cykloide  ist 

jc  =  a(/ — sin/),     y  =  a{l — cos/)     , 

dx  =  a{l  —  cost)dt ,     dy  =  amitdt     ; 
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daher  ist  ein  im  Nullpunkte  beginnender  Bogen 

s  -=  Ä /y(F^^^s/)^+"sin^////=  2alsm^    dt     . 

0  0 

Dies  ergibt 

Die  Länge  der  ganzen  Cykloide  erhält  man  hieraus  für  t  =  2  Ji;   sie  ergibt 

sich  zu 

s~  Sa     . 

14.    Für  die  Kurve  dritter  Ordnung 

A  x^  -\-  Cy^  =  y^ 

ist,  wenn  man  wieder  y  =^  tx  setzt, 

A  +  Ct^        ,              3y^  +  C/2                            2A 
x  = -—,     dx= -^ dt,     dy= —     . 

Folglich  ist  für  einen  zwischen  den  Richtungen  t  ==  a  und   t  ^=  d  liegenden 
Kurvenbogen 

j  =  /"^  f{Ct^  +  3^)2  +  4:AU^dt     . 
a 

Dieses  Integral  ist  im  allgemeinen  elliptisch.     Ist  C  =  0 ,  so  erhält  man  die 
NEiLsche  oder  sem'ikubische  Parabel  Ax^=y^  und  hat 

6 


'/' 


5  =  ^/'-^^— <//     . 


a 

*  j  1     * 


Hierbei  ist  y  =  tx,    mithin 

A  A 

Setzt  man  in  dem  Integrale  t  =  1  :  z,   so  erhält  man 

1 

a 

1)  s  =  AJ]^9z^  +  4  '  sds     . 

1 
Nun  ist  bekanntlich 

1    .n.,    ,     .vi 


/y9  2-'+4.«</«  =  2^(9«ä+4)ä  +  C     . 


Ersetzt  man  hier 

^    ~  t^~  A     ' 
und  führt  die  Grenzen  0  und  y  ein,  so  erhält  man  schließlich 

s  =  --  \  .  [i/(9y  +  4.AY-  8/^1     . 

15.  Will  man  Polarkoordinaten  verwenden,  so  macht  man  die  Änderungen 

;c  =  rcos^,     ^  =  rsin9!?     , 
dx  =  coscpdr  —  rs'niq)d(pf     dy  =  siiKp  dr -}- r  cos q)dq)     , 
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Daher  ist  .„*„„,„ 

und  man  hat 


16.    Die  Spirale  des  Archimedes  hat  die  Gleichung 

r  =  a(p     ; 
hier  ist  r'=^  a,  und  man  erhält  den  vom  Nullpunkt  an  gerechneten  Bogen 


=  afy^^ 


0 

Für  die  hyperbolische  Spirale  ist 

r=     -,       r'= -,       s  =  al^-^—- dq 

(p  (p2  J        (P^ 

Daher  ist  nach  §  4,  Nr.  5 


s  =  a 
wobei  durch  das  Zeichen 


"^/{ip + f^-^  + 1)  - 1|/^+ 1 

i<Pi  V 


UM 

die  Differenz  f{(p^  — /i^i)  angedeutet  werden  soll. 

17.    Aus  den  Gleichungen  der  Kreisevolvente  (Nr.  9)  ergibt  sich 

rdqp  = dco  ,     dr  = dco  ,     ds  =  acoda)     ; 

r  r 

man  erhält  daher  für  den  Bogen,  dessen  Endpunkte  den  Wälzungswinkeln  0  und  co 
zugehören  s^\aoy''     . 


18.   Das  Bogendifferential  einer  Raumkurve  ist  (2.  Band,  4.  Buch,  §  6,  Nr.  8) 

1)  ds  =  ^dx^  +  dy^  +  dz^     . 

Sind   die   Gleichungen   der   Horizontal-   und   der  Vertikalprojektion   gegeben 


so  hat  man 


- = i/' + m*+ (£■)'■  - 


daher  ist  der  zwischen  den  Abscissen  x^   und  x^   enthaltene  Bogen 

0 


/V'+(Är+fe)'-  • 


Sind  jtr,  y  und  z  als  Funktionen  eines  Parameters  /  gegeben,  so  ist 

t2 


/■»         —     — 


'>    ' = MS)'-^  fö)'^  er- 


tx 
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19,    Die  Kegelspirale  hat  die  Gleichungen 

daher  ist 

x' =  a{coBi  —  tsmt)  ,     y  =  «(sin/ + /cos/)  ,     jgr' =  ^     , 

ds^  =  a^  +  a^t^  +  d^     , 


0 

20,    Die  Raumkurve  dritter  Ordnung 

1)  x  =  att    y  =  3fi,     2  =  r/^ 

ist  der  gemeinsame  Durchschnitt  der  Flächen  zweiter  Ordnung,  deren  Gleichungen 
durch  Entfernung  von  /  aus  den  drei  Gleichungen  1)  erhalten  werden: 

2)  dx^  —  a^y  =  0  y     d^xz  —  acy^=0  y     cxy  —  abz=^Q     ; 

sie    stellen    einen    parabolischen   Cylinder,    einen   Kegel    und    ein    hyper- 
bolisches Paraboloid  dar. 

Aus  den  Kurvengleichungen  erhält  man 

dx  dy        ^  ,  dz        ^     ^ 

-    =    ay  /      ^2bty  —-=%Cf^  y 

dt  dt  dt 

daher  ist  die  Länge  eines  im  Nullpunkte  beginnenden  Bogens 

t 
s  =  fia^  +  4:dU^  +  dc^t^dt     . 

0 

Dieses  Integral   ist  im   allgemeinen    elliptisch;   es  wird  algebraisch,   wenn 

4^4  —  9^2^2  =  0     . 

Setzt     man     2  b^  =3ac    voraus,     so     nimmt     der    Kegel     die     besondere 
Gleichung  an 

3xz~2y  =  0     y 

während  die  beiden  andern  Flächen  keine  Besonderheiten  erhalten. 
Das  Integral  1)  wird  jetzt 

s=l(a  +  Sct'^)dt^at  +  cf^  =  x  +  3     . 

0 


21.  Schneidet  man  aus  einem  begrenzten  Räume  durch  zwei  zu  derselben 
Geraden  G  lotrechte  Ebenen  Q  und  Q^  eine  Schicht  A  V,  und  ist  die  Schnitt- 
ebene  Q  von  einem  gewissen  Nullpunkte  auf  der  Geraden  um  /,  die  andre  Q^ 
um  p  -\-  Ap  entfernt,  hat  ferner  die  Schnittfläche  auf  Q  den  Inhalt  q,  so  ist  die 
Schicht  J  V  von  dem  Cylinder  q  •  Ap  um  so  weniger  verschieden,  je  kleiner  Ap 
ist,  und  stimmt  mit  dem  Cylinder  bis  zu  jedem  Genauigkeitsgrade  überein,  wofern 
nur  Ap  hinlänglich  klein  ist;   daher  ist 

,.     AV       dV 

lim    -     =  -       =  ^     . 

Ap        dp        ^ 

Hieraus  folgt  durch  Integration  für  die  Schicht,  deren  Grenzen  vom  Null- 
punkte um  a  und  b  abstehen 

b 

V^jqdp     . 
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Ist  die  Schicht  lotrecht  zur  A'- Achse  und  bezeichnet  man  einen  Querschnitt 

in  diesem  FaUe  mit  ^^,  so  hat  man 

^« 

Um  die  zwischen  zwei  Parallelkreisen  enthaltene  Schicht  eines 
Umdrehungskörpers  zu  erhalten,  läßt  man  G  mit  der  Achse  zusammenfallen; 
ist  nun  die  Gleichung  eines  Meridians,  in  einem  rechtwinkligen  Systeme,  dessen 
Achsen  G  und  ein  Lot  zu  G  sind,  und  in  welchem  die  zu  G  lotrechte  Koordinate 
mit  r  bezeichnet  wird, 

so  ist  die  Schicht  . 

V=  njr^  dp     . 


a 


22.   Ein  zur  ^-Achse  lotrechter  Querschnitt  q^  des  dreiachsigen  Ellipsoids 


jC»  y2  ^2 

-  +  -—  H 1=0 

^2    ^    ^2    ^    ^2 


ist  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen 

a  '  a 

Daher  ist  die  Fläche  desselben 


—  yfl2  _  ^2  ^       _  |/^2  _  ^2       . 


bc 


a^ 


mithin  hat  man  für  eine  Schicht,  die  von  der  3^-Ebene  und  einer  dazu  parallelen 
begrenzt  wird, 


bc  r 
V^ji-^   {a^-x^)äx 


0 


a 
Das  ganze  EUipsoid  ist 


bc 
^n-^{a^x—  \x^)     . 


b c  C  b c  C  47r 

V=  n  —  -\(a^  ~  x^)dx  =2n~     (a^  -  x^)äx  =  -^abc     . 


—  Ä  0 

Schneidet  man  das  einschalige  Hyperboloid 

X^  1/2  ^2 

2  +  ir  -  ^-  -  1  =  ^ 

a^         b'         c^ 


senkrecht  zur  Z- Achse,  so  ist  der  Querschnitt  eine  Ellipse   mit  den  Halbachsen 

c  '  c  ^ 

Eine  Schicht  zwischen  der  A'P^Ebene  und  einer  parallelen  Ebene  ist  daher 


M 

ab  C 


2  -f  ^2)  dz       , 
0 
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Die  Schicht  zwischen  den  Ebenen  z  =  — c  und  z  =  c  beträgt 

—  abc     , 

und   ist   daher   doppelt  so   groß,  wie  ein  EUipsoid  mit  den  Halbachsen  a,  b,  c* 
Im  zweischaligen  Hyperboloide 

a^        b^         c^ 
ist    ein    Querschnitt    lotrecht    zur    A!'- Achse    eine    Ellipse    mit    den    Halbachsen 

-  ix"'  -  a^  ,        -  Vi«  -  ~ä^     , 
a  '  a 

Die  vom  Scheitel  bis  zu  diesem  Querschnitte  reichende  Schicht  ist  daher 


a 

bc 


zdz 


a 

23.    Das  elliptische  Paraboloid 

x^  y2 

a  b 

hat    lotrecht    zur    Z- Achse    einen    elliptischen   Querschnitt   mit   den    Halbachsen 

'^2az   und  ^2bz.     Der   von   diesem    Querschnitte   begrenzte   Teil   des   Körpers 
ist  daher  ^ 

V=  2nfab\z 
0 
=     71) ab  »  z'^     . 

Ist  F  die  Grenzfläche  dieses  Abschnitts,  so  ist 

F  =  27i^ab  '  z     , 

und  man  hat  daher  rr       ^  17^ 

V  =  \t  z     , 

also  die  Hälfte  des  Cylinders  von  der  Grundfläche  F  und  der  Höhe  z, 
V^om  hyperbolischen  Paraboloide 

-^      —  9  *j  ^^  0 

a  b 

berechnen  wir  den   oberhalb  der  A^K- Ebene   entlang  der  positiven  A'- Achse  sich 

erstreckenden  und  von  einem  zur  A'-x^chse  lotrechten  Querschnitte  begrenzten  Teil. 

Eine    zur  X-Achse    lotrechte  Ebene    schneidet   die  Fläche   in  einer  Parabel, 

deren  Scheitel  in  der  Höhe  x^  \  2  a  über  der  XK-Ebene  liegt,  und  die  von  der 

A'y^Ebene  in  einer  Sehne  von  der  Länge  2x\b\a  geschnitten  wird.     Der  Inhalt 
dieses  parabolischen  Querschnitts  ist  daher 

1 

a 
mithin  ist  die  gesuchte  Schicht 


-1/ 


x'^ 


3a  f    a    J  'Sa  f    a       4 


0 


§  8     Berechnung  von  ebenen  Flachen,  Kurrenbogen,  Raumteilen  und  unebenen  Flachen  u.s.w.    65 


oder,  wenn  mit  F  der  die  Schicht  begrenzende  Querschnitt  bezeichnet  wird 

also  ein  Viertel  des  Cylinders  von  der  Grundfläche  F  und  der  Höhe  x. 

24.    Dreht    sich    eine 
Ellipse    um    eine    Gerade  ^ 

OYy  die  in  der  Ebene  der 
Ellipse  liegt,  parallel  zu 
einer  Hauptachse  der  Ellipse 
ist,  and  die  Ellipse  nicht 
schneidet,  so  entsteht  ein 
symmetrischer  R  i  n  g  (Fig.2  2). 
Ein  Querschnitt  q  dieses 
Ringes,  der  durch  77  lot- 
recht zur  Drehungsachse 
gelegt  wird,  ist  der  Unter- 
schied der  beiden  Kreise, 
deren  Halbmesser  UP^  und  HP^  sind;  daher  ist,  wenn  t  den  Abstand  des 
Ellipsenmittelpunktes  von  der  Drehungsachse  bezeichnet, 

^  =-  TT  .  (77/\  +  nP^  {JIP^  -  np^)    , 


Fig.  22. 


Xnae 


pi—yi     . 


Folglich  ist  der  Ring 


4:7iae 


—b 


Setzt  man  y  =^  b  cos 9?,  so  erhält  man 


2 


0  0 

Hieraus  folgt 

V=27c^  •  abe     . 

Bezeichnet  F  die  Fläche  der  Ellipse  und  7a 
den  Weg  ihres  Mittelpunktes,  so  ist 

y=  F  '  w     . 

Dieselbe  Formel  gilt  auch,  wie  man  sofort 
sieht,  für  jeden  zwischen  zwei  Meridianen  ge- 
legenen Ausschnitt  dieses  Ringes,  sobald  w  den 
innerhalb  des  Ausschnitts  gelegenen  Teil  des  vom 
Mittelpunkte    beschriebenen    Weges    bezeichnet. 

Dreht  sich  ein  Parabelabschnitt  ABC  (Fig.  23)  um  die  zur  Parabelachse 
lotrechte  Ordinate  BCy  und  ist  die  Parabelgleichung  72  ==  2  fl(<?  —  :c),  so  ist  die 
Fläche  des  zur  Ordinate   OlI  =  y  gehörigen  Parallelkreises 


Fig.2S. 


q  =  Tix^  = 


7t 


4^2 


_(2«,-y2)5 
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<S      Vi 


Daher  ist  der  von  dem  Parabelabschnitte  beschriebene  Köqjer 


—]2ae 

15        ' 


Bezeichnet  F  die  rotierende  Räche,  so  ist 


0 


daher  hat  man 


F=  3^^^^'   ; 


4:7t 

V=  -^-eF    . 


25.    Wir  beschließen  diesen  Abschnitt  mit  Formehi  und  Beispielen  über  den 
Inhalt  von  Umdrehungsflächen. 

Um  eine  zwischen  zwei  Parallelkreisen  enthaltene 
Zone  einer  Fläche  zu  berechnen,  die  durch  Um- 
drehung der  Kurve  y  --  f{x)  um  die  Jf- Achse  entsteht, 
betrachten  wir  zwei  auf  einem  Meridiane  gelegene 
Punkte  P  und  F^  mit  den  Koordinaten  x,  y  und 
X -{- Ax,  y -\-  Ay  (Fig.  24).  Die  Kegelzone,  welche 
die  Sehne  FF^   beschreibt,  hat  den  Inhalt 

AS  =  2  71  fj  x'^  +  Af^  {y  +  l  Ay)     , 


P'      p; 

Fig.  24. 

Grenzwerte  von  AS\Ax\  daher  hat  man 


Die  zwischen  denselben  Parallelkreisen  enthaltene 
Flächenzone  sei  AF.  Nähert  sich  Ax  dem  Grenz- 
werte Null,  so  nähert  sich  der  Quotient  AF  \  Ax  dem 


dF       ,.     AF       ,.     AS 
—  —  —  lim  ~- —  =:  hm  - 
ax  Ax  Ax 


2  7iy 


]/' + m  ■ 


Hiernach  ergibt  sich  für  die  Zone,  deren  Parallelkreise  die  Abscissen  a  und  b 
haben,  , 


9 


2n  yyi-\ 


-m- 


dx 


a 


26,  Dreht  sich  die  Parabel  v^  — 2/jc  um  die  A'-Achse,  so  ist  die 
vom  Scheitel  bis  zu  einem  Parallelkreise  sich  erstreckende  Fläche  des  Para- 
boloids  ^ 


F==27i\flpx'^\^  ^^Jx     , 
b 


=  2 


Tiip^fl^ 


p  d  X 


Ü 


2  n  }V 
3 


{2x-^p)i--p^ 
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Wird  die  Parabel  um  die  K-Achse  gedreht,  so  entsteht  eine  Fläche 
vierten  Grades,  die  im  Nullpunkte  eine  Spitze  hat.  Für  die  von  der  Spitze 
bis  zu  einem  Parallelkreise  reichende  Zone  derselben  ist 


^-H']''^itP'-p^h'' 


/  i^  o  f  Vi»-  -I-  V- 


4-  V-  är 

0  0 

Nun  ist  (§  4,  Nr.  4) 
Daher  ist 

/^  ■  - ;;.  (•->;-•' + r-.r)  1  /^ + f^  -  ""f  / ' + ^^^  + '"  . 

27.    Für  die   Oberfläche    des   Ellipsoids,    das    durch   Drehung   der   Ellipse 

a'^        b- 
um   die  A'- Achse   entsteht,  hat  man 


dy  bx  .  ,,        ^   fci^  —  (ö-  -  ^"-)^- 

•^ _  __  ....  1  1    _i_  -.'2  ^^  _        '_ }_  ' 

Daher   ist   eine    in    der    yZ-Ebene    beginnende    Zone    des    Umdrehungs- 
ellipsoids 

2  7ibr,-  

F=^  —-]a*-  -{a^-b'^)x^dx     . 

0 

Nach  §  4,  Nr.  4  ist 

/y^TZ: (^ r^2)  ^2 ,/^  ^  ^  y^i  _  .7^.  __  ^  ^..  +  ^  /'  J^ 


b'^)  X' 


Ist  a^  b f  das  EUipsoid  also  durch  Drehung  um  die  große  Achse  entstanden, 
so  ist,  wenn  c  die  Excentricität  des  Meridians  bezeichnet, 

/'  dx  f        dx  1  .    ^-^    ,    X. 

/  — rrr—  r^zrz .        =    /  =  arC  SIU       ^   -\-  C       . 

Ist  dagegen  a<C  b ,  so  hat  man 

C  dx  C       dx  1     f  , X        _ 

}  y(7*  -  (a-i  -  b'^) x^    J  \a^  -;-  c^ A-2      ^  ' 

Daher  ergibt  sich  schließlich, 

wenn   a"^  b , 

„      Tib     ^1   .         ^    ^   ,   Ttii'b  ex 

F=^    -    x\a^  —  c-x-  -\-  arcsm  —     ; 

a^  c  a- 

wenn  a  <C,  b , 

F^     -  x]a^  +  c'-x^  +  /      -  .> 


a-      '  c  a 


T)* 
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Die  ganze  Oberfläche  erhält  man,  wenn  man  x  durch  a  ersetzt  und  mit  2 
multipliziert, 

d  -\ arc  sin  —    , 

c  al 


ay-  b 


F=27ib\b  +  ~l-^     \  ,     a<b 


28.    Dreht  sich  die  Hyperbel 


jc3 


-.-'=» 


um  die  X-Achse,  so  ist  die  von  einem  Scheitel  bis  zu  einem  Parallelkreise 
sich  erstreckende  Fläche  des  zweischaligen  Umdrehungshyperboloids, 
wenn  die  Excentricität  wieder  mit  c  bezeichnet  wird, 


1) 


F  =  ^-  /V^2  ~2  Z"j4  dx 

a^  J 


71  b 


a' 


'  c  a(b  '\-  c) 


Dreht  sich  dieselbe  Hyperbel  um  die  K-Achse,  so  entsteht  ein  ein- 
schaliges Umdrehungshyperboloid.  Für  eine  von  der  XK-Ebene  bis  zu 
einem  Parallelkreise  reichende  Zone  ist 


F^ 


^"fi/ 


Da  nun 


^  =  _ypqry, 


dx 


0 


ay 


^y       bp^+y'^ 


iA+c:r= 


ap^  +  c^y 


b-^x 


so  hat  man 


2) 


F=?~lf6*  +  c'y^äy 


^(,y,i^;^.  +  ';,'.+i^;+'V)   . 


29.  Bezeichnet  äs  das  Bogen- 
differential  eines  Meridians,  so  kann 
man  die  Zone  der  Umdrehungsfläche 
kürzer  in   der  Form  angeben 

F  =  2  Tcjy  d  s     . 

Hier  erscheint  s  als  die  Inte- 
grationsveränderliche, und  y  ist  durch 
s  auszudrücken.      Statt  dessen   kann 

-^       man  unter  Umständen  auch  y  und  ds 

durch  eine  andre  unabhängige  Ver- 
änderliche /  ausdrücken ;  die  Grenzen 
des  Integrals  sind  dann  die  für  die  Endpunkte  des  Meridians  der  Zone  gelten- 
den Werte  von  /. 


Fig.  26. 
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Dreht  sich  ein  Kreis  mit  dem  Halbmesser  a  um  eine  Gerade  OX^  die  in 
seiner  Ebene  um  e  vom  Mittelpunkte  entfernt  liegt  (Fig.  25),  und  nimmt  man  den 
Winkel  9?  zur  unabhängigen  Veränderlichen,  so  ist 

y  =  e  —  öcosg?  ,       ds  =  ad(p     , 

Will  man  die  ganze  Oberfläche  des  Ringes  berechnen,  so  gelten  für  <p  die 
Grenzen  0  und  2  7i\  daher  ist 

2ji 

ö 


§  9.     Bestimmte  Doppelintegrale. 
1«    Das  einfache  bestimmte  Integral 

a 

haben  wir  als  den  Grenzwert  definiert,  dem  sich  die  Summe 

V^  ,/         ,     b  —  a\ö  —  a 

0 

nähert,  wenn  n  unendlich  wächst,  und  haben,  wenn  a<^d,  diesen  Grenzwert 
als  den  Inhalt  der  Fläche  erkannt,  die  von  der  Kurve  y  =f(x)f  der  A!'- Achse 
und  den  zu  den  Abscissen  a  und  d  gehörigen  Ordinaten  f{ä)  und  /(d)  ein- 
geschlossen wird.  Die  Abscissendifferenz  d  —  a  erscheint  dabei  in  n  gleiche 
Teile   geteilt,  ein  solcher  Teil  ist  (ö  —  a):n  und  der  Funktionswert 


/h  *  ^) 


ist  die  Ordinate,  die  zum  /^-ten  Teilpunkte  gehört 

Setzen  wir 

d  —  a 


n 
so  haben  wir  einfacher 


-=-Ax,        /L  +  ^ )=>'     , 


b 
j/(x)  dx  =  lim  Hy  A  x 


m 

Die  Voraussetzungen,  daß  alle  Ax  gleich  und  daß  die  y  die  zu  den  Teil- 
punkten gehörigen  Ordinaten  sind,  können  aufgegeben  werden;  teilt  man  die 
Differenz  b  —  a  in  n  Teile  A^x,  A^x,  .  , .  AnX  von  beliebigem  Verhältnis  und 
ist  yj^  eine  Ordinate  der  Kurve  y=^f(x),  die  zu  einem  innerhalb  A^x  gelegenen 
Punkte  der  Abscissenachse  gehört,  so  ist 

Wra^yj^  A^x 

ebenfalls  die  obige  Fläche. 

Ist  nämlich  die  Kurve  y  =/(jc)  zwischen  A  und  B  beständig  steigend  oder 

bestandig  fallend,   und  bezeichnet   man   mit  rjjt  und   Yj^  die   größte   und   kleinste 

innerhalb  A^x  fallende  Ordinate,  und  mit  jF  die  Fläche  AA'B^B ^  so  gelten  die 

Begrenzungen 

Zr\kAkX<F<2\kAkX     , 

Zrik  AkX  <  2yk  A^x  <  Slfk  ^kx     . 

Der  Unterschied  der  Grenzen  ist 

ZYkAkX  —  2rikAkX=^  2{Yk  —  y]k)^kX     . 
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Bezeichnet  A  den  größten  der  Teile 

SO   ist  offenbar  „,,,  ^    .        ^    .      ^,^r 

2{Y^.       r)k)AkX<A  '  2(Yk       y^k)     - 

Da  die  Kurve  nach  der  Voraussetzung^  nur  steigt  oder  fällt,  so  sind  li  und  >;^. 
die  beiden  Ordinaten  in  den  Endpunkten  von  Ja'X\  ini  ersten  Falle  ist  daher 
rjjk  ^Jk-if   yk=yk'',  im  andern  umgekehrt  ^x.  =  r^. ,    Yk  =yk-\' 

Folglich  ist  im  ersten  Falle 

y^iYk  —rik)  =  (Ji  —  >'o)  +  0'2  —  yd  -r  (y^^  -  -  .v^)  +  .  .  .  -r  J«       J'«  - 1  ==  yn  -    y^  , 
1 

im  letzten 

n 

V(n  -  rik)  =-  (j'o  -J'i)  +  O'i  -  J'2)  +  0'2      Ja)  +  •  •  •  +  0'»-i-  J'«)  =.^'o       yn  • 
1 

Sind  nun  die  Ordinaten  alle  endlich,  so  verschwindet  das  Produkt 

mit  A  zugleich;  daher  hat  man  in   der  Tat 

F  =  lim  Zyjt  A^  x     , 

oder  kürzer  mit  Hinweglassung  des  Index  k 

b 
\  f(pc)dx  =  \\\tiXy  Ax     , 


a 


wobei  man  zu  merken  hat,  daß  die  Summe  über  alle  innerhalb  der  Begrenzung 
liegenden  x  zu  erstrecken  ist,  ,      ^  , 

Wenn  die  Kurve  abwechselnd  steigt  und  fällt,  so  kann  man  die  soeben  durch- 
geführten Betrachtungen  mit  den  für  denselben  Fall  in  §  1,  Nr.  5  angestellten 
vereinigen;    man   kommt   dadurch   zu    der   Erkenntnis,    daß    auch   für   diesen  Fall 

b 
I  /(x)  dx  =  WiaXy  Ax     , 

a 

w^enn  nur  y^.  für  alle  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  enthaltene  Werte  von  x 
endlich  bleibt. 

Anstatt  dieses  Integral  als  das  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  genommene 
Integral  won  /(x)dx  zu  bezeichnen,  kann  man  es  geometrisch  anschaulicher  das 
über  die  Strecke  A'B'  ausgedehnte  Integral  \on  /(x)äx  nennen. 

2.    Ist  z  eine  Funktion  zweier  Veränderlichen, 

z  =  (p{x,y)     , 

und  betrachten  wir  x  und  y  als  rechtwinklige  Koordinaten  eines  Punktes  der 
Ebene,  so  gehört  zu  jedem  Punkte  der  Ebene  ein  bestimmter  Wert  von  z.  Ist 
nun  in  der  Ebene  eine  begrenzte  Fläche  /  gegeben,  und  teilen  wir  dieselbe  in 
beliebig  gestaltete  kleine  Teile  Af,  multiplizieren  jeden  Teil  /Jx-/  mit  einem  zj^, 
welches  zu  irgend  einem  innerhalb  A/  gelegenen  Punkte  gehört,  so  verstehen  wir 
unter  dem  über  die  Fläche  /  ausgedehnten  Integrale 

fzd/ 

den  Grenzwert,  gegen  den   die  Summe 

^zji.Aji./ 

konvergiert,  wenn  sämtliche  /i^./ verschwinden:  hierbei  ist  die  Summe 
über  alle  im  Innern  von  /  liegende  Flächenteile  A/  zu  erstrecken: 
man  hat  also  l,<i/=\im^z,J,/    . 


Fig.  27. 

^gewinnt  so  für  1)  die    besondere 


fiet  in  folgender  Weise  geschehen: 
zu  demselben  Ax  =  £F  ge- 
len  liegen;  für  diese  Summanden 
[ücksicht  auf  den  vorzunehmenden 
jatant  gleich  OE  (oder  OF)  j;i> 
'  ei  unveränderlichem  x  d«r<'h 
demente 
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Geht  man  hier  zur  Grenze  für  verschwindende  Ay  über,  so  entsteht 

Axlim^^zA  y     • 

Nun  ist  aber  der  Grenzwert  das  bestimmte  Integral  von  zäy,  ausgedehnt 
über  den  im  Innern  der  Fläche  /  liegenden  Teil  der  in  £  (oder  F)  errichteten 
Ordinate;  unter  Berücksichtigung  dieser  Grenzen  ist  daher 

Axlim^^^z Ay  =^  Ax  •  fzäy     . 

Setzt  man  hierin  für  Ax  der  Reihe  nach  alle  Teile  von  AB,  addiert  die  so 
erhaltenen  Produkte,  und  geht  dann  zur  Grenze  für  verschwindende  Ax  über,  so 
erhält  man 

\im2!  z  Ax  Ay  =  liin2  Axlim^^z  Ay 

=  liiaAxfz^y     . 

Das  innerhalb  der  angegebenen  Grenzen  genommene  Integral 

jzdy 

ist  eine  Funktion  von  x  allein;  der  Grenzwert  rechts  ist  das  von  der  kleinsten 
bis  zur  größten  Absei sse  der  Fläche  /  erstreckte  Integral 

f(^fz  dy^  dx     • 

Es  ist  gebräuchlich  die  Klammem  wegzulassen  und  das  Differential  der  Ver- 
änderlichen,  nach   w^elcher  zuerst  integriert  wird,   an  die  letzte  Stelle  zu  setzen. 
Das  über  eine  begrenzte  Fläche  /  erstreckte  Integral 

\^(x,y)df 

wird  daher  durch  zweimalige  Integration  gefunden;  man  denke  sich 
zunächst  x  konstant  und  berechne  das  bestimmte  Integral 

j(p{x,y)dy     , 

erstreckt  über  den  Teil  des  durch  das  Ende  von  x  gehenden  Lotes 
zu  OX,  der  innerhalb  der  Fläche  /  liegt;  dieses  Integral  ist  eine 
Funktion  von  x  allein;  hierauf  berechne  man  das  Integral 

erstreckt  von  der  kleinsten  bis  zur  größten  Abscisse  der  Fläche  /. 

Man  kann  in  dieser  Betrachtung  die  Koordinaten  x  und  y  gegeneinander 
vertauschen  und  gewinnt  dann  die  folgende  Regel:  Um  das  über  die  Fläche/ 
erstreckte  Integral 

j(p{x,y)d/ 

zu  erhalten,  denke  man  sich  zunächst  y  konstant  (z.  B.  gleich  OG)  und 
berechne  das  bestimmte  Integral 

j<p{x,y)dx     , 

erstreckt  über  den  Teil  des  zu  y  gehörigen  Lotes  zu  OY,  der  inner- 
halb /  liegt;  dieses  Integral  ist  eine  Funktion  von  y  allein;  hierauf 
berechne  man  das  Integral 

erstreckt  von    der   kleinsten    bis   zur  größten   Ordinate    der   Fläche  /. 
Da    die    über    Flächen    erstreckten    Integrale    durch    zweimalige    bestimmte 
Integration   gefunden  werden,   so  bezeichnet  man  sie  als   bestimmte   Doppel- 
integrale. 
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4.    Wir    wollen    nun    an    einigen    Beispielen    die    Grenzen    der    aufeinander 
folgenden  Integrationen  bestimmen. 

A)     Ist    die    Fläche  /  ein    Rechteck    ABCD,    dessen    Seiten    den 
Koordinatenachsen    parallel    sind,    und    in 
welchen   AD   und  BC   die   Abscissen    a    und    a^^      \ 
AB  und  DC  die  Ordinaten  b  und  b^  haben  (Fig.  28), 
so   ist  \'A 


fz(f/=  I    jzdxdy     , 

a     b 

=  /    \z  dy  dx     , 

b     a 


B 


Jl 


Fig.  2B. 


Wenn     beide    Integrationen     zwischen 
konstanten  Grenzen  erfolgen,   so  kann  da- 
her   die   Reihenfolge   der   Integrationen   ohne   Änderung   der   Grenzen 
gewechselt  werden. 

Die  Bedingung,  daß  das  Doppelintegral  über  die  Fläche  des  Rechtecks  aus- 
gedehnt werden  soll,  kann  durch  die  Ungleichungen  ersetzt  werden 

B)    Ist    die    Fläche  /   das    Dreieck    OAB,    dessen    Hypotenuse    AB 
(Fig.  29)  die  Gleichung  hat 

X        y 

SO    gehört    zu    einer    gegebenen    Abscisse     die 
Ordinate 

y  =  .(a--x)     , 
a 


zu  einer  gegebenen  Ordinate  die  Abscisse 


a 


x  =  ~^  {b--y) 


0 

. 

9' 

•m» 

^A 

F 

7 

B 

P 

• 

Fig.  29. 


Integriert  man  zuerst  nach  y  bei  unverändertem  x,  so  hat  sich  diese  Inte- 
gration über  die  I^B  zu  erstrecken ,  also  von  j  =  0  bis  y  =^  b{a  —  x)  i  a\  die 
nachfolgende  Integration  in  Bezug  auf  x  erstreckt  sich  über  OA,  also  von  jc  =  0 
bis  .T  =  ö;    daher  hat  man  /      j.\ 

I  sidf  =  I  I  zdxdy     . 


0    0 


Integriert  man  dagegen  zuerst  nach  x  bei  unverändertem  y,  so  erstreckt 
sich  diese  Integration  über  die  Strecke  jP"B,  und  die  darauf  folgende  Integration 
nach  y  über  die  Strecke  OB',  folglich  ist 


/  z  df  =  I  I  z  dx  dy  =:  I  1  zdy  dx     . 


0    0 


0    0 


Um    den   Spielraum   für  x  und  y   analytisch   zu   bestimmen,    bemerken   wir, 
daß  die  Funktion 

T{x,  ^)  =       +  2-  _  1 
a         o 

für  alle  Punkte   auf   derselben  Seite   der   Geraden  AB  dasselbe   Vorzeichen   hat, 
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also  für  alle  mit  O  auf  derselben  Seite  liegenden  Punkte  negativ  ist,  da  für  die 

Koordinaten  des  Nullpunktes  sich  7^(0,  0)=^  -  -1  ergibt.    Die  Bedingung,  daß  das 

Doppelintegral 

\  ^zdxdy 

über   die  Dreiecksfläche  OAB   auszudehnen   ist,    kann    also    durch    die  Bedingung 
ersetzt  werden,  daß  x  und  y  alle  positiven  Werte  annehmen,  für  die 


oder 


l<-"-+^-l<0 
ab 


a         0 


C)  Ist  das  Integral  jzdf  über  eine  Ellipse  erstreckt,  deren  Halb- 
achsen a  und  b  den  Ko- 
ordinatenachsen parallel 
sind  und  deren  Mitte  die  Ko- 
ordinaten y  und  d  hat  (Fig.  3Ö), 
und  beginnt  man  die  Berechnung 
mit  der  Integration  nach  y^  so 
erstreckt  sich  diese  über  PyP^ , 
und  die  nachfolgende  Inte- 
gration nach  X  über  A\Ai, 
Beginnt  man  dagegen  mit  der 
Integration  in  Bezug  auf  x,  so 
erstreckt  sich  diese  über  R^R^ 
imd  die  dann  eintretende  In- 
tegration nach  V  über  B^B-y, 
Da  nun 


Fig.  80. 


P'F^  =  d 


^)<i'       {X     -yY,      r'P,-^^d  +  -^]a^       (X-     yf      , 


wobei  die  Wurzeln  positiv  zu  rechnen  sind,  so   ergeben  sich  die  Grenzen 


y_|_rt     A-Jr—\ai—{.v  —  Y)* 


lzd/=l         \zdxdy     , 


y  —  a    6—      \  ai—(x—Y)* 


a 


=  I       j  ^  ^y  dx    . 

6  —  6     y  —  '*  l'T«—  (y  —  A)-i 


Für  alle  Punkte  des  Umfangs  von  /  ist 

(fix.y)  .  ^       --.        -1-       -^.     -  --  1  - 


a 


b'^ 


=  0 


für  alle  Punkte  außerhalb  der  geschlossenen  Ellipsenfläche  hat  die  Funktion  <^* 
dasselbe  Zeichen,  für  alle  Punkte  innerhalb  das  entgegengesetzte.  Da  nun  für 
die   Mitte    der   Ellipse    q'(y,  S)  =       1    ist,    so    folgt,    daß  q^   für   alle    Punkte    im 
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Innern  von  /  nep^ativ  ist.     Beachten  wir  ferner,  daß  q)  in  der  Mitte  den  kleinsten 
Wert   hat,  so  haben  wir  für  das  Doppelinte^ral  die  analytische  Begrenzung 

a^'       "^        d^ 


1  < 


(^ 


1  <0 


D)  Wird  die  Fläche  /  von  den  Koordinatenachsen,  von  einer  zur 
Abscisse  OA  =  a  gehörigen  Parallelen  zur  F-Achse  und  von  einer 
Parabel  begrenzt,  die  den  Scheitel  B,  die  Achse  OY  und  den  Parameter  2p 
hat  (Fig.  31),  so  hat  man,  wenn  OB  =  b  ist, 


P'P==  b 


r  A 


Folglich  ist 


•■i/ 


a    fi- 


A' 


*/ 


/  z df  =  /   \zd X dy 


0    0 

Will  man  zuerst  nach  x  integrieren,  so  zerlegt  man 
die  Fläche  /  in   das  Rechteck  OACD,  dessen  Seiten  sind 

OA=^a,       OD  -=  AC=b-     ^       , 

und  in   den   Parabelabschnitt  DBC\  man  hat  nun 


Fig.  31. 


b a 

2/ 


jzdf^  /  zdvdx  + 


0 


0 


Die  Funktion 


2/ 


/  z  dy  dx 


0 


2/(^    -  j) 


verschwindet  für  die  Punkte  der  Parabel,  und  ist  für  alle  Punkte  im  Innern  der 
Fläche/  größer,  als  für  O,  und  von  demselben  Vorzeichen;  statt  anzugeben,  daß 
das  Doppelintegral  /  fzdydx  über  die  Fläche  OACB  zu  erstrecken  ist,  hat  man 
daher  die  Bedingungen 

i)<x<a:       y>0;        --2pb<x^       2p(b-    y)<0     . 


5«  Wir  beschäftigen  uns  nun  mit  der  Einführung  neuer  Veränderlicher 
in   Doppelintegrale,   und   beginnen    diese  Untersuchung   mit   einem    besonders 
einfachen  Beispiele.     Will  man  in  das  Doppel- 
integral 

/  /  zdxdy 

Polarkoordinaten  r  und  qj  einführen,  so 
hat  man  in  z  die  rechtwinkligen  Koordinaten 
X  und  y  durch  r  und  q?  nach  den  bekannten 
Gleichimgen  zu  ersetzen 

X  =-  r  cosqp  ,     y  =-^  rsmgj 

Ferner  hat  man  das  Fläch endifferential  d/ 
durch  r  und  (p  auszudrücken. 

Haben  B  und  /\  die  Polarkoordinaten  r, 
ff    und   r  -;-  Jr,    <p  -\~  Jq?j    so    ist    das    kleine    Flächenstück    BB^B^B^    (Fig.  32) 

A/^i(r  +  Ar)K1(p       lr^A(p  =  (r  +  \Ar)ArA(p     . 


Fig.  82. 
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Geht  man  zur  Grenze  für  verschwindende  Ar  und  A(f  über,  so  erhält  man 

df  =  r  dr  dq? 
Daher 

1)  f  f  zdxdy  =  I  I  zrdtpdr     . 

Will  man,  wie  hier  angedeutet,  zuerst  nach  r  integrieren,  so  hat  man  das 
Integral  über  die  Strecke  /^/j  (Fig.  33)  des  Strahles  OP2  auszudehnen,  die  im 
Innern  von  /  liegt;  die  Grenzen  für  die  darauf  folgende  Integration  nach  q?  sind 
der  größte  und  kleinste  Wert  von  9?,  die  bei  /  vorkommen,  also  die  Arcus  der 
Winkel  AOX  und  BOX. 


0 


X 


Fig.  88.  Fig.  84. 

Ist  /  ein  Ausschnitt  eines  Kreisringes  ABCD  mit  Centrum  O^  dessen  äußerste 
Halbmesser  und  Polwinkel  0,  a^  und  ^,  ß^  sind,  so  wird  die  Integration  nach  v 
und  X  wegen  der  Begrenzung  von  /  sehr  unbequem;  man  müßte  das  Integral  in 
drei  Teile  zerfallen;  für  Polarkoordinaten  wird  die  Arbeit  viel  einfacher,  denn 
man  hat  ß^   a^ 

I  z df  =  f    f  zr  dq? dr     . 

ß      a 

Ist  /  eine  Kreisfläche  um  O  mit  dem  Halbmesser  a,  so  hat  man 

2;r    a 

f  zd/=  f     f  zr  dq)  dr     . 
0     0 

6«  Die  Änderungsgleichung  Nr.  5, 1)  kann  auch  unabhängig  von  geometrischen 
Betrachtungen  in  folgender  Weise  hergestellt  werden. 

In  dem  gegebenen  Integrale  ersetze  man  die  Veränderliche  y,  mit  der  die 
Integration  beginnen  soll,  durch  die  neue  Veränderliche  r.  Die  Ersetzungsformel 
für  y  wird  aus  den  beiden  Gleichungen 

X  =  r  cosq?  ,     y  =  r  sinq^ 

durch  Beseitigung  von  q?  gewonnen. 

Wenn  x  und  y  sich  um  dx  und  dy  ändern,  so  hat  man  für  die  zugehörigen 
Änderungen  von  r  und  q? 

1)  dx  =  cosq?dr  —  rsinq?dq>     , 

2)  dy  =  sinqi  dr  -\-  r  cosq>  dq)     . 

Bei  der  Integration  nach  y  bleibt  x  unverändert,  daher  hat  man  in  1) 
dx  =^  0  zu  nehmen,  und  aus  den  beiden  Gleichungen 

0  =  cosq?  dr  —  r  sinq?  dq?     , 
dy  =  sinq?  dr  -\-  r  cosq?  dq? 

das  Difi'erential  dq^  zu  entfernen;  man  erhält 

dr 

3)  sinq?  dy  =  dr  .     dy  =  ~ 

sin  q' 
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Setzt  man  dies  in  das  gegebene  Integral,  so  entsteht 

4)  W  zdxdy  =^  W  z  •  — dx dr     , 

JJ  JJ         8in(^ 

wobei  man  sich  sin 9?  durch  x  und  r  ausgedrückt  denken  muß.  Die  Grenzen 
der  Integration  nach  r  sind  hier  den  Grenzen  der  Integration  nach  y  entsprechend 
zu  nehmen;  der  analytische  Spielraum  für  x  und  r  ergibt  sich  aus  der  Un- 
gleichung bezw.  den  Ungleichungen,  die  den  Spielraum  von  x  und  y  angeben, 
indem  man  in  denselben  v  durch  r  und  x  ausdrückt 
In  dem  Integrale 

z    .     ~  dxdr 


K 


ändere   man  nun  die   Anordnung  der  Integrationen  und  bestimme  der  neuen  An- 
ordnung entsprechend  die  Grenzen;  in  dem  somit  erhaltenen  Integrale 

1 


//■ 


-  dr  dx 
sin  99 


ersetze   man  x  durch  r  und  9?.      Da   bei   der  Integration   nach  x   die  Veränder- 
liche  r  ungeändert  bleibt,  so  hat  man  für  dx  den  Wert  zu  setzen,  der  sich  aus 

X  =^  r  cos  q> 

unter  Voraussetzung  eines  konstanten  r  ergibt,  also 

5)  dx  =  — rs\jiq)d<p 

Die  Grenzen  der  Integration  nach  99  sind  denen  für  die  Integration  nach  x 
entsprechend  zu  bestimmen.     Man  gewinnt  somit 

6)  ffzdxdy= — ffzrdcpdr     . 

Aus  5)  geht  hervor,  daß  im  Quadranten  XO  V  bei  unverändertem  r  die  Ver- 
änderliche (p  abnimmt,  wenn  x  wächst;  dem  größten  Werte  von  x  entspricht 
daher  der  kleinste  von  <p  und  umgekehrt  Nach  dem  Begriflfe  des  über  eine 
Fläche  genommenen  Integrals  werden  die  untern  Grenzen  kleiner  vorausgesetzt 
als  die  obem.  Vertauscht  man  im  letzten  Integrale  die  Grenzen  für  qp,  so  hat 
man  das  Vorzeichen  zu  wechseln.  Unter  dieser  Voraussetzung  erhält  man  nun 
in  Übereinstimmung  mit  Nr.  5,  1) 

f  f  z  dx  dy  =  I  I  z  r  d(p  dr     . 

7.  Wir  wenden  uns  nun  zu  den  allgemeinen  Änderungsformeln  für 
Doppelintegrale. 

Um  für  X  imd  y  neue  Veränderliche  X  und  ^  einzuführen,  die  mit  x  und  v 
durch  die  Gleichungen  zusammenhängen 

1)  x=^\p(}.,  ii)y     y=:x(^>ß^)     » 

betrachten  wir  die  Kurven,  für  deren  Punkte  X,  bezw.  /i  konstant  sind;  die 
Gleichung  einer  Kurve  der  ersten  Art  erhalten  wir,  indem  wir  //  aus  1)  ent- 
fernen, die  einer  Kurve  der  zweiten  Art  durch  Entfernung  von  A.  Diese  Kurven 
bezeichnen  wir  als  die  Parameterkurven  X  und  //,  und  die  Werte  X  und  jUy 
die  einem  gegebenen  Punkte  P  entsprechen,  als  die  Parameter  (oder  Koordi- 
naten im  weitesten  Sinne)  des  Punktes. 

Für  Polarkoordinaten  r  und  <p  sind  die  Parameterkurven  cp  =  cp^  Strahlen 
durch  den  Nullpunkt  und  die  Parameterkurven  r  =  r^  Kreise  um  den  Nullpunkt 

Wir  werden  uns  auf  solche  Änderungen  beschränken,  bei  denen  im  all- 
gemeinen zu  jedem  realen  Wertepaare  x,  y  ein  und  nur  ein  reales  Wertepaar  A,  fi 
gehört,  bei  welchen  also  jeder  Punkt  einen  realen  Parameter  X  und  einen  realen 
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Parameter  ji  besitzt.  Alsdann  geht  durch  jeden  Punkt  P  im  allgemeinen  eine 
Parameterkurve  k  und  eine  Parameterkurve  //;  dies  mögen  die  Kurven  A  und  M 

sein  (Fig.  35).  Wächst  X  um  Ak  und  fi  um  J/x, 
so  erhält  man  zwei  neue  Parameterkurven  A'  und 
X  M';  da  nach  der  Voraussetzung  zu  jedem  P  nur 
ein  X  und  fi  gehört,  so  schneiden  sich  A  und  A' 
nicht,  ebensowenig  M  und  M'.  Geht  man  nun  für 
AX  und  AfjL  zur  Grenze  Null  über,  so  wird  PP^P^P^ 
ein  verschwindend  kleines  Viereck,  und  die  Kurven- 
bogen können  mit  den  Sehnen  verwechselt  werden. 
Da  PP^  und  P^P^^  sowie  PP,,  und  /3/1  dabei  zu 
unendlich  nahen  Geraden  werden,  und  sich  nicht 
schneiden,  so  folgt,  daß  PP^P^P^  beim  Lbergange 
zur  Grenze  ein  verschwindend  kleinesParallelo- 
p.    05  gramm  wird.     Der  Inhalt  desselben  ist 

wenn  man  mit  t  den  Winkel  bezeichnet,  unter  dem  sich  die  Parameterkurven 
in  P  durchschneiden,  und  mit  /ig  und  äo  die  an  P  liegenden  Bogenelemente 
von  A  und  M. 

Die  unendlich  kleinen  Änderungen,  die  man  den  Koordinaten  von  P  erteilen 
muß,  um  zum  Punkte  /g  zu  gelangen,  gehen  durch  Differentiation  aus  1)  hervor 
unter  der  Voraussetzung,  daß  X  konstant  ist.     Man  hat  daher 

2)  dx  =    ^^  du,     dy  =    .^  du     . 

C  jit     *^  c  ju 

Sind  ferner  D;c  und  bv  die  unendlich  kleinen  Änderungen,  welche  man  den 
Koordinaten  von  P  erteilen  muß,  um  zu  /*2   zu  gelangen,  so  hat  man 

8)  ix  =  ^.  ^-  dX  ,     b^'  -  4t-  '^^     • 

c  X  0  X 


dx       bv        b.v      dv 

• ■  • 

do      do        do      do 


Ferner  ist 
4)  dg  ^]Ux^~+dy^-  ,     do  =  }hx^  +  iy^  ,     sinr - 

Hieraus  folgt  weiter 

df  =  sin T  dg  do  —  dx  iy       dy  ix     , 

und  daher  mit  Hilfe  der  Werte   2)  und   3) 

\(  X  C  Jit  C  jbL  c  X  / 

Da  d/  positiv  ist,  so  ist  das  obere  oder  untere   Vorzeichen  anzuwenden,  je 
nachdem  der  Klammerinhalt  positiv  oder  negativ  ist. 
Damit  erhalten  wir  schließlich 

Beginnt  man,  wie  hier  angedeutet,  mit  der  Integration  nach  ju,  so  hat  man 
die  Grenzen  so  zu  bestimmen,  daß  sie  dem  innerhalb  /  liegenden  Teile  einer 
Parameterkurve  A  entsprechen;  für  die  nachfolgende  Integration  nach  X  sind  die 
Grenzen  der  kleinste  und  größte  auf  /  vorkommende  W^ert  von  X. 
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8.    Zur   weitem   Erläuterung   diene    die   Einführung    elliptischer   Koordi- 
naten (2.  Band,  2.  Buch,  §  15,  Nr.  14). 

Sind  a  und  b  positive  Zahlen  und  ist  a^  b^  so  genügen  der  Gleichung 


X' 


v2 


a  -\-  r        b  -\-  z 


1  -0 


bekanntlich   zwei   reale  Werte    von   r,   von   denen   der  eine  k  zwischen    — a  und 
~b  liegt,  und  der  andre  fx  größer  ist  als   -    b. 

Nimmt  man  /  und  fx  als  neue  Veränderliche,   so  sind  die  Parameterkurven 
Kegelschnitte,  die  der  Ellipse 


x-         r- 
a  b 


1  =  0 


brennpunktsgleich  sind:  und  zwar  sind  die  Kurven  y\  Hyperbeln,  die  Kurven  M 
KIHpsen.  Die  Parameter  A,  /i  eines  Punktes  hängen  mit  den  Koordinaten  jc,  r 
durch   die  Gleichungen  zusammen 


x^ 


Aus  ihnen  ergeben  sich 


-  1 


X- 


..2 


ii  -i-  i"      ^4/^ 


=  1 


X 


ab 


\  — 


1 


{b^l){b  +  li) 


b  —  a 

Für  die  Punkte  der  } -Achse  ist  A  =      a^  hat  also  den  kleinsten  vorkommenden 

Wert;   der  andre  Parameter  ^i  ergibt  sich  aus  der  Gleichung  J  =  |<^  +  li\  för  die 

Punkte   der  A^Achse  ist  ^  =  — b\  //   ergibt  sich  aus  x  =  ^a  +  yU. 
Für  ein  Bogendifferential  auf  A  hat  man 


c  JC\2 


für  ein  Bogendifferential  auf  M 


..  .  +  ;'' 


d  £42  = 


dfj,^ 


{a  +  fx)  (b  +  fx) 


do^-  = 


{a  4-  A)  (^  +  ^) 
Da    die  Parameter  kurven  A  und  M    sich   unter   rechten  Winkeln    schneiden, 

* 

so   ist  ein  beliebiges  Bogendifferential 


rfj2  =  dQ'^  +  da-  -- 


und   das  Flächendifferential 


ju     '  X 


d^'^ 


dX^ 


4      L(a  +  /i)(^  +  /i)        {a-{-X){b-\-X)\ 


1  {fl  -X)dXdfi 

4       I-   {a  +  fx)(b  +  ix)(a-^X){b  +  X) 


Man  hat  daher  die  Änderung 


1) 


1 


ll<p{x,y)dxdY==  ^ 


7' 


X- 


M 


(J7  +  ^H^  +  ^) 
a  -    b 

X 


i/^±A)_i^_±_^ 


dXd  a 


^l-(a^fL){b-yrll)(a^X)(b-\-X) 


Soll  das  Integral  über  den  innerhalb  A'C^  F  liegenden  Quadranten  der  Ellipse 

,2 


X'    .    r- 
a  b 


1  =  0 
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ausgedehnt  werden,   und   beginnt   man   mit   der  Integration  nach  >l,  so  hat  man 
diese  über  den  Quadranten  der  Ellipse  zu  erstrecken 


Dem  auf  der  A'-Achse  liegenden  Scheitel  dieser  Ellipse  gehört  der  Parameter 
A  =  — bi  dem  auf  der  F- Achse  liegenden  k  =  — a  zu;  die  Integration  nach  k 
erfolgt  daher  zwischen  den  Grenzen  — a  und  — b.  Da  ferner  für  die  an  die 
^-Achse  sich  anschmiegende  Kurve  M  der  Parameter  ^  =  — b  und  für  die  be- 
grenzende Kurve  /*  =  0  ist,  so  hat  man 


■.'/-f 


0     —b 

r 


2)       Wp-^ä^-W]^-  -^^=j_=-^^=i=  ^^=^_^=- ,,  n 


0  0  —b—a 


9.  Berechnung  von  Oberflächen.  Um  das  Stück  F  der  Oberfläche 
9?(^,  j',  »)=  0  zu  erhalten,  das  einen  gegebenen  Grundriß  y  hat,  zerlegen  wir/" 
in  kleine  Teile  Af  und  durchschneiden  F  durch  die  Mäntel  der  parallel  der 
Z- Achse  erstreckten  Cylinder,  welche  Af  zu  Richtschnitten  haben;  hierdurch 
zerfällt  F  in  ebensoviel  Teile  wie  /,  die  wir  mit  AF  bezeichnen.  Legen  wir 
nun  in  irgend  einem  Punkte  innerhalb  jedes  AF  eine  Berührungsebene  an  F  und 
bezeichnen  das  Stück  derselben,  dessen  Grundriß  mit  Af  zusammenfällt,  mit  A  T, 
so  stimmen  die  Summen  2AF  und  2 AT  um  so  genauer  überein,  je  kleiner  die 
Af  sind.     Geht  man  zur  Grenze  für  verschwindend  kleine  Af  über,  so  erhält  man 

F  =  lim  ÜAF  =  lim2'zdr     . 

Ist  T  der  Winkel,  unter  dem  T  gegen  die  XY-Ehene  geneigt  ist,  so  ist 


AT  = 


daher  hat  man 


F=  lim^* 


COST 


cosr 


oder 


1)  F==  f-^  .  df  =  \\  —  —  dxdy 

J   COST  JJ   COST 


Ist  die  Gleichung  der  Fläche  z  =  (p{Xty)f  so  ist  dem  absoluten  Werte  nach 
(2.  Band,  4.  Buch,  §  6,  Nr.  1) 

1 

COST  = 


und  daher 


!/•  -^  (i^)'+  m 


2 


Aus  der  Gleichung  (p(Xf  y,  z)  ^=  0  folgt 


3) 


COST  = 


=4f^v("feFa:T+d! 


F=  11^ >  -^    -  ->  dxdy 
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10.    Für  das  elliptische  Paraboloid  ist 

x^         y^  €2        X  dz        y 


Führt  man  neue  Veränderliche  durch  die  Gleichungen  ein 

x  =  aXco3^f    y  =  dXsin  jbL     , 
so   sind  die  Parameterkurven  A  Ellipsen 


[akj  +  Ua/ 


und   die  Kurven  M   sind  Strahlen  durch  den  Nullpunkt,  deren  Winkel  y)  mit  der 

-Y-Achse  sich  ergibt  aus 

d 
tangu;  =       tangLt 
a 

Nimmt  man   als   Grundriß  /  einen  Quadranten   der  Parameterkurve  X  =  kf 
so  sind  die  Grenzbedingungen  für  x  und  y 

Die  Grenzbedingung  für  X  ist 

0<X<k     . 

Die  Grenzen  für  tp  sind  0  und     -;  dieselben  Grenzen  ergeben  sich  für  ju. 
Femer  ist 


'S 

ex 

BX 

—  a  cos  fi , 

dx 

~a  X  sin/i     , 

dy 

ex 

—  b  sia  fj. , 

dy 
d  jLi 

—  dXcos/bL     , 

rix 

dy       Bx 

dv 

i7ß,2 

d  X     cju        d  fi      dX 
Daher  hat  man  für  die  gesuchte  Fläche 


7t 

2    k 


0  0 

=  J«*[(l  +  -i2)^  -1] 

Für  das  hyperbolische  Paraboloid  ist 


z  = 


x^        y^ 


2a       2  b 
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lind   daher 


COST 


)/' + (7)'+  e,)'  • 


=  ^1  + 


F  = 


//f+cr+är-^^' 


Hieraus  erkennt  man:   Berührungsebenen,   welche    die   beiden   Para 
boloide 


^2  y2 

a  b 


X^  y2 

22  =  0, ^4 2z  =^ 

a  b 


in  Punkten  berühren,  die  dasselbe  Richtbild  auf  die  A'y-Ebene 
haben,  sind  gleich  geneigt  gegen  die  JfK-Ebene.  Flächenstücke 
beider  Paraboloide,  die  dasselbe  Richtbild  auf  die  A'y-Ebene  haben, 
sind  gleich. 

11.    Die  Gleichung   eines   Kegels   zweiter   Ordnung,   bezogen   auf  seine 
Symmetrieebenen,   ist 


1  /  •^-      y^ 

Hieraus  findet  man 

s z      ^^  ,'\i ^^  X  y'        ^ ^      ^y 

dx         a^   ■  [^   fl2     1     ^2  »        i^y         ^2 

1  /  X'        y^ 

1           ^/(a^^x^     .     ß'f'\Jx^    , 

y'\ 

cos 


wenn  man  abkürzungsweise  setzt 


y^^  + 


r2 


a 


=  a  , 


iW+7^ 


=  ß  . 


Führt  man  dieselben  Parameter  ein  wie  im  vorigen  Beispiele,  und  erstreckt 
das  Integral  wieder  über  einen  Quadranten  der  Parameterkurve  A  =  >&,  so  erhält  man 


1) 


i  k 

F=a l^ffia^ cos -7^  +  ß'^ sin *>  .  XiijudX 
0  6 

31 

'-=  —  ty  -j  y«^  cos  'jLi  +  ß-  sin  ^/j,  dfi     . 


Die  Punkte 


X  ^^  A  sin  jbt  ,     y  =  B  sin  jll 

liegen    auf   einer  Ellipse   mit  den   Halbachsen  A  und  B.     Ein  Bogendifferential 
dieser  Ellipse  ist 


ds  =  y^2  cos  ^jLL  +  B^'sin  ^ju  dfji 
und  daher  der  Umfang  eines  Quadranten 


JT 

T 


(y^2  cos  2^1  +  B'^  sin  V  diJL 
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Krsetzt  man   1)  durch 


.T 


ak 


0 

so  bemerkt  man  den  Satz:  Der  Teil  des  auf  einer  Seite  der  Spitze  liegen- 
den Kegelmantels,  dessen  Grundriß  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen 
ijj^  und  dk  ist,  ist  dem  Mantel  eines  geraden  elliptischen  Cylinders 
gleich,  der  die  Höhe  ^ak  und  im  Richtschnitte  die  Halbachsen  akd 
und  ßkd  hat 

12.   Wählt  man   die  Achse    einer   normalen   axialen   Schraubenfläche 
zur  if-Achse  und  ihre  Horizontalspur  zur  X-Achse,  so  ist  die  Gleichung 

y 


z  =  c  '  arc  tang 


Hieraus  ergibt  sich 


cy 


X-  +y' 


dz 

c  y 


ex 


f 


1 

COST 

dx  dy 


x^  +  y^  +  c^- 


T-i 


+>•* 


Führt  man  Polarkoordinaten  ein  und  integriert  über  eine  Fläche,  die  zwischen 
den  Kreisbogen  ;*  =  r^  und  r  =  r^j  und  den  Richtungen  q>  =^  qj^  und  cp  =^  q)^ 
liegt,  so  hat  man 


1) 


Vi  n 


F-f  j^r'  +  c'äipdr     , 

ffo  ro 

=  2  ^^'       ^'^ 

r,i?,  +  c'- 

r, 

Dieses  Ergebnis  kann  auch  auf  einem  andern  Wege  gefunden  werden,  den 
wir  angeben,  weil  er  eine  allgemeinere  Bedeutung  hat 

Ist  F  eine  Regelfläche,  sind  /  und  /'  zwei  benachbarte  Lagen  der  die  Fläche 
beschreibenden  Geraden,  und  ist  ihr  kürzester  (unendlich  kleiner)  Abstand  z/^, 
ihr  (unendlich  kleiner)  Winkel  d(p ,  so  kann  man  ein  zwischen  /  und  l'  enthaltenes 
Stück  der  Fläche  F  leicht  angeben.  Ist  iV  der  Fußpunkt  von  d^  auf  /,  und 
teilt  man  auf  /  von  N  aus  kleine  Strecken  Ar  ab,  und  legt  durch  die  Teilpunkte 
Lote  zu  /,  die  /'  treffen,  so  ist  für  das  Lot  dm ,  das  von  /  die  Strecke  NP  =  r 
abschneidet, 


Daher  ist 


dm  =  -^r^  d<p^  +  d^^      . 

dF  =  ^r^dtp^  +  dC^dr     , 

F  =  ll^r^d(p^  +  dC^dr 


y-£+i+ 


du 


2 


d(p    \  dZ  ^ 


dH 


Für  eine  normale  axiale  Schraube  ist  dl^  :  d(p  =  c ,  also  hat  man 


F  = 


yr*-+7^  +  .v^-±J^l±i! 


d^ 


in  "Cbereinstimmung  mit   1). 


6^ 
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13.    Sind  die  rechtwinkligen  Koordinaten  der  Punkte  einer  Fläche  als  Funk- 
tionen  zweier  unabhängigen   Parameter  A,   //   gegeben   (2.  Band,   4.  Buch,   §  10) 

so  ist  das  zur  Fortschrittsrichtung 

gehörige  Bogenelement  auf  der  Fläche,  wenn,  wie  dort,   die  Hauptgrößen  erster 
Ordnung  mit  e,  /,  g  bezeichnet  werden, 


ds  =  p+  2/k  +  gk'^  .  dk     . 
Für  die  am  Punkte  A,  jbt  liegenden  Elemente  der  Parameterkurven  äs  und  ds'  ist 

k  =  0  ,     bezw.     >5^  =  oo     , 
daher  ist 

äs  ^^e  »  dX  ,       d/  =  yg  -  d^     . 
Der  Cosinus  ihres  Winkels  ist 

cosd  =  , 

daher  folgt 


Hieraus  ergibt  sich  für  das  Flächenelement 

dF=  sini?  .  dsd/  =  ]'e'g-  pdld^x     , 

wobei  die  Integrationsgrenzen  der  Begrenzung  des  Flächenstücks  F  zu  entsprechen 
haben. 

Wir  wenden  diese  Formel  auf  räumliche  Polarkoordinaten  an,  und 
benutzen  als  solche  den  Abstand  r  eines  Punktes  vom  Nullpunkte,  den  Winkel  /i, 
den  r  mit  OX  einschließt  und  den  Winkel  A,  unter  dem  die  Ebene  des  Winkels  /^ 
gegen  die  A'K-Ebene  geneigt  ist.  Die  Formeln  zum  Übergänge  aus  recht\i'ink- 
ligen  Koordinaten  sind 

jc  =  rcos/i,       ^  =  r  sin/i  cosA  ,       2  =^  r  sin^sinA     . 

Aus  der  Gleichung  der  Fläche  in  Polarkoordinaten 

r  =f{X,  ii) 

kann  man  r  in  or,  ^,  z  einsetzen,  und  erhält  dann  die  Koordinaten  der  Flächen- 
punkte durch  die  Parameter   "k  und  ^i  ausgedrückt. 

Für  die  partialen  Differentialquotienten  der  rechtwinkligen  Koordinaten  nach 
X  und  li  ergibt  sich  nun 

^x  dr  dx  dr 

-^  =  cosu  ^  ,  ,  -^  =  cos//  .      -  rsmjLL     , 

cX  cX  0  ju  c  fi 


1) 


i)y 

'ex 


=  smu  lcos>l-;r-T  —  rsmXI  ,  ^r— =  cosX   smu  ^ hrcosi/ 

^    \  dX  I  C  fl  \        "^    CJßjL 

-ir^  ==  smi/   smX  ^  -  + '"cosAj  ,  ^ — =  sm/lsm//-;^ [-rcosu]     . 

d  X  ^\         ex  1  0 IX  \      '^  c  PL  '^  I 
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Hieraus  ergeben  sich  folgende  Werte  für  ^,  f  und  g 


( '-m 


2) 


+  r*  sin^^     , 


/= 


er      cj  r 


g 


sowie  femer 


n-  p  = 

Daher  ist  schließlich 


3) 


/■  = 


fim 


+  r' 


sin  2^  + 


ü:)' 


r  //A  ^^     . 


Die  Cosinus  der  Winkel  des  Flächenlotes  mit  den  Achsen  sind 


wenn 


L 

j/- 

N 

i'i  -p ' 

}^^-/*'      }^^-P 

C  V 

c  z     dz 

c!  X    S  X 

0« 

CX       SjLL 

c  X    d  X 

-M, 

dX     c  ju 

dy     £y 

cU 

"^/^ 

dX     6  ju 

dX     dju 

Aus   1) 

folgt 

=  A^ 


i) 


i 


er 


r  sm// isin/i  ^     -{-r  cos jll 


) 


M 


o  r 


Cr 


cos jLt  «      —  r  sin//)  sin/i  cosx  —  sinA  . 


A' 


=  r  ( cos/i  ^ r  sin// 1  sin/t  sin  i  +  cosA 


o  r 


Hieraus  ergibt  sich  für   den  Winkel  y,    den   das  Flächenlot   mit  OF  bildet. 


xL+yM+zN 
cosv  = 


.2 


r'  sin  1.1 


Man  hat  daher  auch 

5) 


rieg~P  i^g-P 


ff  r'^ 
F=^\\ sin  u  dX  da     . 

JJ  cosv 


Zu  derselben  Formel  gelangt  man  durch  folgende  geometrische  Betrachtung. 

Beschreibt  man  um  den  Nullpunkt  eine  Kugel,  deren  Halbmesser  =  1  ist, 
bezeichnet  ihren  Schnittpunkt  iV  mit  der  X-Achse  als  Pol  und  zählt  die  Meridiane 
von  A'K- Ebene  an  (Fig.  36),  so  ist  //  der  Polabstand  und  X  die  Länge  des  Mitten- 
bildes n  des  Punktes  P  auf  der  Kugel.  Das  kleine  Flächenstück  HII^H^TI^  der 
Kugel,  das  zwischen  den  Meridianen  X  und  X  -\-  AX  und  den  Breitenkreisen  jli  und 
fjL  -{-  Aju  liegt,  nähert  sich  beim  Übergange  zu  verschwindend  kleinen  AX  und  Aju 
einem  Rechtecke  aus  den  Seiten 

limiZili  =  sin /LI  dX  ,     limTJiTg  -=  djLL     . 
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Wir  projizieren   dieses   Kugelelement  AS  =  IIII^IJ^II^    von  O  aus   auf   die 
Berührungsebene  T  der  Fläche  im  Punkte  P  und  auf  eine  Ebene,   die  durch  11 

parallel  zu  T  gelegt  ist:  die 
erstere  Projektion  sei  J/',  die 
letztere  A^\  diese  beiden  Pro- 
jektionen hängen  durch  die 
Gleichung  zusammen 

AF=r^"A€^     . 

Geht  man  nun  zur  Grenze 
für  verschwindend  kleine  AS 
über,  so  kann  man  AF  mit 
^  einem  Elemente  der  gegebe- 
nen Oberfläche,  und  AS  mit  der 
Normalprojektion  der  Fläche 
J$  auf  die  Berührungsebene 
der  Kugel  in  77  verwechseln: 
man  hat  daher 


Fig.  96. 


r/*  = 


dS 


cosv 


1 


cosv 


sin  jutfXiiju 


folglich 


i/F  = 


cosv 


smfidXdfjL 


und  schließlich 


Jj  cosv 


-  sin juäXdju 


§   10.     Dreifache  bestimmte  Integrale. 

1.  Einen  gegebenen  begrenzten  Raum  v  teilen  wir  auf  irgendwelche  Weise 
in  kleine  Teile 

A^v  ,     A^v  ,     AgV  f  , . .  Aj^v  , . .     , 

und  bezeichnen  vait  fj^  {x ,  y y  z)  den  Wert,  den  die  Funktion /(jc,j,  js:)  für  irgend 
einen  im  Innern  von  Av  gelegenen  Punkt  annimmt 

Unter  dem  über  den  Raum  v  erstreckten  Integrale 

verstehen  wir  alsdann  den  Grenzwert,  gegen  den  die  Summe 

für  verschwindend  kleine  Werte  der  Av  konvergiert,  wenn  dabei  die 
Summation  über  alle  in  v  enthaltenen  Raumteile  ausgedehnt  wird. 
Es  ist  also 

^)  j/(x,y,  z)dv  =  \im2!/{x,yy  z)Av     , 

wobei  rechts  der  Zeiger  Jt  unterdrückt  worden  ist. 

Dieses  Integral  hat  eine  einfache  physikalische  Bedeutung.  Unter  dem 
spezifischen  Gewichte  eines  homogenen  Körpers  (d.  i.  bei  welchem  gleiche 
Räume  gleiche  Gewichte  haben)  versteht  man  das  Gewicht  der  Raumeinheit;  das 
Gewicht  eines  homogenen  Körpers  ist  daher  das  Produkt  aus  dem  Räume  und 
dem  spezifischen  Gewichte.    Ist  ein  Körper  nicht  homogen,  so  versteht  man  unter 
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dem  an  einem  Punkte  x^y,  z  vorhandenen  spezifischen  Gewichte  den  Grenzwert 
des  Quotienten 

Hierbei  bedeutet  Av  einen  kleinen  Teil  des  Körpers,  in  welchem  der 
Punkt  x^y^z  liegt,  und  Ay  das  Gewicht  dieses  Teiles. 

Es  bedeute  nun  die  Funktion /(jt:,>',  ä)  das  spezifische  Gewicht  im  Punkte 
x,y,z  eines  Körpers  vom  Räume  vi  ferner  bedeute  f^(j;,j,  ä)  das  kleinste  und 
3ifr(-^»>'»^)  das  größte  innerhalb  A/^v  vorhandene  spezifische  Gewicht  Ist  nun 
G  das  Gewicht  des  Körpers,  so  hat  man  die  Begrenzungen 

^U {^* y,z)AkV<G<2:Sk (^, J',  z)AjkV    , 

^U (■^' yy  ^) ^k V  <  Zfk {x, y,  z)AjkV  <2:^jk {x, y,  z)  Ak v     . 

Verschwinden   die    Avy   so   gehen   die    Grenzen    ineinander  über,    und    man 

hat  daher 

jf{xyy,z)dv  =  \\mZf{xyyyZ)Av  =  G     . 

Das  über  einen  Raum  v  erstreckte  bestimmte  Integral  Ifdv  gibt  also  das 
Gewicht  eines  Körpers  an,  der  den  Raum  v  erfüllt,  und  dessen  spezifisches 
Gewicht  an  jedem  Punkte  gleich  dem  Werte  ist,  den  die  Funktion  /  für  diesen 
Punkt  hat 

Über  einen  Raum  erstreckte  Integrale  kommen  aber  auch  in  mehrfach  andrer 
Bedeutung  in  der  Mechanik  vor,  von  denen  wir  nur  noch  eine  andeuten  wollen. 
Die  Anziehung,  die  ein  Körperelement  auf  einen  Massenpunkt  in  einer  bestimmten 
Richtung  ausübt,  ist  verhältnisgleich  dem  Gewichte  des  Elements  und  einer 
Funktion  q)  der  Koordinaten  desselben,  welche  die  besondere  Art  der  Anziehung 
bezeichnet  Ist  nun  /  das  Produkt  aus  dem  spezifischen  Gewichte  und  der 
Funktion  9?,  so  gibt  j fdv  bis  auf  einen  vom  anziehenden  Körper  unabhängigen, 
auf  physikalischem  Wege  zu  ermittelnden  Faktor  die  Gesamtanziehung  an,  die 
der  angezogene  Punkt  in  der  gegebenen  Richtung  von  dem  Körper  erleidet 

2.  Das  Integral  (fdv  kann  je  nach  der  Art,  wie  mai^  den  Raum  V  einteilt 
auf  sehr  verschiedenen  Wegen,  und  zwar  immer  durch  drei  aufeinander 
folgende  einfache  Integrationen  berechnet  werden. 

Durch  Parallelebenen  zu  den  Koordinatenebenen  zerfällt  v  in  rechtwinklige 
Spate;  sind  Ax,  Ay,  Az  die  den  Achsen  parallel  gemessenen  Kanten  des  Raum- 
teils, in  dessen  Innern  der  Punkt  x^  y,  z  liegt,  so  hat  man 

//(■^» y^  ^)  ^^  =  \\mSf{xy yy  z)  AzAy  Ax     . 

Addiert  man  zunächst  die  Elemente,  die  zwischen  zwei  folgenden  Lot- 
ebenen zur  ^- Achse  liegen,  so  haben  dieselben  Ax  gemeinsam,  und  angesichts 
des  Grenzübergangs  hat  x  in  der  Funktion  /  für  alle  diese  Elemente  denselben 
Wert,   ist   also   bei   dieser  Addition  konstant.     Dieser  Teil  der  Summe  ist  daher 

Ax  •  WiaSf  •  Az  Ay  =  Ax  f  f/dy  dz     . 

Dabei   ist   das  Integral   über   den  Querschnitt   des  Raumes  v  zu  erstrecken, 
der  die  Abscisse  x  hat 
Man  hat  nun  weiter 

limZf'  AzAyAx  =  lim H (jf/dy dz)Ax=  j{jjfdy  dz)  dx     . 

Die  Grenzen  des  Integrals  sind  dabei  die  größte  und  kleinste  Abscisse, 
zwischen  denen  v  enthalten  ist 

Unter  Einhaltung  der  angegebenen  Grenzen  ist  daher 


l/(^*yy «) ^^  =  f  f f/i^y J»  ^)  ^^ ^y ^^   ' 
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3«  Ist  V  ein  zwischen  den  Ebenen  jc  =  äq  ,  x  =  ^ ,  j/  =  3q  ,  j»/  =  ^i ,  5  =  ^q  , 
z  =  c^  enthaltener  Spat,  so  sind  diese  Koordinaten  die  Grenzen  der  Integrale, 
es  ist 

a\    bx   cx 

ff{iv=f   f  jfdxdydz     . 

tfo     ^     ^0 

Ordnet  man  in 

ZfAzAyAx 

die   Reihenfolge    der  Addition   anders,   z.  B.  so,  daß  man  erst  die  zwischen  zwei 
Lotebenen  zur  F- Achse  enthaltenen  Raumelemente  addiert,  so  ergibt  diese  Teil- 

Ay  2,fAzAx     . 

Hierbei  ist  y  mf{x,y,z)  konstant.  Der  Übergang  zur  Grenze  für  ver- 
schwindende Az  und  Ax  liefert 

Ayj  {fdxdz     . 
Hieraus  ergibt  sich  weiter 

a\   C\  bi    rti   C\ 

jfdv  =  UmHAyj  jfdxdz^jj  jfdydxdz     . 

Oü    Cq  bo    Uq    Cq 

£s  ist  daher 

n^    bi   Ci  bi    «1    Ci 

/  /  f/dx  dy  dz  =  I  I  f/dydxdz     . 

oq   bo  Co  bo   Oa  Cq 

Auf  diesem  Wege  gewinnt  man  den  Satz:  Wenn  die  Grenzen  konstant 
sind,  so  kann  die  Reihenfolge  der  Integrationen  geändert  werden, 
ohne  daß  die  Grenzen  sich  ändern. 

Sind  die  Grenzen  nicht  konstant,  so  ändern  sich  mit  der  Reihenfolge  der 
Integrationen  auch  die  Grenzen. 

4«  Um  die  Integration  jfdv  in  Polarkoordinaten  auszuführen,  ersetzen 
wir  in  /  die  Koordinaten  x,  y,  z  gemäß  der  Gleichungen 

jc  =  ^  cos// ,    ^' =  ^sin/i  cosA  ,     z  =  Qsmfi^inX     . 

Wir  beschreiben  Kugeln  S  um  den  Nullpunkt,  und  bezeichnen  mit  Aq 
die  in  Richtung  eines  Radius  gemessene  Dicke  der  Schicht  zwischen  zwei  auf- 
einander folgenden  Kugeln;  hierauf  Umdrehungskegel  C,  die  OX  zur  Achse 
haben,  und  bezeichnen  mit  Afi  den  W^inkel  der  derselben  Meridianebene  an- 
gehörigen  Mantellinien  zweier  aufeinander  folgenden  Kegel;  schließlich  Ebenen  E 
durch  die  A'- Achse  und  bezeichnen  mit  Ak  den  Winkel  zweier  aufeinander 
folgenden  Ebenen. 

Durch  den  Kegel,  dessen  Meridian  den  Winkel  /i  mit  der  Achse  bildet, 
wird  auf  der  Kugelfläche  mit  dem  Halbmesser  q  eine  Kappe  begrenzt,  deren 
Höhe  ^  (1  —  cos jLi)  ist;  also  ist  der  auf  ihr  stehende   Kugelausschnitt 

p  27T 

1)  2nQ'  q(1  —  cos ju)  .  —  =  --- Q^{1  —  cos/O     . 

Wächst  fx  um  Aju,  so  wächst  dieser  Ausschnitt   um 

2  JT 

-—-  Q^lcosju  —  cos(ji  +  A/j)]     . 
o 

Behält  man  angesichts  des  Grenzübergangs  nur  Glieder  mit  der  ersten  Potenz 

von  AjLi  bei,  so  erhält  man 

2:71 
2)  -—   Q'^  sin  fiAfi    . 

o 


i^  10 
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Wächst  ferner  q  um  Ag,  so  wächst  dieser  Raum  um  den  Ring 

271 


behält  man  hier  von  dem  Klammennhalte  nur  Glieder  mit  der  ersten  Potenz 
Aon  Jq,  so  entsteht 

3)  2  71 Q^  sin fi  A/iAq     . 

Der  Teil  dieses  Ringes,  der  zwischen  zwei  benachbarten  Ebenen  E  liegt, 
ist  einer  von  den  Raurateilen,  in  welche  wir  jetzt  v  zerlegt  haben;  er  hat  zum 
Ring   8)   das  Verhältnis  AX:27i\  mithin  folgt 

Av  =^  Q^sinfiAiJLA}.AQ     . 

Somit  ergibt  sich  schließlich 

/  fdv  =  j\jf  .  Q^  sin;/  dQ  dX  d^     . 

Die  Grenzen  sind  hier  entsprechend  zu  bestimmen. 

5.    Drückt  man  x^  y,  z  durch  drei  Parameter  q,  X,  ju  aus 

1)  X  =  (p{Q,  Xy  ju)  y     y  =  w{QiX,  ju)  j     z^xiQ^^^J^)     » 

und  wählt  die  Parameter  so,  daß  im  allgemeinen  zu  jedem  Punkte  von  v  ein 
und  nur  ein  realer  Parameterverein  g^  X,  ju  gehört,  so  kann  man  die  Inte- 
gration auch  in  den  neuen  Veränderlichen  ^,  A,  //  durchführen. 

Denkt  man  sich  in  den  Gleichungen  1)  den  Parameter  g  gegeben  und 
entfernt  X  und  jUf  so  erhält  man  eine  Gleichung  in  x,  y,  z,  die  g  enthält;  die 
Fläche,  welche  diese  Gleichung  darstellt,  enthält  alle  die  Punkte,  denen  der 
gegebene  Parameterwert  g  zugehört,  wir  wollen  sie  die  Parameterfläche  P  nennen. 
In  gleicher  Weise  erhalten  wir  die  Parameterflächen  A  und  M,  welche  die  Pimkte 
enthalten,  denen  dasselbe  X  oder  jx  zugehört. 

Der  Voraussetzung  nach  schneiden  sich  zwei  Parameterflächen  derselben 
Art  nicht,  folglich  kann  der  Raumteil,  der  von  den  drei  Paar  Parameterflächen 
g,  g  -{-  Ag  j  Xy  X  -{-  AX,  ^,  jLi  +  Aju  eingeschlossen  wird,  für  verschwindende  Werte 
von  Ag,  AXy  A/jl  als  Spat  betrachtet  werden. 

Die  drei  dem  Punkte  P  benachbarten  Ecken  /\,  P^i  -^h  dieses  Raumteils 
erreicht  man  durch  Verschiebungen  von  P,  wenn  dabei  der  Reihe  nach  X  und  ju, 
jbt  und  g,  g  und  X  ungeändert  bleiben. 

Bezeichnet  man  die  Koordinaten  von  Fj  mit  x  -{-  AiX,  y  -{-  Aj-y,  z  =  AjZ, 
so  ist  daher 


4  ^^    4 

cg 


A^x 


ex 


AXy 


dv 
cX 


dz 
A^z=     -Ag 
dg 


A^z 


BX 


AX 


A^x 


CX 

^     Afi  , 


A,y^'J^A^.y 


A^z 


ez 


H' 


AfJL 


Das  Tetraeder,  dessen  Ecken  die  Koordinaten  Xj-yiZi  haben,  stimmt  bekannt- 
lich dem  absoluten  Werte  nach  überein  mit 


1 

•^0 

.Vo 

^0 

1 

1 

•^1 

y\ 

H 

6 

1 

^t 

y- 

h 

1 

•^3 

>'3 

H 
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Zieht  man  die  erste  Zeile  von  jeder  folgenden  ab,  so  erhält  man 


1 
6 


X^  Xq     y 


Xq 


X, 


0  » 


Xr 


^1  ~~  ^0 


Zo  Zr 


Läßt  man  hier  Ay^x,  A^x,  A^x,  A^y^  .  . ,  A^z  an  die  Stelle  der  Koordinaten- 
unterschiede treten,  so  erhält  man  für  den  Spat  aus  den  Kanten  jP/\,  PP^,  PP-^ 

d  X      ex      d X 

C  Q         CA,        C  fl 

cy       Sy       dy 


Av  =  -\ 


ez 


CQ 


0  X       c)  JU 

dz 


o  z 


(U 


c 


f^ 


AjuAXAg 


Ersetzt  man  schließlich  in/  die  rechtwinkligen  Koordinaten  durch  ^,  A,  /<, 
so  hat  man  ////^* 'iy äz  =  ±  jjjf  'J.dQdXd(i     , 


wobei 


/  = 


clx 

dx 

ex 

de 

8k 

df. 

cy 

ey 

dy 

dQ 

ex 

c> 

ez 

ez 

ez 

ee 

ex 

e  fi 

Die  Grenzen  sind  hierbei  wieder  der  Begrenzung  von  v  entsprechend  zu  be- 
stimmen und  das  Vorzeichen  so  zu  wählen,  daß  es  mit  dem  von  y  übereinstimmt. 

6.  Man  kann  diese  Änderung  aach  unabhängig  von  geometrischen  Betrach- 
tungen durchführen.     Aus  den  Gleichungen 

1)  X  =  (p{Q,X,  fi)  ,      y  =  W to»  ^'  /*) 

berechne  man  q  und  k  und  setze  diese  Werte  in 

dadurch  erhält  man  z  als  Funktion  von  x,  y  und  fi.  Nimmt  man  nun  jc,  y  und  jj, 
als  neue  Veränderliche,  so  hat  man  dz  durch  ^  auszudrücken.  Bei  der  ersten 
Integration  bleiben  y  und  x  unverändert;  unter  dieser  Voraussetzung  gewinnt  man 
durch  Differentiation  der  Gleichungen   I) 

Sx  ^x  ^x 

CQ       "•  CA,  C  fl 

0=:      ^dQ-\--^dX   +   -^d^  , 

CQ     ^        d  A  Cju 


z 


d 


cz 


dz 


Hieraus  folgt 


'/z  =  ^^dg  -\-  ^-^dk  +  ^     du 
CO  CA  d  fi     '^ 

dz  ==  -f  i^l^     » 


wobei 


/i  = 


ex    ex 

"~  'ex 


eQ 


dj^    8y^ 

C  Q      d  A 
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Daher  hat  man  zunächst 

/ 


fdx  dy  dz  =  j  1 1/        dx  dy  d^ 


wobei  man  die  Grenzen  der  Integration  nach  fx  nach  den  Grenzen  für  z  zu  be- 
stimmen hat. 

Hierauf  ändert  man  die  Ordnung  der  ersten  beiden  Integrationen;  nachdem 
die  Grenzen  entsprechend  bestimmt  worden  sind,  erhält  man 

/  •     —  •  dx  dfx  dy 
J\ 

Nun  entferne  man  aus  den  Gleichungen  1)  den  Parameter  q  und  drücke  y 
als  Funktion  von  >l,  //  und  x  aus.  Führt  man  durch  diese  Gleichung  A  statt  y 
in  das  Integral  ein,  so  hat  man  dy  durch  dX  zu  ersetzen;  dabei  ist  aber  zu  be- 
rücksichtigen, daß  //  und  x  unverändert  bleiben. 

Unter  dieser  Voraussetzung  erhält  man 


und   hat  demnach 


0: 

—  -—dp  +  V  ;  dA, 

CQ                0  /. 

dy 

CQ            d  X 

dy-^dl     , 

O  X 

1 

und  daher  die  zweite  Umformung 


2)  ^\^fdx  dy  dz  =  llf/ .  ^  dx  d^  dX 


CQ 

wobei  die  Grenzen  für  X  denen  für  y  entsprechen  müssen. 

Hier  ändert  man  nochmals  die  Ordnung  der  Integrationen  und  beginnt  mit 
der  nach  x,  bildet  also,  indem  man  die  neuen  Grenzen  gehörig  bestimmt, 

/-^  dfji  dX  dx     . 


Nun  kann  man  x  durch  q  gemäß  der  Gleichung 

x=-(p{Qy  X,  ju) 

ersetzen;  da  bei  der  Integration  nach  x  die  Parameter  X  und  /n  ungeändert  bleiben, 
so   hat  man 

dx  =  ^r—  dp     . 
dg 

Bestimmt  man  nun  die  Grenzen  der  Integration  nach  g  entsprechend  denen 
für  X,  so  hat  man  schließlich 

3) •  fjj/^^ ^y ^^  =  111/'/'  ^J^ ^^ ^Q    ' 

in  Übereinstimmung  mit  dem  Resultat  in  Nr.  5,  da  die  Ordnung  der  Integrationen 
unwesentlich  ist. 

Die  in  Nr.  5  gegebene  Vorzeichenregel  kommt  zustande,   wenn  wir,   wie  in 
Nr.  5,   die  Bedingung  stellen,   daß  die  untern  Grenzen  der  geänderten  Integrale, 


92 


Integrale  im  Gebiete  der  realen  Zahlen. 


§  10 


wie  im  ursprünglichen,  kleiner  als  die  obern  sind.     Aus 


dz  =    —  dfi , 


dy  = 


dx 

CQ 


dX  ,       dx  =  ^—  dp 

CQ 


erkennt  man  leicht,  daß  zu  positiven  dfiy  dk,  dg  drei  positive  oder  ein  positiver 
und  zwei  negative  Werte  dz,  dy,  dx  gehören,  sobald  y>  0;  hingegen  zwei  positive 
und  ein  negativer  oder  drei  negative,  sobald  y<  0.  Ist  nun  z.  B.  dz  negati\, 
so  folgt,  daß  wachsenden  z  abnehmende  /i  entsprechen,  daß  also  die  auf  ^  be- 
zügliche obere  Grenze  in  1)  kleiner  ist,  als  die  imtere,  wenn  im  gegebenen 
Integrale  alle  untern  kleiner  sind  als  die  obern.  Will  man  daher  in  3)  die  untere 
Grenze  für  fi  kleiner  haben  als  die  obere,  so  muß  man  die  Grenzen  und  damit 
das  Vorzeichen  des  Integrals  wechseln. 

Hieraus  folgt,  daß  wenn  in  3)  schließlich  alle  untern  Grenzen  kleiner  als 
die  obern  sein  sollen,  das  Integral  3)  noch  mit  +  1  zu  multiplizieren  ist,  je 
nachdem  f^  0. 

7«    Das  Quadrat  der  Funktionaldeterminante  J  ist 


^ 


0 


^1         Cki 


P  = 


a. 


'0 


wobei  abkürzend  gesetzt  ist 


a.y      b^ 


K 


0 


*  \C  fl)  \C  fl/ 


+ 


+ 


.?:-)+ 


C  0^* 


dy\ 


+ 


XQ 

dz 


cX/       \c  X 


)'■ 


c  ;c  c  ;c  c  y  c  y  c  z   c  z 

^       c  Q  c  X  d  Q  c  X  c  Q  d  X 

c  X  c  X  c y  cy  dz   cz 

C  Q    C  jLL  C  Q  C  jbL  CQCjLi 


+  u- 


c  z 


/;,= 


Sx  d 


X        cy   Cy        Sz    dz 


d  X  c  ju       c  X  S  jLi       c  X  d  ju 

Für  die  verschwindend  kleinen  Verschiebungen  PPi,  PP^^  PP^  (Nr.  5) 
ist  nun 

PPi  .  PP^  '  cosP^PP^  =  a^  dg dX  , 
PP^  .  PP^  .  cosP^PPq  =  02  dg  du  , 
PP.y  .  PP^  .  cosP^PP,^  =  b^  dX  d^i     . 

Wenn  sich  je  drei  Parameterflächen  P,  A,  M  rechtwinklig  schneiden, 
so  sind  P^PP^,  P^PP^y  P^PP'A  rechte  Winkel;  man  hat  daher  ^^  =  ^^^  =  ^j  =  0. 
Die  Determinante  y^  beschränkt  sich  alsdann  auf  ihr  Diagonalglied,  es  ist 


/ 


m 


(Iffdi 


v(li)V(ii 


m<'h% 


■)' 


Dieser  Fall  tritt  bei  den  gewöhnlichen  räumlichen  Polarkoordinaten  (Nr.  4)  ein. 

8,  Ein  weiteres  Beispiel  für  rechtwinklige  Parameterfiächen  geben  die  ellip- 
tischen Raumkoordinaten. 

Sind  jc,  yy  z  die  Koordinaten  eines  Punktes,  und  ist  ^  >  /;  >  ^  >  0,  so  hat 
die  kubische  Gleichung  der  Unbekannten  v 


1) 


2 


1.3 


Z^ 


a  -\'  V       b  -\-  V        c  -\-  V 


-1  =  0 
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2) 


immer  drei  reale  Wurzeln.     Beseitigt  man  nämlich  die  Nenner,  so  erhält  man 
jp(v)  =.x^d  +  v){c  +  v)  +y^{a  +  v){c  +  v)  +  z^a  -\-v){d  +  v) 

—  {a  +  v){d  +  v){c  +  v)  =  0     . 

Setzt  man  für  v  der  Reihe  nach  die  Werte  -  -a,  — d,  — r,  c»,  so  erhält  man 
F{-a)  =  x^d  —  a)(c  -  -  a) ,     F{—b)  =  y^a  —  b){c  -  b)     , 
F{~c)  =  z^a  —  c)  (b  —  c)  ,     F{po)  =  oo     . 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  1)  liegen  daher  zwischen  den  Grenzen  oo  und 
-  r,  —c  und  — b,  —  b  und  — a\  wir  bezeichnen  sie  der  Reihe  nach  mit  q,  l^  jti. 
Die   Gleichungen  der  Parameterflächen  sind 

^  x^  v^  z^ 

P=  -*  -+ .;^    +- '-  -1  =  0  , 


3) 


Mej 


x~ 


y2  ^2 


X'  V*  Z' 

+  -V-  + 


1  =  0. 


a  -\-  ju       b  -\-  ju       c  -\-  fi 

Die  Flächen  P  sind  dreiachsige  P^Uipsoide,  A  sind  einschalige  und  M  sind 
zweischalige  Hyperboloide.  Da  ^,  A,  /*  die  Wurzeln  der  Gleichung  2)  sind,  so 
gilt   die   Identität 

(a  -{.v){b  +  v){c  +  v)  —  x^-(b-\'  v){c  +  v)  —  y^  {a  +  v)(b  +  v)~z^{a  +  v){b  +  v) 

=  {v-  -q)(v  —  X){v-    /i)     . 

Ersetzt  man  hier  v  der  Reihe  nach  durch  -  dy   — b,   — c,  so  erhält  man 


4) 


X' 


{a  +  Q)(a  +  X){a  +  ,i) 


,2  


(6  +  g){fi  +  i)(d  +  fl) 


(d  —  a){c  —  a)  •'  {a  —  b){c  —  b) 

(c  ^  q)(c -^  X){c  ^  ti) 


(a  -  c)  (d  -  c) 


Durch  Subtraktion  je  zweier  der  Gleichungen  8)  erhält  man  die  Gleichungen 


+ 


r 


+ 


z- 


(a  +  e){a  +  X)       {i  +  Q){l>  +  k)        (c  +  q)(c  +  X) 


+ 


y 


.i 


+ 


^2 


(a  +  Q)(a+^)  (b  +  Q)(b  +  fl)  {c  +  Q)(C  +  fJL) 


=  0 


=  0 


v  + 


y 


,2 


+  - 


Z' 


T—     =0 


[(a  +  X)(a  +  ju)       {b  +  X){b  +  iu)       (c  +  X){c  +  pi) 

Bezeichnet  man  mit  Qq,  q^,  Ö2»  ^»  ^1»  ^»  A^o»  A*i»  A4  ^^^  Cosinus  der 
Stellangswinkel  der  Berührungsebenen  der  Flächen  P,  A,  M  im  Punkte  P,  so  ist 
bekanntlich 

X  y  z 

Qo'Qi'Q2  = 


6) 


Aq    .    A«     •    At)    ■ — 


f^O'f^l'fh   = 


^  +  Q  ^  +  Q  ^  +  Q 

X  y  z 

. • •         

a  -^X  '  b  +  X  '  ~c  +  X     ' 

X  y  z 

• '' • 

a  -\-  fx  b  -\-  fi  c  '\-  [JL 
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Die  Gleichungen  5)  sagen  daher  aus,  daß  diese  Ebenen  lotrecht  zueinander 
sind,  daß  sich  also  die  durch  P  gehenden  Parameterflächen  P,  A,  M  unter 
rechten  Winkeln  schneiden. 

Aus  den  Gleichungen  4)  ergibt  sich 


9 


V  X 


ÖQ 
C  X 

ex 


X 


a-\-  Q 

X 

a  +  X 


•  » 


dx  X 

d  ßi       a  -\-  ßi 


2 

cy 

y 

2 

cy 
vX 

y 

b-\-X 

9 

8y 

y 

t  fj,       b  -\-  fjL 


^  <JZ  z 

2-.-     =   -- 

cX       r  +  Jl 

i  z  z 

Q _ 

"  f  /i        c  -\-  ßl 


hieraus  folgt  weiter 
( 

j= 


7) 


f 


z' 


''^(b+gy'^O+Qy 


y- 


\  (a-{-XY'^'i''-^^'>^'^  ' 


«2 


(b  +  X)'^   •    (<:  +  Xr- 


+ 


vi 


7.+ 


Die  Radikanden,  die  wir  der  Reihe  nach  mit  1  :  7?*,  1  :  Z-,  1  :  Af^,  be- 
zeichnen wollen,  kann  man  in  folgender  Weise  bestimmen.  Für  die  in  6)  ent- 
haltenen Cosinus  hat  man  die  Werte 


«) 


Qo  = 


^ 


Rx 
Lx 


Qi  = 


^1  = 


Ly 


Q%  = 


h  = 


Rz 


Lz 


/^  = 


ö  +  /i 


i"i  = 


IH 


c-\-  II 


ö  +  A'     "*       b-\-X'      ^       c-\-X 
Mx  My  Mz 

*'+  /^ ' 

Hieraus  und  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  3)  ergibt  sich 

QüX-\-  Q^y  ^rQ^z^  R     , 
9)  \  X^x-^X^y-^X^z^L     , 

Diese  Gleichungen  lehren  (2.  Band,  3.  Buch,  §  2,  Nr.  4),  daß  R,  L,  M  die 
Koordinaten  von  P  in  einem  Systeme  sind,  dessen  Ebenen  durch  O  parallel  zu 
den  Berührungsebenen  der  Parameterflächen  P,  A,  M  gelegt  sind. 

Bildet  man  in  bekannter  Weise  die  Formeln,  welche  jc,  y^  z  in  den  neuen 
Koordinaten  Ry  L,  M  ausdrücken,  so  erhält  man 

Ix-=QqR-^XqL  +  fji^M    , 
y=^Q^R  +  X^L  +  ßi^M    , 
z  =  Q^R  +  X^L^  ßi^M    . 
Hierin  ersetzen  wir  nun  die  ^o  -  *  -  A^  durch  die  Werte  8);  dadurch  entsteht 


11) 


R^            Z2            M^ 

a  -\-  Q       a  -\-  X    ^   a  -{-  fi 

1 

R^            L^            M^- 

b  -\-  q       b  '\'  X       b  -\-  ßi 

1 

R^             Z2            J/2 

c  -\-  q    '    r  +  A        c  -{■  ßi 

1 

ji  10  Dreifache  bestimmte  Integrale.  95 

Diese  Gleichungen  lehren,  daß  die  kubische  Gleichung 

H ; — r  H —   I  —  =1 


die  Wurzeln  a^  b,  c  hat.     Beseitigt   man    in   dieser   Gleichung    die    Nenner   und 
wechselt  die  Zeichen,  so  erhält  man 

(//  +  Q){n  +  D{u  +  fi)     -  R^{u  +  A)(«  +  fi)  -  IJ{u  +  q){u  +  lu) 

Man  hat  daher  die  Identität 

(«  +  q)(u  +  X)(u  +  fi)-  R*{u  +  X){u  -\-fx)-LHu  +  Q)(u  +  fi) 
—  M^(u  +  e)  (u  +  l)^    («  —  a)  (u  -  6){u  —  c)     . 

Setzen  wir  in  diese  identische  Gleichung  für«  der  Reihe  nach  -    q,  —  ji,  -fi, 
so  erhalten  wir  sofort 


12) 


(Q      -  fl)  (A         fi) 

Mit  Hilfe  dieser  Werte  ergibt  sich  schließlich  die  gesuchte  Änderung 


//] 


•   «   •'  f 


wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  worden  ist 

A^{Q  +  a){Q  +  b)(Q  +  c),     B^(k-^ä)(k  +  b){X-\-c)     , 

9.  Wir  wollen  diese  Formel  anwenden,  um  einen  Oktanten  des  Ellipsoids 
zu  berechnen,  dessen  Oberfläche  die  Gleichung  hat 


^  +  Qo         ^  +  Qo         ^  +  Qo 

Das  Doppelintegral  nach  ju  und  X  hat  sich  hierbei  über  alle  Punkte  des 
Oktanten  eines  mit  £  brennpunktsgleichen  EUipaoids  zu  erstrecken,  mithin  über 
alle  Werte  von  /x  und  X;  daher  sind  für  jj.  die  Grenzen  — a  und  — b,  und  für  X 
sind  sie  —b  und  —c.  Betrefls  der  Grenzen  für  q  genügen  die  Bemerkungen, 
daß  die  Achsen  der  Parameterfläche  mit  q  wachsen,  und  daß  £  selbst  eine  der 
Parameterflächen  P  ist,  nämlich  für  den  besondem  Wert  Q  =  Qqj  die  Flächen  P, 
die  innerhalb  £  liegen,  gehören  daher  zu  den  Werten  ^  =  — c  bis  ^  =  ^^. 

Da  es  sich  nur  um  eine  Addition  der  Raumelemente  handelt,  so  ist/=  1. 
Verwendet  man  ferner  die  bekannte  Formel  für  den  Inhalt  eines  dreiachsigen 
Ellipsoids,  so  erhält  man  schließlich  die  bemerkenswerte  Integralformel 

—  c  — 6  — a 

Auf  andre  beachtenswerte  Integrale  kommt  man,  wenn  man  das  Gewicht 
einer  Schicht  des  Ellipsoids  unter  der  Voraussetzung  bestimmt,  daß  das  spezifische 
Gewicht  /  des  Körpers   auf  'brennpunktsgleichen   EUipsoiden   beständig  ist      Ein 
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homogenes  Ellipsoid  a  -{-  Qt  ^  +  ^»  ^  +  ö  l^at  den  Inhalt 

4 


2) 


TiiA 


Hieraus  erhält  man  das  Gewicht  einer  unendlich  dünnen  ellipsoidischen 
Schale,  deren  Grenzen  die  Parameterflächen  q  und  Q  -{-  äg  sind,  wenn  man  2) 
nach  Q  differenziert  und  mit  /  multipliziert;  es  ergibt  sich 

2nf  dA 

Betrachtet  man  hier  f  als  Funktion  von  q  und  integriert,  so  ergibt  das 
zwischen  den  Grenzen  ^q  und  q^  genommene  Integral  das  Gewicht  der  zwischen 
den  Parameterflächen  q^  und  q^   enthaltenen,  nicht  homogenen  Schicht  zu 


3) 


4) 


G  = 


2n  C 


ViQ) 


dA 


-ß      ^9 


dq 


eo 


Die  Voraussetzung  /{q)  =  ]^A  ergibt 

271 


G^  —  {A,-A,) 


daher  hat  man 
2n 


91    —c 


3 


K 


-/// 


3 


{q  —  X)(X  —  ju)  iju  —  q) 


fBC 


dq  dl  dju 


ßo     — b  -—a 

Jede  andre  Voraussetzung  über/(ß),  bei  der  das  Integral  4)  in  geschlossener 
Form  hergestellt  werden  kann  —  z.  B.  wenn  man  f{q)  als  Funktion  von  A  so 
wählt,  daß  f{A)dA  das  Diff'erential  einer  bekannten  Funktion  ist  —  führt  zu 
einer  neuen  Integralformel. 

10.  Wir  geben  noch  ein  Beispiel  für  Parameterflächen,  die  sich  nicht  recht- 
winklig schneiden. 

Es  seien  a,  b^  c  drei  positive  Zahlen,  und 

IE^ax^'  +  by^  +  cz^-  1  =  0  , 
F^ax'''  +  by''-  —  cz^—1^0  , 
G^ax^  —  by^  —  cz'^—l^O     , 

also  E  ein  Ellipsoid,  F  ein  einschaliges,   G  ein  zweischaliges  Hyperboloid.    Durch 
jeden  Punkt  des  Raumes  geht  je  eine  Fläche,  die  zu  E,  F,  G  ähnlich  ist;  denn 

'  ax''-^  by^  +  ^2«  — A  =  0     , 

ax^  -]-  by^  —  cz^  —  fi=0     , 

ax^  —  by'^  —  cz^  —  v  =  0 

können  X  jx  v  immer  eindeutig  so  bestimmt  werden ,  daß  diese  Gleichungen  von 
den  Koordinaten  eines  gegebenen  Punktes  F  befriedigt  werden.    Die  Zahlen  X  fj,  v 
sind  daher  als  Parameter  zur  Bestimmung  von  F  verwendbar. 
Löst  man  2)  nach  den  Koordinaten  auf,  so  entsteht 


in  den  Gleichungen 

2) 


3) 


X' 


za 


y'  =  \^Af^-'^) 


2  b 

1 

2c 


a-Ai) 


§  n 
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Aus  3)  folgt 


r  d 


4) 


ex 

dx 

dz 
\ei 
Daher  hat  man 


X 


=  0, 

1 


iiCZ 


dx 

ez_ 


=  0, 


cx 


1 


1 


^cz 


C  V 
C  V 

c  z 


4  ax 


^dy 


=  0 


32adcxyz  8  p  ade     fU  +  v){jx       v){X-iu) 

und  schließlich,  wenn  man  das  Integral  links  über  das  ganze  Ellipsoid  erstreckt, 

/ifX  djn  dv 


h  -  y^  -///i 


va  +  v)(/i-  v)  (A  -  fi) 

Soll  sich  die  Integration  über  den  Raum  erstrecken,  der  zwischen  den  zwei 
EUipsoiden  Xq  und  X^  enthalten  ist,  so  sind  die  Grenzen  für  das  erste  Integral 
— X  und  fi,  für  das  zweite  —X  und  -\-Xf  für  das  dritte  Xq  und  jlj.  Wenn  /  nur 
von  X  abhängt,  so  ist  für  eine  unendlich  dünne  von  X  und  X  -\-  dX  eingeschlossene 
Schale 

]fdv  =  2  ^/-7==-     , 
Daher  hat  man  für  die  von  JI^  und  jl^  begrenzte  Schale 


/ 


fdv  = 


2n 


yö^ 


\fiXdX 


Auch  hier  führen  geeignete  Voraussetzungen  über  f{X)  zu   einer  Reihe  von 
Integralformeln.     Man  erhält  z.  B.  für  /(i)  =  1 


Für  f{X)  =1:^/1  ergibt  sich 


0    —l  -k 


kl    4-A     u 


2/2^(^1 -^)  = 


rfjl  rf/i  //v 


A  — A 


yA(A  +  v)(/i-v)a-/i) 


§  11.     Die  periodischen  Reihen  und  die  FouRiERSchen  Integrale. 

1.    In   diesem  Abschnitte   untersuchen  wir  unendliche  Reihen,   die  eine  der 
beiden  allgemeinen  Formen  haben 

1)  Aq  •\-  A^  cos«  +  A^  cos 2«  4-  A^  cos32^  +  •  •  • 

2)  B^  sinu  +  ^2  sin 2//  +  ß^  sin32/  +  . .  . 

die   also   nach  dem  Cosinus  und  Sinus  der  natürlichen  Vielfachen  des  Bogens  u 
fortschreiten. 

ScBLOtxixxais  Handbuch  der  Mathematik,  2.  Aufl.,  Bd.  III.  "^ 
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Wenn  die  Reihen  innerhalb  der  Grenzen  0  und  71  gültig  sind*),  so  stellen 
sie  Funktionen  von  u  dar;  setzt  man  in  diesem  Falle 

Aq  +  A^  cos«  +  ^2  cos 2 2/  +  .  .  .  =/(«)     » 

so  ist  offenbar  /  x        ^/  x 

f{n  +  v)=-f{7i-~v)     . 

Die   Werte,   welche    die   Funktion   von  «  =  0  bis  u  ==-7i   annimmt,    wieder- 

liolen  sich  also  in  umgekehrter  Reihenfolge,  wenn  die  Veränderliche  von  u  =  jz 

bis  w  =  2jr  wächst     Beachtet  man  femer,  daß  die  Faktoren  cos mu  ihre  Werte 

nicht   ändern,   wenn  u  um   ein   ganzes  Vielfaches  von  27r  zu  oder   abnimmt,   so 

erkennt  man,  daß  ^,      .    ^  ,     v        ^,  x 

/(u  +  2k7z)=/{u)     . 

Die  Summe  der  Reihe  ist  daher  eine  periodische  Funktion  von  u.  Ebenso 
erkennt  man  sofort,  daß  auch  die  Reihe  2)  eine  periodische  Funktion  von  u  ist. 
Beide  werden  daher  als  periodische  Reihen  bezeichnet. 

Hierin  unterscheiden  sich  diese  Reihen  wesentlich  von  den  Potenzreihen. 

Potenzreihen  sind  innerhalb  des  Geltungsgebiets  Funktionen  der  Veränder- 
lichen; an  der  Grenze  der  Gültigkeit  treten  im  allgemeinen  Unstetigkeiten  auf; 
und  für  alle  Werte  der  Veränderlichen  außerhalb  dieses  Gebietes  ist  die  Summe 
der  Reihe  unendlich  groß.  Die  periodischen  Reihen  1)  und  2)  dagegen  sind  für 
alle  Werte  von  u  gültig,  wenn  sie  für  die  Strecke  von  0  bis  31  gelten,  und  sind 
periodische  Funktionen  von  u  mit  der  Periode   2  n. 

2.  Ist  /{u)  eine  Funktion,  die  von  u  =  0  bis  u  =  ji  endlich  bleibt,  so  kann 
man  die  Zahlen  Aq,  A^,  A2  »  >  »  A^^iy  bezw.  B^,  B^^  B>^y  .  .  .  B„  so  bestimmen,  daß 
die  Gleichungen 

1)  f{u)  =  Aq  +  A^  C09U  +  A^  cos 2  «  +  ...  +  A^—i  cos(«  —  l)u 

2)  /{u)  =  B^  sinu  +  ^^  sin2  «  4"  ^3  sin3  «  +  .  .  .  +  ^„  sin«  « 

für  n  verschiedene  innerhalb  der  Strecke  von  0  bis  n  liegende  übrigens  willkürlich 
gewählte  Werte  von  u  erfüllt  werden.  Denn  setzt  man  die  gegebenen  Werte 
von  u  z.  B.  in  1)  ein,  so  erhält  man  n  Gleichungen,  die  Aq,  A^,  .  .  .  An—i  linear 
enthalten,  aus  denen  die  A  also  eindeutig  bestimmt  werden  können.  Die  Summen 
der  endlichen  Reihen 

Sft  =  Aq  -\-  A^  cosu  +  A2  cos 2  ?/  +  ...  +  A„^i  cos(«  —  l)u 

2„  =  ^1  sin  //  +  ^2  sin  2  w  +  .  .  .  +  ^n  sin  n  u 

stimmen  also  dann  für  die  gegebenen  n  Werte  von  u  mit  f(u)  überein. 

Vermehrt  man  nun  die  Zahl  «,  so  wächst  die  Anzahl  der  Punkte,  welche 
die  Kurven  ^„,  2„  und  f{u)y  —  u  dabei  als  Abscisse  und  5«,  2n  bezw.  f{u)  als 
Ordinate  betrachtet,  —  gemein  haben;  wird  n  unendlich  groß,  so  haben  die 
Kurven  Sn  und  /(«),  bezw.  2„  und  f(u)  unendlich  viele  Punkte  innerhalb  der 
Strecke  von  0  bis  n  gemein.  Es  wird  daher  jedenfalls  möglich  sein,  die  Koeffi- 
zienten Aqj  A^j  A2  ...  bezw.  B^,  Ä2 ,  Äj   ...  der  unendlichen  Reihen 

Aq  +  A^^  cosu  -\-  A2  cos2  «  +  .  . . 

Bi  sin u  -{-  B2  sin2  u  -\-  ,  ,  . 

so  zu  bestimmen,  daß  für  alle  Werte  von  7/  innerhalb  0  und  ji  die  Reihen  eine 
gegebene,  innerhalb  der  Grenzen  endlich  bleibende  Funktion  /(u)  darstellen. 

3.  Angenommen,  es  gelte  die  Entwicklung 

1)  y(//)  =  Aq  -(-  A^^  cosu  +  A2  cos2  //  +  . . .     , 

so  kann  man  die  Koeffizienten  leicht  auf  folgendem  Wege  bestimmen. 

*;  Über  die  Gültigkeitsbedingungen  vgl.  u.  a.  Schloemilch,  Kompendium  der  höheren 
Analvsis,  4.  Aufl.,  Bd.  I,  S.  40. 
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Man  multipliziere  1)  mit  du  und  integriere  zwischen  den  Grenzen  0  und  n. 
Da  für  jede  ganze  Zahl  k 


fcoskuäu  =  0     , 

0 


so  erhält  man 


n 


jf(u)  du^nA^     , 


mithin 


0 

7t 

^  ^  ^du 

0 


2)  A^  =  ^jfiu) 


Zur   Bestimmung    der    andern   Koeffizienten    machen    wir   von   der  Integral- 
formel Gebrauch 


jt 


jcoakucosnudu  =  ^(^jco8{k  ^  n)udu  ~\-  fcos{k  +  n)udu) 

0  u  0 

^Tiy    wenn    k  =  n 
0 ,     wenn    k'^n     . 


={ 


Multipliziert   man   1)   mit   cos  ku  du  und   integriert  zwischen  den  Grenzen  0 
und  7t,  so  erhält  man  hiemach 

f/(u)  cos>tw  du  =  ^7iAk     9 
mithin 

7t 

2  r 

3)  Ajk  =      l/{u)coskudu     . 

JiJ 

0 

Durch  ein  ähnliches  Verfahren  erhält  man  die  Koeffizienten  der  Entwicklung 
4)  /(«)  =  B^  sinu  +  B^  sin 2  u  -\-  Bq  sinSu  +  .  .  . 

Multipliziert    man    beide    Seiten    mit  sin  ku  du   und   integriert    zwischen    den 
Grenzen  0  und  -tz,  indem  man  dabei  von  der  Formel  Gebrauch  macht 

7t  7t  7t 


fsinkusinnudu  =  ^  (^fcos(k  —  n)udu  —  /  cos(>^  +  n)udu) 

0  0 

^jr,    wenn    k  =  n     , 
0,     wenn    k^n     , 


{ 


so  erhält  man 


jf(u)  smku  du  =  ^71  Bk      , 


and  daher 


0 


7t 

2 

5)  ^^  =  _  lf(^u)s\nkudu 

u 


4.    Hierbei  ist  vorausgesetzt  worden,  daß  die  Entwicklungen 

1)  f{u)  =  Aq  -{-  A^  cosu  +  A^  cos2 «  +  A^  cosSu  +  •  •  • 

2)  /(«)  =  B^  sinu  +  B2  sin 2  «  -|-  ^g  sin3  «  +  •  •  • 

zulässig    sind,    und    unter    dieser   Voraussetzung   sind    die   Koeffizienten   bestimmt 
worden.     Es   ist  nun   noch   zu  untersuchen,   welche  Beschaffenheit  eine  Funktion 

7* 
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f{u)    haben    maß,    um    imierhalb    des    Intervalls   0   und    n    in    eine    periodische 
Reihe   1)  oder  2)  entwickelbar  zu  sein. 

Um  diese  Frage  zu  entscheiden,  summieren  wir  die  endlichen  Reihen,  die 
aus  1)  und  2)  hervorgehen,  wenn  man  die  gefundenen  Koeffizienten  einsetzt  und 
bei  dem  Gliede  mit  dem  Index  n  abbricht. 


JT 


3) 


d 


—  \f{v)  dv  +  //(^)  cosz'  cos  udv  -\-  l/iv)  cos  2  v  cos  2udv 


irt 


4"  l/{'^)cosSvcosS  udv  +  •  •  •  +  l/{v)co8nvco8nudv 


0 


4) 


JC 


0  ü 


n  n 

+  l/{v)Bin3vsia3udv  +  . . .  +  j/{v)3mnvsmnudu 

0  0 

Vereint  man  alle  Integrale  in  jeder  Summe  zu  einem  einzigen,  so  erhält  man 


'. = ^//w 


5)  5«  =  —  l/{v){l -\-2cosvco8u-\-2  co82vcos2u  + »,.-^-2  co8nvcosnu)dv     , 

0 


71 

6)  ^»  =  ^m» 


)(2  sinz;  8ini/+ 2  sinz;  2t^  sin  2z/+ 2  sin  3r^  sin3  «+ •  •  •+ 2  sin«z;  j«i««)/ft'. 


Setzt  man  zur  Abkürzung 

jR^  =  cos(z'  —  *^)  +  cos2 (t;  —  «)  +  cos3 (z^  —  u)  -\-  . . .  -\-  cos« {v  —  u)     , 
J^  =  cos(z;  +  »)  +  cos2  (z/  +  «)  +  cos3  (z^  +  «*)  +  •••  +  cos«(z;  +  «')     > 
so  erhält  man 


;i 


0  0 

Die    goniometrischen    Reihen    ^^    und    /^    lassen    sich    leicht    summieren. 
Multipliziert  man  nämlich  die  Reihe 

cosa  +  cos2ö  +  cos3fl  +  cos4ö  +  . .  .  +  cosna 

mit  2sin^a,  und  macht  in  jedem  Gliede  von  der  Formel  Gebrauch 

2  sin^^a  •  coska  =  sin(>&  +  -^d)  —  sin(^     -  ^d)     , 

so  erhält  man  sofort 

2  sin|  j(cosö  +  cos 2a  +  •  •  •  +  coBnd) 
=  sin^a  —  sin^fl  +  sin^a  —  sin|a  +  •  •  •  +  sin(«  +  i)^  —  sin(«    -  \)a     . 

Hieraus  folgt 

.Oll  1     .    sin{n  +  l)a 

cosa  +  cos2fl  +  •  •  •  +  cos«  a  =  — —  + 


9fii 


sin^a 
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Daher  ist 

^       sin — (v  —  u)  ^       sin — {v  +  u) 

und  schließlich 

.    2n  +  l  r  .    2«+l        ,     . 

sm ^r—  (^  -  «)  1    /  s^^  ~2  "~^^'  "^  ^^ 

2 71/  "^  sini(z;  —  «)  2 Trf  "^  ^  ^  sm|(z^  +  i/) 

0 

1    I  ^*'^'      o     -(^■~^)  1     /  ^^^ 2 (^  +  ») 

0 


In  diesen  Gleichungen  lassen  wir  nun  n  unendlich  wachsen.  Ob  dabei 
Sn  und  2n  sich  bestimmten  endlichen  Grenzen  nahem  und  welches  diese  Gren- 
zen gegebenenfalls  sind,  das  hängt  davon  ab,  was  aus  den  beiden  Integralen 

sm — {v  —  u)  I        sm ^--(v  +  u) 

'  sm^(v  —  u)  J  smf  (f/ +  ^) 

0  u 

wird,  wenn  n  unendlich  wächst 

Statt  mit  diesen  beiden  Integralen,  werden  wir  uns  zunächst  mit  dem  Grenz- 
werte eines  etwas  einfachem  beschäftigen. 


a 


o.    Grenzwert  des   Integrales   / —    - 


1  —   ._  ß(u)  du ,   wenn  m   die  Reihe   der 


0 

natürlichen  Zahlen  durchlaufend  unendlich  wächst,  und  a  positiv  ist 

Wir  teilen  den  Betrag  ma  in  ^  ganze  Vielfache   von  ji  und   einen  Rest  o, 
der  kleiner  als  ti  ist,  so  daß  also 

ma  =  an  +  p  y       a  = —     , 

m 

und  zerlegen  das  gegebene  Integral  in 

JT  in  S.T 

m  m  m 


/sinmu  „,  ^   ,      .    fsinmu  „,  ^   ,      ,    fsinmu  „, 
F{u)  du  +  l F{u)  du  +  l F{u 


)  du  -\- ,  .  . 


n  2.T 

m  m 


,    fsinmu  ^,  ,   ,      .    fsinmu  „,  .    , 
.  .  .  +  / ^(«)  ^u  +  I F{u)  du     . 


(7— l)j7T  ^ 


In  jedem  dieser  Integrale   ändern   wir   die  Veränderliche;   in   dem   zwischen 
den  Grenzen 

k  Jl  ,        (k  -{-  1)71 

—       und - 

m  m 
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genommenen  Integrale  setzen  wir 


und  in  dem  letzten  Integrale 


u  =  V  -{- 


U  =  V  -\- 


k  71 


m 


qn 
m 


Hierdurch    erhalten    alle    Integrale,    bis    auf    das    letzte,    die    gemeinsamen 


7t 


Grenzen  0  und  — ;  sie  lassen  sich  daher  in  ein  Integral  vereinen,  und  es  entsteht 


1) 


a 

ß 


sinmu 


u 


F{u)  du 


,     71  ,     2  71 


---...  -f 


\  m 


m 


m 


v-\- 


{q-\)7i 


tn 


^inrnzj  dv 


m 


-K^) . 


qTi 
m 


sinmvdv     . 


Ersetzt  man  hier  mif  durch  a>,  so  erhält  man 


9^     .   == 


2) 


a 


sinmu 


u 


F{u)  du 


fe)  '(-r)  '(-ri 


O) 


co  +  ^ 


:-^- 


.(. 


a)+(?-l) 


m 


=) 


cü  +  2ji         *"         (D-\-{q      1)71   . 


sin  o)  d(o 


Q 


("  T) . 


(xi-\-q7i 


sin  oi  d(o 


u 


Wir  nehmen  nun  zunächst  für  F{u)  den  einfachsten  Fall  an  und  setzen 
F[u)  =  1 ;  dann  entsteht  aus  2),  indem  wir  sogleich  zur  Grenze  für  m  =  oo 
übergehen 


.T 


lim/  — ^-////  =  lim/ { +  -— - 

J         U  J  \0)  (O  -{-  71  O)  +  2  71 

0  0 


1 


o>  +  3  jr 


+  .  . .)  sincodü) 


9 

jz  lim  / si 

1  0)  -{-  q7t 


sin  (o  düD 
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Da  Q  <C  jz,   SO  ist  die  unter  dem  letzten  Integralzeichen   stehende  Funktion 
innerhalb  der  Grenzen  positiv,  und  daher  das  Integral  kleiner  als 


Wird  tn  unendlich  groß,  so  wird  auch  q  =^  oo\  da  nun 

lim/(l +  -^)  =  0,       q^oo     , 
\         qnf 

so  folgt,  daß  um  so  mehr 

lim  / sinco  d(a  =  0  ,     ^  ^  =  c» 

J  (o-\-  qn 

0 

Der  Grenzwert  der  Funktion  unter  dem  ersten  Integralzeichen  rechts 
\(x>       (jo  ~\-  n        (ü  +  2jr        cü  +  3jr        co  +  ^jr  / 


sincüz/co 


ist  für  aUe  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  0  und  n  liegenden  Werte  von  co 
endlich.  Denn  für  co  =  0  ist  zwar  das  erste  Glied  der  eingeklammerten  Summe 
unendlich  groß,  das  Produkt  mit  dem  verschwindenden  sinco  ist  aber  =  1 ;  alle 
andern  Bestandteile  des  Produkts  verschwinden  mit  sinco.  Für  jeden  positiven 
Wert  von  co  enthält  die  Reihe 

1. L_  +  ^ ^  +  ... 

Glieder,  die  unbegrenzt  abnehmen;  daher  hat  die  Reihe  einen  endlichen  Grenzwert. 
Hieraus  folgt,  daß  der  Grenzwert  des  Integrales 

1 


; 1 ; r ...  1  SinCÜ  d(Ü 

(O  CO  -\-  71  0}  +  2  7t  j 


0 


eine  endliche  bestimmte  Größe    ist;   wird   dieselbe   mit  C  bezeichnet,   so   haben 

wir  schließlich 

tt 


tsinrnf/ 

lim  / 

I       u 


Wir  werden,  sehr  bald  Gelegenheit  finden  C  zu  bestimmen. 

6.  Wir  wenden  uns  nun  zur  Gleichung  2)  der  vorigen  Nummer  zurück  und 
setzen  voraus,  daß  F{ii)  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  0  und  a  endlich  bleibt. 

Ist  F'  der  größte  Wert,  den  F(u)  innerhalb  «  =  0  und  u  =^  a  annimmt, 
so  ist 

Q 

(O  -\-  qTT 


F 


f 


m 


sixKodü)  <  /''lim  / ■ sincodco 


ü)  -\-  q7t  }  (X)  -]-  q7i 

0 

da    nun    der    letzte   Grenzwert   0   ist,    so   folgt   das  gleiche   auch   für   den    links- 
stehenden. 
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Daher  verbleibt 


lim  / -^('')  ^«  =  lini 


Die  Glieder  der  Reihe 


(:)  '(-M,4 


ö>  +  2 


CO 


ü)  -\-  Jt 


+ 


m 


") 


(0+271 


sin  CO  d(o  . 


5- 


<ü  a>  +  7r  CO  A-  2  7t 


ö>  +  2;i 


nähern  sich  der  Grenze  0,  man  darf  daher  unbedenklich  annehmen,  daß  die 
Reihe  aus  einer  geraden  Anzahl  Glieder  besteht.  Wir  wollen  sie  in  zwei  Teile 
zerlegen;  dem  ersten  weisen  wir  unendlich  viele  Glieder  zu,  doch  sei  das  Ver- 
hältnis dieser  Gliedzahl  zur  Gesamtzahl  m  noch  unendlich  klein.  Für  diesen 
Teil  ist  also 


li„^A*'*  =  0 


/// 


und  man  hat 


1) 


Mi 


_  4-  ... 


--. — ) 


+  T    . 


Die  Zähler  in   T  haben  die  Form 


/co  +  jLiJi  -r  njt\ 


und  hierfür  kann  beim  Grenzübergange  ;/i  =  oo   nach   der  Voraussetzung   gesetzt 
werden 


d . 


so  daß  man  erhält 


2) 


(:) 


r^) 


CO  +  jU  7t  -{-  71  CO  -j-  Jtl  7t  -\-  2  7t 


Da  nun 


d 


r-:-'') 


so  ist 


3) 


r- 


CO  -\-  jU  7t  -\-  n  7t        CO  -\-  jU  7t  -}-  n  -\-  1  7t 
(co  -\-  Jil  7t  -^^-  n  7t)  (co  -f-  JIC  7t  -{-  n  -{-  1  7t) 


V 


^mJ  (cO  +  /A  7t  -^-  n  TT)  (cO  -]-  jU  7t  +  n  +  l7t) 

Der  Grenzwert  des  Unterschieds 

\  m  ' 


^1"  +  ^ 


/;/ 
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ist  für  m  =  oo  nur  anendlich  klein ;    setzt  man  in  allen  Gliedern  der  Summe  3) 
den  größten  der  Unterschiede 


4':)  ^(-: -)  • 


so  ist  selbst  dessen  Produkt  mit  ((o  -{-  ju  ji  -\-  n  n)  ^  wie  sich  durch  eine  einfache 
geometrische  Betrachtung  leicht  erkennen  läßt,  keine  unendliche  Zahl;  es  läßt 
sich  daher  immer  eine  endliche  Zahl  a  angeben,  die  größer  ist  als  das  größte 
der  Produkte 

m 


Hieraus  folgt 


© 


r<V 


d.  i. 


((0  +  /jiJT-\-n7i){a}-\-/i7t-\'n+l7i) 

<-2{ — '— -  ) 

a  / 1^ 2 

71  \(0  +  JLt  71  +  7Z  0)  +  jU  71  -\-  2  71 


Da  nun 


1 
ö>  +  //  Ji  +  3  ;r 

111  1 


Ü)  CO  -;-  TT  a>  -*-  2  JT  OJ  -{-  3  71 


^-... 


konvergiert,  so  folgt  T  ==  i) . 
Daher  hat  man  schließlich 


a 


4)  lim  /  — -  ^ "  Fiu)  du  -  C  .  /^O)     . 


u 


7.  Die  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Funktion  hat  die  außergewöhnliche 
Eigenschaft,  innerhalb  der  Integrationsstrecke  unendlich  oft  zu  verschwinden,  und 
zwischen  diesen  unendlich  vielen  Nullwerten  unendlich  viele  positive  und  negative 
größte  und  kleinste  Werte  zu  haben.  Man  könnte  hieraus  schließen,  daß  eine 
solche  Funktion  nicht  integrierbar,  und  somit  die  Formel  4)  absurd  sei.  Hier- 
gegen ist  einzuwenden,  daß  es  sich  nicht  um  ein  fertiges  Integral,  sondern  um 
einen  Grenzwert  handelt;  wodurch  auch  der  auffällige  Umstand  Erklärung  findet, 
daß  der  Grenzwert  von  der  obem  Grenze  unabhängig  ist.  Am  besten  kann  man 
aber  diese  gerechtfertigten  Bedenken  durch  Einführung  einer  neuen  Veränderlichen 
beseitigen. 

Durch  die  Ersetzung 

mu  =  z 

erhält  man 


fsinmu  ^    ,   ,  fs'inz  „(  s\   , 


Der  untern  Grenze  0  des  ungeänderten  Integrals  kann  man  dieselbe  Grenze 
für  das  geänderte  entsprechen  lassen;  die  obere  Grenze  des  geänderten  hat  man 
unendlich  groß  zu  wählen,  doch  dabei  festzuhalten,  daß  sie  zu  dem  unendlichen  /;/ 
das  endliche  Verhältnis  a  hat 

Man  kann  mm  die  neue  Integrationsstrecke  in  einen  Teil  zerlegen,  der 
von  0  bis  zu  einer  unendlichen  Zahl  /j,  reicht,  deren  Verhältnis  zu  dem  unend- 
lichen m  verschwindet  (indem  man  z.  B.  /i  ==  ym  annimmt),  und  in  den  Teil  von 
jU  bis  am. 
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Für  den  ersten  Teil  ist  bestandig 


das  zagehörige  Integral  ist  daher 


oo 


0 


^x^v  •  sin«    , 


Ist  G  der  größte  absolute  Wert,  den  Fy   -j  in  der  zweiten  Strecke  annimmt, 
so  ist  das  zugehörige  Integral  kleiner,  als 


am 


Gi'l'^^-d. 


und  dies  ist  0,  weil 


/ 


oo 

sins 


dz 
z 

von  endlicher  Größe  ist.  ^ 

Man  hat  femer  die  Zerlegung 

oo  n 


/sin«  ,         /Vi             1                  1  \    .       .         ^ 

I—       dz  =  I  \ 7— +  — — ?: .  .  .]8mzaz  =  C     : 

j     z  J  \z       z  +  7i^  z  +  2ji  I 


0  0 


bei  dem  links  stehenden  Integrale  ist  dabei  die  obere  Grenze  durch  ein  natür- 
liches Vielfaches  x  von  n  ersetzt  worden,  was  nach  den  Erörterungen  in  Nr.  5 
erlaubt  ist.     Dadurch,  daß  man 


,i./!^V(.) 


lim  / ^{^)  ^^ 

0 

durch   das   Produkt   aus   F{())   und    dem    zwischen    den   Grenzen   0    und   oo    ge- 
nommenen Integrale 

'  sm« 


CO 

/• 


dz 
z 
ö 


ersetzt  hat,  sind  die  oben  erwähnten  Bedenken  beseitigt  worden. 

8«   Um  die  Konstante  C  zu  bestimmen,  wird  man  F{u)  so  wählen,  daß  das 
Integral  Nr.  6,  4)  ausgeführt  werden  kann.   Wir  setzen  /^(«)  =  »:sin«  und  erhalten 


a 


/ F(u)du  =  I—.    -du     . 

/       u  I     smu 


U  Ü 

Nun  ist  bekanntlich 


■       =1  +  2  (cos 2  a  -\-  cos 4  dr  +  cos 6  <z  +  .  .  .  +  cos 2  na)     . 


sma 


71 

Setzen  wir  ;//  ungerade  voraus  und  nehmen  a  ==   -  - ,  so  entsteht 


I 


2 


sm  mu    ,  71 

du  =  — 

sin  u  2 


u 


§  11  Die  periodischen  Reihen  und  die  FouRiER sehen  Integrale.  107 

Da  nun  in  unserem  Falle  jF(0)  =  1 ,  so  folgt 


Daher    ist    für    jede    innerhalb    der    Integrationsgrenzen    endlich    bleibende 
Funktion  jF{u)  und  für  ein  positives  a 


a 


smmu  n 

hm/ F(u) du  =  -  F(0) 

'       u  2 


9.    Aus    dem    soeben    gewonnenen    Grenzwerte    ergibt    sich    nun    auch   der 
Grenzwert  des  Integrales 


fsinmu    .    .    , 

/     smu 


ü 
durch   die  Ersetzung 

F(u)^-^/{u)     . 

Dieselbe   ist  zulässig,    sobald  /(w)   innerhalb    der  Grenzen  0  und  a  endlich 
bleibt  und  a  kleiner  als  7i  ist.     Man  erhält 

a 

1)  hm/-^ /(«)^«  =  ^/(O)  ,     U<a<jr     . 

J     smu  2 

0 

Liegen  a  und  ß  zwischen  0  und  ji,  so  ist 

ß  ß  a 

,.     /  sxvLmu   ^,  .    ,         ,.     i  sinmu   ,    ,   ,         ,.     /  sinmu   ^.  .    , 

liml  -  -. /(//)  au  =  hm  /  — , /(//)  au  —  hm  /  — . /(u)  du     • 

/     sma    -^^  ^  ]     sm//    -^  ^  '  J     smu   "^     ^ 

0  0 

Daher  folgt 


,.     /  smmu   ,,  ,    , 

2)  Hm  /  —. f{u)  du  =  0     . 

'  f     smu    -^     ^ 


fX 


Diese  Ergebnisse  setzen  uns  in  den  Stand,  die  in  Nr.  4  abgebrochene  Unter- 
suchung zu  Ende  zu  führen.  Es  handelte  sich  dort  um  die  Grenzwerte  der 
beiden  Integrale 

fr.  X  sin4  (2  «  +  1)  (?•  —  «)    ,  .       r        fr.      sitt  i(2  «  +  1)  (7'  +  «)   ^ 

/,  =»    /(z>) ^\     'l      ^^ dv     und      A  =    /(v)     -  -\    ,^    ;  \        ^  dv . 

-^1       r  smi(v  —  u)  -^^      J^^  sin-K^'  +  M) 


0  0 


Setzt  man   in   dem    ersten   z'  —  u  =  2  lu,   in   dem  zweiten  v  -\-  u  ^^  2Wy   so 
erhält  man 


n  M  71  tt 

8~2  2  "^"2 


^ /sin(2«  + l)w  ,  ,  ,,  ,        ^/ sin(2// +  l)7f'     ,^  ,, 

/  «  2/ ^    .  ^    ^-/(2w  +  u)dw,     /,  =  2/  —  V  ^     f{2w-u)dw. 

-'^  J  smw  '^'  J  sm7£/ 


»  » 
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Unter  der  Voraussetzung:  0  <  //  <  tt  zerlegen  wir  weiter 


3t  H 

0  T  ~  Ä 


/  =  2  / ^    .  ^      —A2w  +  u)  (hv  +  2    ~   —^^—^ — /(2  w  +  u)  dw     . 


_u  0 

T 
Für  das  zweite  Integral  ergibt  sich  nach   1)  sofort 

~2~  2 


/  8in(2«  -\-  l)w  ^  ^  ,  ^  r-  . 

/  sin7£'  2 


0 

Im  ersten  ersetzen  wir  7;'  durch       w  und   erhalten 


0  2 


/  sin (2  n  -\-  \)w  /  sin(2  //  -j-  1)  7£'  71 

lim/  -    ^%  T^±!!Lfi2  jc,  _|_  ,,)  ,/7c/  =  lim/       ^  -— ^    -  -/(//  -  27(Aä7a  =      f{u)  . 

_u  0 

~  2 

Folglich  ist  ,         .      ^ 

Wird  /(«)  für  einen  Wert  von  u  diskontinuierlich,  so  ist,  wie  man  aus  den 
beiden  Bestandteilen  von  yj    sofort  erkennt,  für  diesen  Wert  von  u 

/,=.-!  [/(/.-    0)+/(//^-0)]     , 

wenn  man  mit/(«  -0)  undy"(//  -|-  0)  die  Grenzwerte  bezeichnet,  welche  /{u  —  x) 
und  /(i/  -j-  x)  erreichen,  wenn  die  positive  Zahl  x  zur  Grenze  Null  abnimmt 

Für  u  =  0  fallen  die  Grenzen  des  ersten  Teiles  von  yj  zusammen,  derselbe 
verschwindet  daher  und  es  bleibt 

yj  ==  T^y ( -4-  Oj  ,     wenn     //  =  0 
Für  u  =  71  fallen  die  Grenzen  des  zweiten  Teils  zusammen  und  es  wird  daher 

/i  =  7i/{7t       0)  ,     wenn      u  —  n     . 
Das  Integral  J^  verschwindet  nach  2),  sobald 

0  <  //  <  .T     ; 
ist  //  ==  0,   so  ergibt  sich 

y.  =-t/(  +  <')     - 

Der  Fall  u  =  n  bedarf  aber  noch  einer  besondern  Untersuchung.     In  diesem 
Falle  ist  .^ 

_  /'sin  (2  //  -f-  1 ) «'  ^ 

/.  =  2/--'— ^-         -/(2  7i'  .-!)// av       . 

/  Sm7£' 

.T 

2 

Setzt  man  nun  iv  =  71  -    x,   so  erhält  man 


.T 


2x)dx      . 


/*sin(2«  +  Da- 
Daher  ist 

.T 

/'sin (2//  -^  1)7C/  ^   ^  ,  -^  ,     ^ 

4  /  — ^   -r f{2  w       n)  dw  ■=  ^^  f{7T)     . 


•I 
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Sollte  /(«)  an  der  Stelle  u  =  71  diskontinuierlich  sein,  so  hat  man,  wie  aus 
der  Herleitung  sofort  erkannt  wird,  für  /(n)  in  dieser  Gleichung  den  Grenzwert 
/{tz  —  0)  zu  nehmen. 

Führt  man  diese  Ergebnisse  in  Nr.  5,  7)  und  8)  ein,  so  erhält  man  schließlich 
die  beiden  Sätze*):   Die   periodische   unendliche   Reihe 

Aq  +  Ai  cos»  +  A2  cos 2  u  -\-  Aq  cos 3  w  -|-  . . . , 
in  welcher 

1     /'  2    f 

Aq  ^  —  l/{v)  dv  ,      A/t'=  —  \f{v)  cos^z'  dv     , 

71  J  71 J 

ü  0 

und  f{v)  eine  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  0  und  ;i  endliche 
Funktion  ist,  hat  für  jeden  Wert  von  u  von  0  bis  jr  einschließlich 
beider  Grenzen  die  Summe /(«),  sobald /(«)  stetig  ist;  zeigt /(//)  Un- 
stetigkeiten,  so  daß  für  einen  (oder  einige)  Werte  von  u  die  Grenz- 
werte/(«  —  0)  und/(i/  +  ö)  voneinander  verschieden  sind,  so  ergibt  für 
diese  Werte  von  u  die  Summe  der  Reihe  das  arithmetische  Mittel 
dieser  beiden   Grenzwerte. 

Die   periodische   unendliche   Reihe 

B^  sin«  -f  ^2  ®'^2  tt  +  i?g  sin3  «  +  . .  . , 
in  welcher 


Bk 


71  J 


siiikv  dv 


und  /(7f)  eine  innerhalb  0  und  71  endliche  Funktion  ist,  hat  für  jeden 
Wert  von  u  von  0  bis  jr,  ausschließlich  beider  Grenzen,  den  Wert/(«), 
sobald  /{u)  stetig  ist;  an  Unstetigkeitsstellen  ergibt  sie  das  arith- 
metische Mittel  aus  /(«  —  0)  und  /(« +  0);  für  die  Grenzen  «  =  0 
und   u  ■=  71  verschwindet   die   Reihe. 


Pig.Ö7. 

Durchläuft  u  die  Werte  von  71  bis  2:7r,  so  nimmt  die  Cosinusreihe  in  um- 
gekehrter Reihenfolge  dieselben  Werte,  die  Sinusreihe  die  entgegengesetzt  gleichen 
an,  wie  von  0  bis  7i\  innerhalb  der  Strecken  für  u  von  2:7i  bis  4^1,  4jr  bis  6jr  u.  s.  w., 
sowie  -6jr  bis  0,  —4^1  bis  —  2jr,  —  6jr  bis  -  4^1  u.  s.  w.  wiederholen  beide 
Reihen  die  Werte  für  die  Strecke  von  0  und  2  jr. 

Ist  AB  die  Kurve  y=f(x)  (Fig.  37)  und 

OU^  UC[  =  C[D\  +  . . .  =  E'^0  =  F[E[  =  E^F^  =  ...  =  71     , 

♦)  Lejeune-Dirichlet,  Grelle,  Bd.  4,  S.94.   Schloemilch,  Kompendium,  2.  Bd.,  2.  Aufl.,  S.  123. 
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80  fällt  die  Kurve 

y  =  Aq  '\-  Ai  cos//  +  -^2  cos 2  u  +  Ai^  cos3  w  +  •  •  • 

innerhalb  der  Punkte  C  und  D  mit  der  Kur\'e  AB  zusammen;  ihr  weiterer  Ver- 
lauf besteht  aus  den  Bogen  DC^f  C^Di,  Z^^Cj  .  . .  ,  CE^,  E^F^^  ^1^2  •  •  • »  ^'^^ 
denen  je   zwei   benachbarte   zu   der   gemeinsamen   Ordinate   symmetrisch    liegen. 


Fig.  88. 

Die  Kurve  (Fig.  38) 

K=  B^  sin«  +  Ä  sin2  //  +  ^3  sin 3  u  -{-  .  . , 

fällt  innerhalb  der  Punkte  C  und  D  ebenfalls  mit  AB  zusammen,  hat  aber  in  0 
und  ly  zwei  einzelne  Punkte,  ebenso  in  C/,  Di,  C2  .  .  .  ,  sowie  in  Ei,  Ei,  E^  .  . . 
Die  zu  Oiy,  LfCi,  CiD\  .  .  .  0E\,  EiFi .  . .  gehörenden  Kurvenbogen  decken 
sich  ohne  vorherige  Umwendung  und  liegen  abwechselnd  auf  verschiedenen  Seiten 
der  Abscissenachse. 

10.  Ehe  wir  zu  Anwendungen  übergehen,  wollen  wir  noch  in  Kürze  ent- 
scheiden, ob,  bezw.  unter  welchen  Umständen  es  gestattet  ist,  aus  den  beiden 
Gleichunsfen 


1) 

2) 


f{u)  =  Aq  -{-  A^  cos//  +  A^  cos 2  «  +  . . . 
f(^u)  =  Bi  sin«  -f-  -^2  ^^'^ -''  +  ••  • 


durch  Differentiation  beider  Seiten  neue  Gleichungen   abzideiten. 
Die  Differentiation  der  Cosinusreihe  ergibt 

/'(//)  =  ~~Ai  s'mu  —  2  A^  sin2  t/  —  3  A^  sin3  //  —  ... 

Soll  diese  Gleichung  gelten,  so  muß  /'(//)  in  eine  Sinusreihe  entwickelt 
werden  können;  es  muß  daher  /\u)  endlich  sein  von  0  bis  n  und  die  Koeffi- 
zienten müssen  die  Werte  haben 


.T 


3) 


2  r 

71.1 


sinkt' {/7'  =^  --k Ai.     . 


u 


Durch  teilweise  Integration  erhält  man 
jf'{v)  sinkv  dv  =f{v)  sinkv 


k\f{7')  coskvdv 


i^  11  Die  periodischen  Reihen  und  die  Fourier  sehen  Integrale.  HX 

Werden  die  Integrale  von  0  bis  n  erstreckt,  so  folgt 


n 


2  f  2k  f 

—  /  /'(^')  s*^  kv  dv  = /  /(?')  cos  >t  t'  dzf     , 

^J  ^  J 

U  0 

Es  ist  daher  in  der  Tat  die  Gleichung  3)  erfüllt.  Die  beiden  Seiten 
der  Gleichung  1)  dürfen  daher  differentiiert  werden,  sobald/'(//)  inner- 
halb  der   Strecke   von   0   bis   ji   endlich   bleibt 

Aus  der  Sinusreihe  erhält  man 

f{u)=  B^  cos«  -{-2B^  cos2  «  +  3  ^3  cos3  «  +  . . . 

Es  muß  daher  ß{u)  in  eine  Cosinusreihe  entwickelbar  sein,  deren  erstes 
Glied  verschwindet  Dazu  gehört,  daß  f{u)  von  0  bis  n  endlich  bleibt,  daß  das 
Integral,  welches  das  erste  Glied  der  Reihe  ergibt, 


verschwindet,  und  daß 


0 


rr 


h 


Aus  der  Bedingung 


2 

—  I  /\u)co3kudu  =  kBj^ 

b 


0 


71 


ergibt  sich  fin)  =/(0). 

Das   die   übrigen  Koeffizienten   bestimmende  Integral   ergibt  durch  teilweise 

Integration  c  ^,  .        ,      ,  .,  ^        ,  ,  r^/  v   .    ,      , 

\f\u)  cosku  du  =  f\u)  cosku  +  k\f{u)  ^mku  du     , 

mithin  ist 


JT 


2  /  "> 

f(u)  cosku  du  =  -  [/(jt)  cos>&jr  — /(O)]  +  kB/i.     . 

71 J  71 

0 

Die  beiden  Seiten  der  Sinusreihe  darf  man  also  nur  dann  diffe- 
rentiieren,  wenn  y(2^)  innerhalb  der  Grenzen  0  und  7i  endlich  ist,  und 
wenn  /(tt)  =/(0)  =  0. 

11.    Entwicklung   einiger  Funktionen   in   periodischen   Reihen. 

A)  Durch  die  Sinusreihe  kann  eine  konstante  Größe  dargestellt  werden. 

Setzt  man  fi^x)  =  1 ,  so  erhält  man 

0,   wenn  k  gerade. 


n 

^         -   I    .    ,     .  -      1       cos^jr       ,     ^ 

jö^t  =  —  1  sm^ez'  rf7'  =  —  •  —    -  .  -  -     =  <    4 


71 J 


71  k  I  — - ,    wenn  k  ungerade, 

0  I  Tlk 

tmd   daher 

71         .  sin  3  a:       sin  5  ::c        sin  7  jc  ^ 

—  =  sm^  H -  H \--   ^ —  •••»  0<;c<7r 

4  3  5  7 

7t 

Für  X  =  -     erhält  man  hieraus  die  LEiBNizsche  Reihe 

4  3^5         7^9 
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B)  Für  die  Entwicklung  von  f{x)  =  x  nach  der  Cosinusreihe  ergibt  sich 


A. 


71 
9 


31 

•=■    -\  xdx  - 

0 

2   f  ,     ,  2  Forsi 

=  —  I  xcosJexäx  =    -    — 

7t  J  ^  L      - 

Ü  0 


1  -  -  COSi^JT 


:i: 


k^ 


siny^or        cos^or 


0,  wenn  k  gerade, 

— ,^ ,  wenn  k  ungerade; 


jr        4  /  cos3jc        cosöjc        cos 


3« 


5» 


—  +       ] 


Hierfür  kann  man  setzen 


Jt  f  71  \ 


,    cos3jc        cosöjc        cos7ar    , 
cosjc  +  -   ~    -  H — -  -   H — 1- . . . 


3* 
0  <;i:<  7t 


52 


72 


An  den  Grenzen  der  Gültigkeit,  für  j;  =  0  und  jc  =  jr  erhält  man  gleichmäßig 


r2 


8   ~  ^  +  3*  "*"  5«  +  7«  ■•■  •  ■  • 
Setzt  man  /{x)  =  o:  in  die  Sinusreihe  ein,  so  entsteht 


^ 


Ä 


=  —  /  jr  si 


sin/&:c//;K:  = 


JT 


jccos^ijc         sin>^jp 


0 


2 


,    wenn  >t  ungerade     , 


—  ,    wenn  k  gerade 


Daher  hat  man 
1 


sin  2^       sin3x       sin4:c       sin5:c 

^  jc  =  smj: 1 — ... 

2  2^3  4^5 

Ersetzt  man  hier  x  durch  —Xf  so  wechseln  beide  Seiten  der  Gleichung 
das  Vorzeichen;  die  Gleichung  gilt  also  ebensoweit  für  negative  x,  wie  für 
positive,  und  hat  daher  die  Gültigkeitsgrenzen 

—  TT  <  JC  <  Jl       . 

Wir  bemerken,  daß  dieselben  Gültigkeitsgrenzen  der  Sinusreihe  für  jede 
Funktion  von  x  bestehen,  die  für  x  =  i)  verschwindet  und  mit  x  das  Vorzeichen 
wechselt. 

C)  Setzt  man  in  der  Cosinusreihe  /(jc)  =  cos/z  jc,  wobei  /x  keine  ganze 
Zahl  bezeichnen  mag,  so  ist 


1  /  ,  sinujT 

Af^  = — I  cos  uxax  =  — - —     , 

7t  J  fX7t 


ü 
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7t 


rz 


^*  =  - 


2  f  1  r 

—  /  cos  fix  cos>6jc  äx  =  —  /  [cos(>^  -}-  ju)x  -{-  cos(>&  —  jbt)  x]  dx     , 

0  0 


n 


s\xa{k  -\-  ii)x       sin(^  —  fji)x 

"  "1   " 


k^fi 


k  --  fX 


Daher  ergibt  sich 


n       cos  fjLX  1  cosjc 

'2/7  '  sin/i  jr  ^  2  fi^  "^  1»  —  /x«  ~   2«  —  /i«     '    32  _  ^2 


cos  2  Jt'  cos  3  o: 

"r 


D)    Um  f{x)  =  smfix  in  eine  Sinusreihe  zu  entwickeln,  hat  man 


31 


7t 


2  f.  1  f 

^k  =  -    I  sm/bLX  sin^a; //jtr  =  —  /  [cos(^  —  jli)x  —  cos(>^  +  /i) x]  dx     , 


0  0 

7t 


TT 

Mithin  ist 
71     smixx 


sin(>6  —  fjC)x       s\ii{k  -\-  ij)x 


k  —  /ji 


k  +  fX 


smx 


2  sin  2  Jc         3  sin  3  ^  5  sin  5  ^ 


2      sinyUTT        1^  — /i^ 


22-/^2  +  32-^ 


2 


52  —  ^' 


+  ... 


Macht  man  in   C)  und  D)  die  Ersetzungen  jc  =  0,   x  =  71  und  x  =  J-jr,   so 
entsteht  ..  ^  ^  ^ 

Tri  ■'-.i-'^  i-'^ 

2~ii  '  smjj^  ^  2^  "*"   12^/^2   ~  22  —  ;i2  +  32.-/^2   ""  '  '  ' 

1  ^  1,1,1, 


2/i2       2fx 

31  1 


12  —  /x2      •      22  —  ;/2       '      32-^2 


+ 


O 


4        COS^/XJl  12  —  ^2  32  ._  ^2  52  _  ^2 

die  für  jeden  Wert  von  ju  gelten. 

£)    Für  die  Funktion  ;csin:r  hat  man 


-7  9  .>        I       •   •    •  > 


71 


fx  BUix  C08>&^  dx  =  ^fx  sin(^  +  l)xdx  —  ^fx  sin(^  —  l)xdx     , 
0  0  "0 


jcsin(^  +  l)xdx 


—  jccos(>^+ 1)«^    ,    sin(>t+ l)jc 


k+1 


{k  ±  1)2 


also 


/ 


jcsinjccos^or^jc  =  ( —  1)*+^ 


JZ 


k^- 


Auf  den  Fall  k  =  1  ist  diese  Formel  nicht  anwendbar;  man  findet  hier  direkt 


TT 


/jtr  sin^  cos  JC  dx  =  ~ir  I X  sm2  X  dx  = . 
2J                                4 


sm^  COS. 
0  0 
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Fügt  man  hierzu  noch 

fxsinxäx  =  71     , 
0 

so  gewinnt  man  die  Entwicklung 

1  .  1        cosjc       cos2:x:       cos3:r       cos4jc 

--  X  sm JT  = : — |-  — -  +  .  .  . 

2  2  4  1.3^2.4  3.5^ 

Die  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  ändern  sich  nicht,  wenn  x  das  Vorzeichen 
wechselt;  daher  gilt  diese  Entwicklung  zwischen  den  Grenzen 

— n^xKn     . 

Dieselben   Gültigkeitsgrenzen   für   die  Cosinusreihe   treten   für  jede  Funktion 
ein,  die  für  entgegengesetzt  gleiche  x  gleiche  Werte  hat 
F)    Bekannüich  ist  (§  5,  Nr.  10) 


/ 
/ 


gflX 

ef*-' coskxdx  =  — -—( u  cos k X -\- k  sink x) -{- C    , 

^-  +  ^ 

ef*'  smkxdx  = -—iusiiLkx  —  >t  cos>tjc)  +  C     . 

^2  ^  ^2  ^  ^  ^ 


Daher  hat  man 

n 


f 


ef^' coskxdx    =       — 7^~~r>  i^"  coskjt  —  1) 

0 


I 


e~f*^coskxdx  = —  —-(e~f*'^coskn  —  1) 

0 


st 

k 

ef*^smkxdx     —       — ; —-(l—rf*''cosk7i) 

jU'^  +k^^  ^ 

0 


7t 

g~f*-^siTikxdx  =        — ; -(1  —  e~f*'^cosk7i) 

0 


7t 

I 


Mit  Hilfe  dieser  Integrale  erhält  man  leicht  die  beiden  Entwicklungen 
yi       gh^  -\.  e~^^^  1  cosjc  cos2jc  cos3j: 


2/x     ^z*'^  — ^-/*-»       2//2       l-^  +  //-^        2-^  +  /i2        32  +  /i' 
jr  •     ef*^  —  ^— z*-»^  sin.r  2  sin  2  x         3  sin3  jc 

12.  Es  ist  nicht  nötig,  daß  die  Funktion  /{x),  die  in  eine  Cosinus-  bezw. 
Sinusreihe  venvandelt  wird,  innerhalb  des  ganzen  Intervalles  0  und  71  nach  dem- 
selben Gesetze  gebildet  sei;  man  kann  vielmehr  die  Kurve  CD  (Fig.  37  und  38) 
aus    einzelnen    Stücken    zusammensetzen,    deren    jedes    einer    andern    Gleichung 

entspricht     Gilt 

von     0     bis  jt,    die  Funktion  /^  (x)     , 

/>  (^)     » 

»»         ^r     1    »»        ^        »»  »»  /  r  \^)        I 


»» 

•*l 

»» 

X, 

»» 

»» 

*J 

>♦ 

•^3 

»» 
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80    hat   man   jedes    bei   der  Berechnung   der  Koeffizienten   A^AyA^  . . .  B^B^  ... 
vorkommende  von  0  bis  ji  erstreckte  Integral  in  folgender  Weise  zu  zerlegen 

n  xx  x^ 

\f{x)  cos^;c  dx  =  f/^  (jc)  cos^jc  dx  -[-  f/^  W  cos>^  j:  dx 

0  0  xi 

Xi  st 

+  //s  W  cos  ^ JET  dx  -\-  , .  ,  -\-  jfr  (x)  cos^  j:  dx 

und  die  einzelnen  Teilintegrale  zu  berechnen. 

Um  hierfür  ein  einfaches  Beispiel  zu  haben,  wollen  wir  annehmen,  es  soll 
für  JC  =  0  bis  X  =  "I^JT  eine  beliebige,  endlich  bleibende  Funktion  (p(x)  und  von 
\ji  bis  JT  die  Funktion  q){7i  —  x)  gelten;  für  jr  =  ^jr  ergeben  beide  Funktionen 
den  gemeinsamen  Wert  (p{\n),  so  daß  an  der  ÜbergangssteUe  keine  Unstetigkeit 
eintritt     Für  die  Entwicklung  in  eine  Sinusreihe  hat  man 


31 

%  n 


Bj,=- 


l>— ¥-'-— 


0  n 

2 


Setzt  man  im  zweiten  Integrale  n  —  jc  =  f ,  so  erhält  man 


i  2 


fq)  (ji  —  x)  sin>fejc  dx  =»  f<p  (f )  sin>t  {n  —  ^)d^  =  —  co^ knjcp  (f)  sin^f  d^     • 

^0  0 

2 

Da  bei  bestimmten  Integralen  auf  die  Bezeichnung  der  Veränderlichen  nichts 
ankommt,  so  kann  man  hier  f  wieder  durch  x  ersetzen,  und  erhält 


0  ,    wenn  k  gerade     , 

I   4  / 

I  (p(x)s'mkxdx  f    wenn  k  ungerade     • 

0 

Daher  hat  man  die  Entwicklung 

(f  (x)  =  j5^  sin  JC  +  -^3  sin  3  JC  -[-  ^5  sin  5  JC  +  •  •  •     > 
wobei 

2 

Bj,  =  —  I  w(x)  sin^jc  dx 


^  f   r  ^  ■ 
=  —  I  (p\X)  Sil 


0 

und  JC  auf  den  Spielraum  von  0  bis  in  angewiesen  ist. 
Setzt  man  <p  (x)  =  jc,  so  erhält  man 

2  ,  ä 

4  /*  4 

^g^_l_j  =  -  -  /  jcsin(2  ^  +  l)jc^/jc    = 


jr 


JC  cos(2  k-\-\)x       sin(2  >6  +  1)  JC 

+ 


2>^+l  •       (2>fe+l)2 

0 

4      sin^(2yt+  l)7r 


n  (2>6+l)2 

Daher  hat  man  in  Übereinstimmung  mit  Nr.  9,  B) 

n  .  sin  3  JC    .    sin  5  JC        sin  7  jc    .  ^    ^       ^  n 

T 


.  X  =  sinjc  —  —    -  -  +  -  .  - --—  +  . .  .  ,  0  <  a:  <  - 


8* 
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18.  Nimmt  man  ferner  von  0  bis  -|  jr  die  Funktion  q){x)  =  x^  von  -J-jr  bis  jt 
aber*9?(^)  =  0,  so  hat  die  Kurve  CD  an  der  Stelle  x  =  ^jt  eine  Unterbrechung 
der  Stetigkeit,  es  ist  nämlich 


-(?-»)=?•  ^(1+«)-«  • 


Entwickelt  man  für  diese  Funktion  die  Cosinusreihe,  so  erhält  man,  da  die 
von  -J-jr  bis  n  erstreckten  Teile  der  Koeffizientenintegrale  wegen  (p(x)  =  0  ver- 
schwinden 

n 
2 

An  =  —  l  x^  dx 


^=hf 


jr^ 


24 


3t 


i 


Ji 


I     «         ,      ,           jc^sin/^^j;          2   /       .    ,      ^ 
Ajk  =  I  x^  coskxax  = —  /  xsmkxax     , 


3t 


x^  sin^;c       2xcoskx       2  sin^jp 

I 


(  k^ji^  —  8    .    kji 


k» 


4:k^ 


sin  -—  ,    wenn  k  ungerade, 


7t  k  7t 

-  -  cos  -  ---  ,   wenn  >e  gerade. 
k^  2  ^ 


Daher  hat  man  die  von  0  bis  ^jt  gültige  Reihe 
„       7t  ( 7t    ,  cos3;c    ,    cos  5^ 


cos  7* 


+ 


...) 


4  /                cos3:x:        cosöjc         cos7j:    .         \ 
_^cos* 3^  +  -^^ 7^  +  ---) 


-( 


cos2jr       cos4;c       cos6;c       cosSjc  \ 


22 


42 


62 


Setzen  wir  zur  Prüfung  dieser  Entwicklung  auf  der  rechten  Seite  x  =  ^jt,  so 
muß  sich  das  arithmetische  Mittel  aus  (p(^7t — 0)  und  (p{^7t  -{-  0),  d.  i.  ^7t^ 
ergeben.  Wir  erhalten,  da  die  Cosinus  aller  ungeraden  Vielfachen  von  -^Tt 
verschwinden. 


-4-  o/'-  -L-1 -4-I4--Z. 
2i  \2  2   '   ^^   '    ^   '    ^ 


r.  +  -)  • 


42   '    62   '    8 
Die  eingeklammerte  Reihe  ist  der  vierte  Teil  von 

^ +  22+32  + 42  +  -" 
Bezeichnet  man  diese  Summe  mit  S,  so  hat  man 

^={'  +  h+h  +  T^  +  -')  +  {h  +  h  +  h  +  -')  • 
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Der   erste  Teil   der  rechten  Seite   ist  ^71^  (Nr.  9,  B));   der  zweite   ist  ^S', 
daher  hat  man 

folglich  ist 


71 


•  6  ~  ^  +  2"2  +  3"2  "^  r^  +  52  +  •  •  • 

Mithin  ergibt  sich  in  der  Tat 

7t^  /l         1         1  \       Jt^       n^       jt^ 

24  +  ^  \2~2  +  4"2  +  6"^  +  •  •  7  ^  24  +  12  ^  V     ' 

14«    Durch  eine  einfache  Änderung  kann  man  aus  den  Reihen 
^)  /W  ==  -^0  +  -^1  coso:  +  A^  cos2  ;c  +  . .  . 

2)  /(•x)  =  B^  sinjr  +  -^2  ^^"^ ^  -^  +  -^8  ^^^^  ^  +  •  •  • 

neue  periodische  Reihen  ableiten,  deren  Gültigkeit  nicht  auf  das  Gebiet  0  bis  jr 
beschränkt  ist. 

Setzt  man  in  einer  für  0  <  jc  <  a  endlichen  Funktion  99  (x) 


so  erhält  man 


ay 
X  =  -  - 


,(«.) , 


und  diese  Funktion  von  y  ist  endlich  von  ^  =  0  bis  y  ^=  jt.     Man  kann  sie  daher 
nach   1)  und  2)  entwickeln  und  erhält 


3) 


^) 


(p{    -\  =  Aq  -\-  A^  cosy  +  A2  cos2j^  +  .  . . ,     0  <  j  <  n:     , 

9?  (-    1  =  B^  siny  +  B^  sin2j^  +  B^  sinSy  +  .  . .  ,     0  <iy  <.7t     . 


Die  •  Koeffizienten  haben  hier  die  Werte 


5) 


'.=:-Afö). 


7t 


^hp{^^)coskyäy.     B,=   "-I<p[^)sinkydy  . 


A^=  ~-j<P\^^)^     ^k- 

00  0 

Setzt  man  nun  in  3),  4)  und  5)  wieder  x  für  j,  so  erhält  man  die  Reihen 
<p  (x)  =  Aq  -{-  A^  cos 1-  A^  cos 1-  A^  cos 


6) 


a 

a 


a 


a 


0 


<  ^  <  ö  ,     A^  =  —  \  w(x)dx  y     Ajk  =  —  I  (p{x)  cos dx     ; 


tp  \x)  =  By  sm Y  B.i  sm 1-  B^  sin !-•••> 


7) 


a 


a 


a 


^<x<a,     Bk  = 


a 

2   f    ,  .    .    knx 
—  I  (pM  sin 


dx 
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15.  Ist  F{x)  eine  beliebige,  von  x  =  (i  bis  x  ==^  a  endliche  Funktion,  so 
teilt  die  Funktion  F(x)-\-F{ — x)  diese  Eigenschaft  und  nimmt  für  entgegengesetzt 
gleiche  Werte  von  x  gleiche  Werte  an;  da  die  letztere  Eigenschaft  auch  der 
Cosinusreihe  6)  zukommt,  so  gilt  für  diese  Funktion  die  Reihe  6)  auch  noch 
zwischen  den  Grenzen  0  und   — a.     Für  die  Koeffizienten  findet  sich 


a  a 

Aq  =  ^-\F{x)dx  +  —  \F{-x)dx     , 


0 
a 


2   f  ^,  .        knx  ,     ,    2   I,       .        knx  , 

Aji  =  --  I  F(x)  cos ax  -\ /  F(  —  x)  cos ax     . 

aj  a  a  I  a 


0  0 


Ersetzt  man  in  den  F{ — x)  enthaltenden  Integralen  x  durch  — a',  so  erhält 
jedes  die  Grenzen  0  und  — a  und  läßt  sich  mit  dem  vorhergehenden  vereinigen; 
es  entsteht  ^  ^ 

Aq  =  —  /  Fix)  dx  y     Ak=^  ^-  I  Fix)  cos dx     . 

—  a  — a 

Für  diese  Werte  der  Koeffizienten  ist  also 

1)  Fix)  -\-  F{—x)  =  Aq  -\-  A^  cos 1-  A2  cos  —      +  •  •  • 

a  a 

—  a  <i  X  <Ca     . 

Die  Funktion  F(x)  —  F{ — x)  verschwindet  für  jc  =  0  und  wechselt  mit  x 
das  Zeichen.  Ent\*'ickelt  man  sie  daher  nach  Nr.  12,  7),  so  gilt  die  Reihe  von 
— a  bis   -{-a.     Für  die  Koeffizienten  ergibt  sich 

a  a  a 

Bjk  =  —  /  F(x)  sm dx /  F{ — x)  sm dx  =^  -  -  /  Fix)  sm dx    . 

a  j  a  a  j  a  a  J  a 

ö  0  —a 

Bei  diesen  W^erten  der  Koeffizienten  ist 

TT  X  2  TL  X  3  71 X 

2)  F{x)  —  F{—x)  =  B^  sin (-  B^  sin 1-  Äj  sin h  •  •  • 

a  a  a 

— a  <i  x<^  a     . 

Nimmt  man  die  halbe  Summe  der  Gleichungen  1)  imd  2),  so  erhält  man 
schließlich 


3) 


F{x)  —  Aq  -{-  A^  cos      -  +  -^2  ^°s 1~  ^3  ^°s +  •  •  • 

a  a  a 

TTOr  271X  .      ^TlX 

+  Ä  sm j-  B»  sm \-  Bo  sm h  •  •  • 

a  a  a 


— a  <^x  <C^a 

wobei  die  Koeffizienten  die  Werte  haben 

a  a 


A^^  =  — —  /  F{x)  dx  ,     Ajk  =  —  I  F(x)  cos dx  ^     Bu  =  —  /  Fix)  sm dx  . 

2öJ  öj  a  aJ  a 

—  a  — a  — a 

Da   man   für   a    beliebig    große  Werte    nehmen    kann,    so    folgt,    daß    jede 
Funktion  innerhalb  eines  beliebig  großen  Gebietes  durch  eine  periodische  Cosinus- 
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Sinus-Reihe  von  der  Form  3)  dargestellt  werden  kann,  wenn  sie  nur  innerhalb 
dieses  Gebietes  endlich  bleibt 

Soll  eine  gegebene  Funktion  f{x)  für  alle  zwischen  — a  und  a  liegenden 
Werte  der  VeränderHchen  durch  die  Reihe  3)  dargestellt  werden,  so  ist  nur  eine 
solche  Darstellung  möglich;  wenn  dagegen  die  Forderung  gestellt  wird,  daß  die 
Reihe  3)  nur  auf  der  Strecke  von  b  bis  c  mit  f{x)  übereinstimmen  soll,  wobei 
— <j<^<r<ö,  so  kann  man  unzählig  viele  Entwicklungen  angeben;  denn 
man  kann  dann  für  die  Gebiete  außerhalb  bc  die  bei  b  und  c  abgebrochene 
Funktion  f(x)  durch  beliebige  endlich  bleibende  Funktionen  f^  {x)  und  f^  (x)  fort- 
setzen (vgl.  Nr.  10). 

16.  Die  in  Nr.  12  entwickelten  Reihen  gestatten  eine  wertvolle  Anwendung 
auf  die  Umkehrung  der  Funktionen*). 

Hierbei  kommt  es  darauf  an,  y  aus  der  Gleichung  x=^(p(y)  als  Funktion 
von  x,  oder  allgemeiner  irgend  eine  Funktion  F{y)  als  Funktion  von  x  auszudrücken. 

Da  F{y)  eine  Funktion  von  x  ist,  so  läßt  sich  F{y)  innerhalb  gewisser 
Grenzen  durch  eine  Cosinusreihe  ausdrücken 


1) 


TIX 


2  71X 


F(y)  =  y^Q  +  ^1  cos  " '   +  ^2  c°s 


— \-  Ao  cos 


Stix 


a 


0  <x<a 


Die  Koeffizienten  sind 


tt 


A-- 


kjix    , 
cos      —    ax 
a 


0  u 

Durch  teilweise  Integration  folgt  hieraus  zunächst 


^0  = 


a 


xF(y) 


0 


^i 

f 


■(>)«> 


^0 


n 


Aj,=^ 


2 
kn 


0 


F{^y)%\\\. 


knx 


a 


f-    F\y)  sin -^- äy 


ro 


wenn  jc  =  0  und  a  die  Werte  y  =  yQ   und  y^    entsprechen;    hieraus   folgt  weiter 

2)     ^0  =  p{}\) -^f<p (y) ^'iy) äy ,    ^*  = 


,     ,    .    k7tq)(y)  , 


kjij''  a 

Betreffs  der  Integrationsgrenzen  ist  hier  folgendes  zu  bemerken.  Die  nach  x 
genommenen  Koeffizientenintegrale  waren  von  0  bis  zu  der  positiven  Zahl  a  er- 
streckt, und  es  war  dabei  vorausgesetzt,  daß  x  von  0  bis  a  stetig  wachse.  Will 
man  nun  x  durch  y  ersetzen,  so  hat  man  zunächst  die  Gleichung 

aufzulösen;  eine  reale  Wurzel  ß  dieser  Gleichung  ist  dann  die  der  Grenze  ^  =  0 
entsprechende  Grenze  für  y.  Im  allgemeinen  wechselt  (p  {y)  das  Zeichen,  wenn  y 
durch  den  Wert  )^  hindurchgeht;  damit  nun  a:  von  0  bis  zu  der  noch  unbestimmten 
obern  Integralgrenze  wachse,  muß  man  y  vom  Werte  y  ^  ß  zunehmen  oder  ab- 
nehmen lassen,  je  nachdem  (p  (y)  von  (p{ß)  =  0  aus  mit  y  zugleich  wächst  oder 
nicht,  und  darf  die  Integration  nach  y  nicht  weiter  ausdehnen,  als  bis  zu  einem 


*)  ScHLOEMiLCH,  Kompendium,  2.  Bd.,  2.  Aufl.,  S.  152. 
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solchen  Werte  von  y^  für  welchen  das  Wachstum  von  (p^y)  in  eine  Abnahnae 
übergeht,  d.  i.  bis  zu  dem  Werte  y  =  ß^y  welchem  das  dem  Werte  ß  der  Ver- 
änderlichen y  zunächst  liegende  Maximum  der  Funktion  (p{y)  zugehört.  Somit 
ist  also  die  obere  Grenze  a  der  Reihe  1)  nicht  ganz  willkürlich,  sondern  a  darf 
nicht  größer  sein  als  (p{ßi)' 

Ist  nun  b  eine  zwischen  ß  und  ß^  liegende  Zahl,  so  hat  man  in  den  obigen 
Formeln  a,  Jq,  y^   durch  9?  (3),  ßj  b  zu  ersetzen  und  gewinnt  mithin 

^/    V  ^       .       ^  ^^  ^  271X 

irO')  =  A+^iCos-^  +  ^,cos-~  +  ... 

i)<x<(p(b)    . 

Ä  b 

Zu  jeder  realen  Wurzel  ß  der  Gleichung 

(p{y)  =  0 

erhält  man  hiernach  eine  besondere  Umkehrungsreihe;  die  Gültigkeitsgebiete 
dieser  Reihen  in  Bezug  auf  y  schließen  einander  aus. 

Für  die  Grenzbestimmungen  wollen  wir  ein  Beispiel  geben.  Wir  wählen 
hierzu  die  Aufgabe,  aus  der  Gleichung 

X  =y  €-y 

y  durch  x  auszudrücken. 

Die  Funktion  ye~y  verschwindet  für  y  =  0  und  für  j;  =  00.  Zur  Be- 
stimmung der  größten  und  kleinsten  Werte  ist  die  Gleichung  aufzulösen 

e-y  —  y  e-y  =  0     . 

Sie  liefert  y  =  1\  das  zugehörige  Maximum  von  x  ist  1  :  e.  Man  kann 
daher  eine  Umkehrung  für  das  Gebiet  y  =  0  bis  y  =  1,  und  eine  zweite  für 
y  =  00  bis  y  =  1   entwickeln. 

Für  die  erste  erhält  man 

y  =^  Aq  -\-  A^  COS JT ex  -{-  A^  cos 2  jte x  -\-  .  . . 

0<x<—     , 


1 

9 


Aq  =  1  —  ej ye-y dy  ,      Ak  =  —  -^  1  sin {^71  ey e-y) dy     . 
u  6 

Für  die  zweite  Umkehrung  ist  ß  =  00;  um  die  Gültigkeit  möglichst  weit  zu 
erstrecken,  wollen  wir  ^  =^  1  nehmen.  Dann  haben  wir,  wenn  wir  für  die  jetzt 
dargestellte  Wertfolge   das  Zeichen   Y  verwenden, 

Y=  Aq  -\~  Ai  cosTtex  -f-  A2  cos 2  jiex  -\-  .  .  . 

^      ^  1 
0<x<  , 

e 


CXJ  CXJ 


^0  = 


1  +  e  lye^y  dy  ,     A^  =  — —  /  sin  (kji  ey  t^y)  dy     . 


§  11  Die  periodischen  Reihen  und  die  Fourier  sehen  Integrale.  121 

Die  Integrale  zur  Bestimmung  der  Koeffizienten  können  hier  wie  in  den 
meisten  Anwendungen  der  Umkehrungsreihen  nur  durch  unendliche  Reihen  be- 
rechnet werden. 

Man  kann  auch  mit  Hilfe  der  Sinusreihe  das  Umkehrungsproblem  lösen; 
die  Entwicklung  bietet  keine  neuen  Schwierigkeiten;  wir  sehen  daher  davon  ab, 
sie  hier  mitzuteilen*). 

17«  Die  für  jede  zwischen  x  =^  -  a  und  -\-a  endliche  Funktion  F(x)  gültige 
Gleichung 

JT  X  ■^  TL  X  3  TZ  X 

F{x)  =  Aq  -\-  Aj^  cos f-  A,,  cos  "  -      -j-  A^  cos h  •  •  • 

a  '  a  a 

+  ^1  sm 1-  jS,  sm Y  B^  sm h  •  •  • 

1)  /  a  '  a  a 

a  a  a 

A^^—-\F{i)dt,     A^,=    ~F{t) cos  dt,     Bj^==-  F{f)sin ///, 

^ a J  dl  a  a  I  a 

kann  man  auch  in  der  Form  schreiben 


a  — a  — a 


a 


Fix)  =  — —  /  FU)  ät  +    >*  -   /  /  (/)   cos cos h  sin sin dt  , 

2a  1  j^^  aj  \  a  a  a  a     J 


1       —a 


a  a 


=  -^^^F{t)  dt  +^^lm  cos  ';  (/  -  .)  dt     . 


—  a  1       — a 

Da   die   unter   dem   Summenzeichen   stehende   Funktion   für   entgegengesetzt 
gleiche  k  gleiche  Werte  hat,  so  hat  man 

oo  —1 

1  — oo 

man  kann  die  Summe  daher  nach  dem  Schema  zerlegen 

oo  oo  1 

1  1  — oo 

Da   femer   die    hinter   dem  Integralzeichen    stehende  Funktion   für  >&  ==  0  in 
F{t)dt  übergeht,  so  erhält  man  schließlich  die  Zusammenfassung 

a 

oo  • 

2)  F{x)  =  ^yk'liF[t)cosk''^{t-x)dt     . 


CO  — a 


Ist  a  eine  sehr  große  Zahl,  so  werden  die  mit  Cosinus  multiplizierten  Glieder 
der  Reihe  1)  nahezu  konstant,  während  die  Glieder  des  zweiten  Teiles  wegen 
der  Sinus  gegen  den  ersten  Teil  unbeträchtlich  klein  werden.  Da  nun  die  Reihe 
nach  wie  vor  die  Funktion  F[x)  ausdrückt,  so  folgt,  daß  die  Anzahl  der  Glieder, 
durch  die  man  eine  hinlängliche  Annäherung  erzielt,  im  Verhältnis  zu  a  sehr  groß 
sein  muß.  Läßt  man  in  2)  die  Zahl  a  unendlich  wachsen,  so  hat  man  daher 
daran  festzuhalten,  daß  die  äußersten  Grenzen  für  k  zu  dem  unendlichen  a  ein 
unendlifch  großes  Verhältnis  haben. 


*)  ScHLOEMiLCH,  Kompendiiim,  2.  Bd.,  2.  Aufl.,  S.  155. 
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Ist  a  unendlich,  so  \%X.n\  a  unendlich  klein.  Bezeichnet  man  kn\  a  durch  Uy 
so  wächst  u  nach  der  über  k  soeben  gemachten  Bemerkung  von  — c»  bis  +00, 
die  Größe  n\  a  ist  ein  verschwindend  kleiner  Teil  von  w  und  kann  mit  A  u  be- 
zeichnet werden. 

Damit  geht  aus  2)  hervor 


00 
00 


F(,)  =  2 


t^[/ 


F(t)zo%u{t  —  x)dt 


Au 


■00    —  00 


Aus  dem  Begriffe  des  bestimmten  Integrals  folgt,  daß  man  hierfür  setzen  kann 


00    00 


-=i// 


3)  F(x)  =  — -  /      /  F{i)  cos  u  (/  —  X)  du  dt 


—  00  — c» 


Hierbei  gilt  die  von  den  periodischen  Reihen  her  bekannte  Beschränkung, 
daß  F(pc)  innerhalb  des  ganzen  realen  Gebietes  nicht  unendlich  groß  werden  darf; 
ferner,  daß  das  Doppelintegral 


00    00 


S'^i     ] 


J  =  -—  /      /  F(()  cos«  (/  —  X)  dt  du 


00   — 00 


für  solche  Werte  von  jc,  für  welche  F(x  —  0)  von  F(x  +  0)  verschieden  sind, 
das  arithmetische  Mittel  dieser  beiden  Grenzwerte  ergibt. 

Wie  bekannt,  ist  es  nicht  nötig,  daß  die  Funktion  F{x)  innerhalb  des  ganzen 
Intervalls  von  — c»  bis  c»  immer  dasselbe  Gesetz  befolgt;  es  steht  vielmehr  voll- 
kommen frei,  die  Kurve  17 1  \ 

aus  ganz  beliebig  gewählten  Teilen  verschiedener  Kurven  zusammenzusetzen; 
dabei  kann  man  nach  Willkür  die  einzelnen  Teile  stetig  zusammenhängen  lassen, 
oder  an  den  Übergangsstellen  Unstetigkeiten  anordnen. 

Von  besonderem  Interesse  ist  es,  die  Funktion  von  —  c»  bis  zu  einer  be- 
liebigen Grenze  x  =  b  konstant  =  0  zu  nehmen,  von  b  bis  ß  mit  einer  gegebenen 
Funktion  F{x)  zusammenfallen  zu  lassen,  und  von  x  =  ß  bis  x  =  00  wieder  kon- 
stant =  0  vorauszusetzen.  Das  nach  /  genommene  Integral  in  3)  verschwindet 
alsdann  für  die  beiden  Strecken  von  — 00  bis  b  und  von  ß  bis  00,  und  es  bleibt 

00      ß 
4)  F{x)  =  -^  —  l  '      F{t)cosu{t  —  x)dudt,       b<x<ß     . 

—  00   6 

An  den  Grenzen  b  und  ß  gilt  4)  nicht  mehr;  es  ist  vielmehr,  da  hier  die 
dargestellte  Funktion  unstetig  ist, 

00     ß 

F{t)  cos  //  (/   -  b)  du  dt  =  J^  F{b)     , 


F{t)  cos  //  (/  —  ß)  du  dt  =  \  F(ß)     . 


Für  jedes  x,  das  kleiner  als  b  oder  größer  als  ß  ist,  hat  man 

00     ß 


F{t)  cosu  (t  —  x)dudt  =  0 
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Die  FouRiER sehen  Doppelintegrale*)  3)  und  4)  gewähren  das  hohe  Interesse, 
daß  sie  willkürliche  endlich  bleibende  Funktionen  von  x  darstellen;  und  zwar 
3)  innerhalb  des  ganzen  realen  Gebietes,  4)  innerhalb  eines  beliebig  gewählten, 
während  außerhalb  desselben  das  Integral  verschwindet. 

18.  Dieselben  Betrachtungen,  die  wir  im  vorigen  Abschnitte  auf  die  Cosinus- 
Sinus-Reihe  angewendet  haben,  sind  auch  für  die  Cosinusreihe  und  für  die  Sinus- 
reihe verwendbar;  leichter  gelangen  wir  zu  denselben  Ergebnissen,  wenn  wir  das 
Integral   Nr.   17,    3)   zum  Ausgangspunkte   nehmen.     Wir   ändern    es  zunächst  zu 


1)  F{x)  = 


x)  =  — —  /  äu   cosxu  j  F{t)  co^utdt  +  ^i^ux  1 F 


cosxu  I  F{i)cosufäf  +  s^tii/x  j  F{t)smutdt 

—  oo  — oo  — oo 


Wir  wollen  nun  für  F{x)  innerhalb    der  Grenzen  0  bis  c»  eine  willkürliche 
Funktion  nehmen,  für  negative  xahei  die  Funktion  so  fortsetzen,  da,QF{ — x)  =  F{xy 
Unter  dieser  Voraussetzung  ist 

0  oc  0  CO 

lF{t)  sinu  tdt  =  —  \F(t)  sin«  tdt ,      \F{t)  cos//  tdt  =  fF{f)  cosu  tdt 

—  oo  Ö  — oc  0 

und  daher 

oo  oo  oo 

\F(i)  sinutd^  =  0  ,     JF{f)  cos//  tdt  =  2  fF{t)  cosu  tdt     . 

—  oo  — oo  0 

Demnach  ist  schließlich 


oo       oo 


—  oo  Ü 


cos^  //  COSU  t  du  dt  i       0  <  :c  <  oo     . 


Da    das    Produkt    cos x  u  cosu  t    unverändert    bleibt,    wenn    //    das    Zeichen 
w^echselt,  so  kann  man  hierfür  noch  einfacher  setzen 


oo    oo 


2)  F{x)  =  —I    I  F{t)  cosxu  cosu  t  du  dt ,       0  <  :c  <  oo     . 

0     u 

Wählt    man    hier   wieder    die    Funktion    gleich   Null  von  x  =  0  bis  x  =  by 
willkürlich  von  b  bis  ß,  und  gleich  Null  von  ß  bis  oo,  so  erhält  man 

oo    ß 

3)  F{x)  =  -"-  /   \F{t)  cosji:  //  cosu  t  du  dt ,       0  <b<x<ß     . 


ü     ö 


Für  die  Grenzen  ist 

oo    ß  oo    /J 


—  /   lF{t)cosbucosutdudt=\F{b)  ,         l   \F{t)cosßucosutdudt  =^  \F{ß)     ; 


ist  0  <  Jt  <  ^,    oder    ß  <  a*,    so  ist 


oo    ß 

f  I F{t)  cosxu  cosu  td du  ^=  0 
0    'd 


*)  FousiER,  Theorie  aualytique  de  la  chaleur.     Paris  1822. 
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19.    Nimmt  man  F{x)  willkürlich    für  das  Gebiet  0  bis  c»,   setzt  aber  die 
Funktion  für  negative  x  so  fort,  daß  /^( — x)  =  — /^(^)»   so  hat  man 

0  oo  0  oo 

JF{i)cQsutdt=  —  \F{t)cosutdty      \ F{t)smu t dt  =-  f F{t)siiiu t dt     , 

—  oo  Ö  — oo  Ö 

und  daher 

oo  oo  oo 

JF{t)  cosutdt  =  0  ,      \F{t)  sin//  tdt  =  2  \F{t)  sinutdt     . 


•  oo  —  oo 


Die  Gleichung  Nr.  18,  1)  ergibt  daher 


oo      oo 


")-i// 


f^x)=  —  /     lF(t)  sinjc  //  sin/i  t  du  dt  f     0  <  a:  <  oo     . 


—  oo  0 


Da  das  Produkt  sinjcwsin///  für  entgegengesetzt  gleiche  u  gleiche  Werte 
hat,  so  hat  man  einfacher 

oo  oo 

2  ff 

1 )  JP(^)  =  —  /   lF{t)  sinjc  //  sin«  t  du  dt  ^     0  <  a*  <  c»     . 

•'  %/ 

0    0 

Hierbei  gelten  für  den  Fall,  daß  F(x)  Unstetigkeiten  hat,  die  bereits 
wiederholt  gemachten  Bemerkungen. 

Nimmt  man  F(pc)  =  0  von  jc  =  0  bis  x  ==  by  willkürlich  von  b  bis  ß,  und 
Null  von  ß  bis  c»,  so  erhält  man 

oo    ß 

2)  F{x)  =  —       F{t)smxusinutdudt,     0<b<x<ß    . 

0     t 

Femer  ist 


oo    Ä  oo    /? 


—  /   iF{f)s\nbus\nutdu  dt  =  \F{b)  y      "/   I  F{t)  sinß  us'mu  t  du  dt  =  hF(ß)    , 


0     6  6     1 

und  für  0  <  x  <  ^    oder    ß  <C  x 

oo   fi 

I    I  F{t)  sin  X  u  sin  //  /  dt  du  '=  0 


0  b 


20.  Die  FouRiER sehen  Doppelintegrale  sind  eine  sehr  ergiebige  Quelle  zur 
Berechnung  von  einfachen  bestimmten  Integralen.  Ist  man  imstande,  bei  den 
Doppelintegralen  in  Nr.  17,   18  und   19   die  Integrale   auszuführen 

JF{t)  cos//  (/  —  x)dt ,      \F(t)  cosutdt ,      fF{t)  sinutdt     , 

so  hat  man  dann  ohne  weiteres  den  Wert  der  Doppelintegrale  selbst. 

A)    Nimmt  man  in  Nr.  18,  3)    ^  ^  0,    und  F{x)  ==  1,  so   erhält  man 


oo 


/COSXUSmpu    ^  TT  .  . 


0 

/  cos  XU  sinßu 

0 


du  =  (J  ,     /?  <  .V     . 
// 
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B)    Setzt  man  in  Nr.  18,  3)    ^  =  0,    und    /^(jc)  =  x    und  bemerkt,  daß 

ß  ß 

tsinut       cosut 


/' 


t  cosut  äf  = 


u 


u 


_  ßsinuß       cosu  ß  —  1 

I 


u 
ßsmuß 


u 


2 


-2  . 


s\n^\uß 


u 


u^- 


so  erhält  man 


oo 


oo 


2  ß  icosxu  sinjS«/  ,  4  fcosx  u  sir 


sin  2^^« 


du     . 


0  0 

Setzt   man    für   das    erste    Integral    den   soeben   gefundenen  Wert  und  ver- 
tauscht noch  ß  mit  2/$,  so  erhält  man  schließlich 


oo 


/ 


cos;cttsm2^//  ^  ,« /,         s  ..  ^      ^  r» /> 

—  -^ — —  du^-~{2ß  —  x)  ,       0  <  jc  <  2  /? 
^i  4       •  — -     — 


C)   Durch  teilweise  Integration  findet  man 


CX) 


oo 


oo 


e""*  cosu  t  dt  = 


0 


^~"'sin«  / 


u 


+ 


—  \e    ' smu 


tdt      , 


oo 


U 


oo 


0 


oo 


/         .     .               ,  f^COSUt              1     / 

le"^  sinutdt  =^    - li 

J  L        ^        J        'V 

0  0                                          0 


—  I  €~'  cosu  tdt     , 

0 


Hieraus  ergibt  sich  leicht 


oo 


oo 


\e~*  cosu  tdt  = r,      U—^sinutdt=- — ; — -     . 

J  1  +  u'^       J  1  +  «2 

0  0 

Daher  gewinnt  man  ans  Nr.  18,  2)  und  Nr.  19,  2)  die  Integrale 


oo 


j  cos  XU 

.  / 1+  «' 


7t 


^du  =  -€-''  ,       ^J>0       , 


0 


oo 

,''       . 

lusinxu   ,  71 

I  -z ,:  du  ^=  -— 

1  +  u^  2 

0 


e-""  y       ^>0       . 


u 


Ersetzt  man  hier  u  durch  —  und  x  durch  axy  so  erhält  man 

a 


oo 


COSJC»  ,71  ^  ^      r. 

-— — -du^-—€-^',     a>0,     ^>0      , 
o*  '\-  u^  2a  — 


0 


oo 

usvaxu 


71 


a}  -\-  u^  2 
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Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen. 


§  1.     Algebraische  Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen. 

1.  Durch  Vereinigung  einer  realen  Zahl  a  mit  einer  imaginären  bi  entsteht 
die  komplexe  Zahl  a-\-bi. 

Alle  zu  dem  realen  Bestandteile  a  gehörigen  komplexen  Zahlen  werden 
erhalten,  wenn  b  die  reale  Zahlenreihe  von  — oo  bis  +00  durchläuft;  hieraus 
entstehen  weiter  alle  komplexen  Zahlen  überhaupt,  wenn  a  die  ganze  reale 
Zahlenreihe  durchläuft.  Bezeichnet  00  die  Menge  der  realen  Zahlen,  so  ist  die 
der  komplexen  00  2.  Zur  geometrischen  Darstellung  bedürfen  daher  die  komplexen 
Zahlen  eines  Gebietes  zweier  Dimensionen,  einer  Fläche.  Wählt  man  hierzu  die 
Ebene,  so  hat  man  sich  zunächst  darüber  schlüssig  zu  machen,  wie  die  positive  und 
negative  imaginäre  Einheit  darzustellen  sind,  und  wie  man  den  geometrischen  Begriff 
der  Summe*)  auf  die  Summe  einer  realen  und  imaginären  Zahl  auszudehnen  hat. 

Die  imaginäre  Einheit  /  wird  man  als  eine  Strecke  darstellen  von  derselben 
Lange,  wie  die  reale  Einheit,  nur  von  andrer  Richtung.  Beachtet  man  nun,  daß 
1  •  z  =  / ,  /  •  /  =  —  1  ,  daß  also 
die  negative  reale  Einheit  aus  der 
positiven  imaginären  durch  die- 
selbe arithmetische  Operation  her- 
vorgeht, wie  die  positive  imaginäre 
aus  der  positiven  realen,  und  daß 
bei  einer  geschickt  gewählten  geo- 
metrischen Darstellung  gleichen 
arithmetischen  Operationen  auch 
in  bestimmter  Hinsicht  gleiche 
geometrische  entsprechen  müssen, 
so  entsteht  die  Forderung,  die 
Richtung  der  imaginären  Einheit 
so  zu  wählen,  daß  der  Winkel 
zwischen  + 1  und  -)-  /  gleich  dem 
Winkel  zwischen  +  /  und  —  1  ist, 
also  so,  daß  sie  mit  der  posi- 
tiven realen  Einheit  einen 
rechten  Winkel  bildet. 


X 


Fig.  89. 


Die  positive  imaginäre  Zahl  bi  wird  durch  die  Strecke  OQ  dargestellt,  die 
der  Strecke  b  gleich  und  mit  der  imaginären  Einheit  (9y  gleichgerichtet  ist;  ferner 
die  negative  imaginäre  Zahl  — bi  durch  eine  Strecke,  die  der  Strecke  bi 
entgegengesetzt  gleich  ist.  Die  Gerade  OX  {¥\^.  39)  wird  als  die  reale,  (9 Kais 
die  imaginäre  Achse  bezeichnet. 

*)  Um  zwei  (reale)  Zahlen  zu  addieren»  die  durch  die  vom  Nullpunkte  0  ausgehenden  (auf 
der  realen  Achse  enthaltenen)  Strecken  OA  und  OB  dargestellt  sind,  konstruiere  man  die  Strecke  AC, 
die  der  Richtung  und  Länge  nach  mit   OB  übereinstimmt;  alsdann  ist 

OA  +  OB  =  OC    . 
Diese  Definition  umfaßt  zunächst  die  Addition  realer  positiver  und  negativer  Zahlen.     Läßt 
man   die   eingeklammerten  Beschränkungen  weg,   so   wird   sie   für   das   ganze   komplexe  Zahlen- 
gebiet verwendbar. 

ScilLOEMlLClis  Handbuch  der  Mathematik,  2.  Aufl.,  Bd.  III.  " 
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§1 


2.  Den  geometrischen  Begriff  der  Sumnie  dehnen  wir  auf  reale  und 
imaginäre  Summanden  aus,  und  bezeichnen  mit  der  Summe  a  -^  3  i  die  Strecke 
OB,  die  erhalten  wird,  wenn  man  OA  gleich  und  gleichgerichtet  mit  a,  und 
AB  gleich  imd  gleichgerichtet  mit  d  i  macht.  Demnach  sind  die  Strecken  OA^ , 
OA^,  OAq,  OA^   der  Reihe  nach  die  Bilder  der  komplexen  Zahlen 

5  +  3  ' »        —  5  +  3  /  ,        —  5  —  3  1 ,       5  —  3  /     , 

und  die  Punkte  A^,  A^,  A^,  A^  werden  als  die  Zahlpunkte  Hh  5  +  3  /  bezeichnet. 
Ist  F"  die  Projektion  von  P  auf  OX  und  ist  OF  ^  x,  F'F=-y,  so  ist  P  der 
Zahlpunkt 

X  -{-  y  i     . 
Fem  er  ist 

wobei  wir  die  Wurzel  absolut  rechnen  wollen:  wird  XOP  mit  (p  bezeichnet,  so  ist 

X  y 

cosq)  =  —  ,      sin^?  =  —  ,      x  -\-  iy  =  r  (cos(p  +  /  sin^?)     . 
f  r 

Die  Größen  r  und  (p  werden   als  Modul  und  Amplitude   der   komplexen 

Zahl  X  -\-  iy  bezeichnet 

Die  komplexen  Zahlen 

COS9?  -)-  /sin^?     , 

deren  Modul  gleich  der  Einheit  ist,  bezeichnet  man  als  komplexe  Einheiten; 

die  Einheitspunkte  liegen  auf  einem  Kreise,  der 
um  den  Nullpunkt  mit  der  Längeneinheit  als 
Halbmesser  beschrieben  ist  Zahlen  a  -\-  ib,  für 
welche  a  und  b  dasselbe  Verhältnis  haben,  be- 
sitzen dieselbe  Amplitude  oder  um  jr  verschie- 
dene Amplituden;  sie  liegen  daher  auf  derselben 
durch  den  Nullpunkt  gehenden  Geraden. 

3.  Die  geometrischen  Definitionen  der 
Summe  und  Differenz  übertragen  wir  auf  kom- 
plexe Zahlen.  Ist  PR  gleich  OQ  und  gleich- 
gerichtet (Fig.  40),  so  setzen  wir 

OR=OP+OQ    ; 

und  ist  PS  gleich  OQy  aber  von  entgegengesetzter 
Richtung,  so  ist 

OS  =  OP-  OQ     . 

Werden  durch  die  Punkte  P  und  Q  die  Zahlen  a  -\-  bi,  c  -\-  di  abgebildet, 

so  ist  daher' 

(a-\-bi)^{c-^di)=^{a-^c)-^{b^d)i     , 

(a-\-b  i)  —  (^  +  di)  =  (a  —  c)  +  (b  —  d)i     . 

4.  Nach  dem  Grundsatze  der  stetigen  Ausbreitung  der  Rechenregeln  wird 
das  Produkt  komplexer  Zahlen  durch  die  Gleichung  definiert 

(a  -{-  b i)  •  {c  -f  di)  =  ac  -\-  b c  •  i  -\-  ad '  i  -\-  b d  -  /  •  i  =  ac  —  bd -{-  {b c  -\-  ad)i . 

Ist 

a  -\-  b i  =  r{cos(p  +  /sin 9^)  ,       c  -^  di  =  r^  (coscp^  +  isimpi)     , 

so  ist  der  Modul  P  des  Produktes 


Fig.  40. 


P  =  ]\a  c  —  b  df  +  (^  r  +  ady^  =  ]^a^  c^  -j-  ^2  d'i  +  b^^  c'^  +  a^  d^ 


§  1 
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Für  die  Amplitude  0  des  Produktes  hat  man 


C08<P  = 


sin0  = 


ab  —  cd 


R 

ac  +  hd 
R 


a 
r 

a 

r 


c 
r 


=  cos(97  +  9?i) 


^+^ 


d 


=  sin(99+9?i) 


Daher    folgt:   Komplexe   Zahlen   werden    multipliziert,    indem    man 
ihre  Moduln  multipliziert  und  die  Amplituden 
addiert     Ist  in  komplexen  Zahlen  (Fig.  41) 

OR=OP*  OQ     , 

und  ist  femer  OE  =  1 ,  so  besteht  zwischen  den  vier 
Strecken   OE,    OP,  OQ  und  OR  die  Proportion 

OE  \  OQ=OP:OR    ; 

femer  ist 

EOR  =- EOP  +  EOQ  ,       also       POR  =  EOQ     , 

Daher  sind  die  Dreiecke  EOQ  und  POR  gleich- 
sinnig ähnlich. 

Für  den  Quotienten  zweier  komplexen  Zahlen 

z  =  r(cos(p  +  /sin 9?)  ,       ^^  =  r^  {cos<p^  +  /sin^pj^) 

folgt  durch  Umkehrung  der  Multiplikation 


z         r 

—  =  -  -  [cos  (fp  —  (p^  +  /sin  (9?  —  9?i)] 


Insbesondere  ist 

—  =  —  rcos( — cd)  +  /sin(  —  (ü)l  =  —  (cosa?  —  /sino»)    '. 

5.  Haben  die  komplexen  Zahlen  5^ ,  z^,  z.^,  .. .  z^  die  Moduln  r^ ,  rg ,  ^3, . . .  r^ 
und  die  Amplituden  ^j ,  cp^,  0^3»  -  •  •  9?«»  so  ist  nach  Nr.  4 

ZiZ^Zf^...Zn=  r^  rg  r^-.^rn  [co^{(Pi  +  9^2  +  ••  •  +  9^«)  +  '*sin(99i  +  9^2  +  •••  +  ^h)\    - 
Ist  insbesondere  s^  =  5:2  =  53  =  . . .  =  2„,  so  ergibt  sich 

1)  2:*  =  r"  (cos  «9?  +  /sin«  99) 

Aus 

—  =  —  [cos( — (p)  +  /sin( — 99)] 
z        r 


folgt 


ar—*  =  r""  [cos  ( — «99)  +  /sin( — «90)] 


Daher  gilt  die  Regel:  Eine  komplexe  Zahl  wird  mit  einem  ganz- 
zahligen Exponenten  potenziert,  indem  man  den  Modul  potenziert 
und  die  Amplitude  mit  dem  Exponenten  multipliziert. 

Die  Aufgabe,  die  «-te  Wurzel  einer  komplexen  Zahl  z  =  r  (COS9?  +  /sin99) 
zu  bestimmen,  ist  nun  sofort  gelöst;  die  n  verschiedenen  Lösungen  sind 


w  ,  ._ 

r 


cos 


9 


2n^ 


+  /  sm    -  +  >fe 

n  n 


n  n 

k  =  0,   1,  2,  .  .  .(«-  1) 


9' 
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Insbesondere  sind  die  komplexen  «-ten  Wurzeln  der  positiven  realen  Einheit 

Cjt  —  cosk \-i8ink- — ,       >&  =  0,  1,  2,  .  . .  (« — 1)    . 

n  n 

Die  komplexen  «-ten  Wurzeln  von  z  können  dargestellt  werden,  indem  man 
die  Wurzel 

n 


yr  •  (cos  -  + 'sin  —  |  ,        9?  <  2  jr 


mit  den  komplexen  «-ten  Wurzeln  der  Einheit  der  Reihe  nach  multipliziert. 
Femer  folgt  noch,  daß  die  oben  gegebene  Regel  für  die  Potenz  einer  komplexen 
Zahl  auch  für  gebrochene  Exponenten  gilt. 

Ein  irrationaler  Exponent  p  ist  Grenzwert  einer  Reihe  von  rationalen  Zahlen 
d^y  d^y  03  •  •  •  und  man  hat 

/  =  a«  +  ^*»     > 

wobei  Q^  sich  der  Grenze  Null  nähert,  wenn  n  unendlich  wächst 

Wendet  man  die  Regel  z^-^Q  =  ^  •  :^  auch  auf  ein  irrationales  q  an,  so  ist 

z^  =  r'^**{cosaM(p  +  /sina„9?)  •  s^'*    . 

Geht  man  zur  Grenze  n  =  00  über,  so  verschwindet  q^  ;   da  nun 

lims^*=l,        lima,»==/     , 
so  folgt 

£^  =  r^  {cospcp  +  is\r\pq?) 

Die  Regel  für  die  Potenz  einer  komplexen  Zahl  gilt  also  auch  für 
irrationale  Exponenten.  Die  Ausdehnung  des  Begriifes  Potenz  auf  komplexe 
Exponenten  wird  erst  im  Verlaufe  späterer  Betrachtungen  gewonnen  werden. 

6.  Das  bisher  Mitgeteilte  gestattet  uns,  den  Begriff  einer  algebraischen 
Funktion  einer  komplexen  Veränderlichen  zu  bilden.  Unter  einer  ganzen 
rationalen  algebraischen  Funktion  ;/-ten  Grades  der  komplexen  Veränder- 
lichen z  versteht  man  die  Größe 

s  =  aoz^  +  ^1^"""^  +  a2Z'*~^  +  . . .  +  ^«  —  1-  +  ^«     > 

wobei  a^J,  a^,  a.^^  ,  .  .  an  gegebene  reale  oder  komplexe  Zahlen  sind.  Unter 
einer  algebraischen  Funktion  von  z  im  weitesten  Sinne  versteht  man  eine 
Größe  j,  deren  Zusammenhang  mit  z  durch  das  Verschwinden  einer  in  Bezug 
auf  s  und  z  ganzen  und  rationalen  Funktion  hergestellt  wird.  Eine 
algebraische  Funktion  wird  also  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  definiert 

99 (j,  z)  r^3  ^0^"  +  ^1  J"-^  +  A^s*'-^  +  .  . .  +  ^«-iJ-  +  ^«  =  0     , 

wo  Aq,  Ai,..,A„  ganze  rationale  Funktionen  der  Veränderlichen  z  sind.  Man 
sieht  hieraus  sofort:  Ist  s  eine  algebraische  Funktion  von  5,  so  ist  auch  z 
eine  algebraische  Funktion  von  s. 

7.  Ist  die  Gleichung 

(p{Sy      Z)     =--     0 

in  Bezug  auf  s  vom  Grade  ny  so  gehören  zu  jedem  Werte  von  z  n  im 
allgemeinen  voneinander  verschiedene  Werte  von  s. 

Dieser   algebraische    Fundamentalsatz   wird    in    den    Elementen  der   Algebra 

gewöhnlich     nur     unter     der    Voraussetzung     bewiesen,     daß     die  Koeffizienten 

^0»  A^y  .  .  .  A„  reale  Zahlen  sind;  da  wir  ihn  im  folgenden  ganz  allgemein  zu 
verwenden  haben,  so  vermag  ein  von  der  genannten.  Beschränkung  befreiter 
Beweis  hier  statthaben. 


§  1  Algebraische  Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen.  I33 

Man  denke  sich  für  z  in  die  Funktion  (p{s,  z)  einen  gegebenen  Wert  a  -{-  b  i 
eingesetzt.     Setzt  man  nun  für  s  einen  veränderlichen  Wert 

s  =  S  +  rii     , 
so  erhält  man 

(p{s)  =  M+Ni    ; 

hierbei  sind  M  und  N  Funktionen  von  f  und  r^ .  Das  Quadrat  des  Modul  von  9?  (j), 
Af^  +  N^j  kann  nicht  negativ  werden,  muß  also  für  einen  oder  mehr  als  einen 
Wert  von  s  einen  Mindestwert  erhalten,  der  Null  oder  positiv  ist;  die  zugehörigen 
Werte  von  M,  JV,  f  und  1]  seien  Mq,  JVq,  ^q,  tjq.  Es  sei  nun  q  eine  Wurzel 
der  Einheit,  und  cd  eine  reale  Zahl;  man  ersetze  in  q)(s)  die  Zahl  s  durch 
io  -\-  i  f]o -{-  Q  (o  und  erhalte  dadurch 

(fiSo  +  f'Vo  +  Qco)  =  F+  Qi     . 

Dieser  Ausdruck  ist  in  Bezug  auf  qm  eine  ganze  Funktion  «-ten  Grades;  er 
enthält  in  jedem  Falle  das  Glied  ^  (xi^\  ob  auch  die  Glieder  ^a>,  ^*(ü*,  o^co',  .  .  . 
^"""^ö}*"^  vollzählig  vorhanden  sind,  hängt  von  besondem  Umständen  ab;  es 
können  im  gegebenen  Falle  sehr  wohl  einige  davon  —  oder  auch  alle  — 
fehlen.  Gesetzt  nun,  es  sei  ß*a>*  die  niedrigste  Potenz  von  ^cü,  die  in  dieser 
Entwicklung  vorkommt,  so  erhält  man  für  9?  (fo  +  ^0 '  +  ^tt>)  einen  Ausdruck 
von  der  Form 

Den  Anfang  macht  M^  +  N^  i,  da  <p  (s)  nach  der  Voraussetzung  diesen 
W^ert  annimmt,  wenn  man  a>  =  0  setzt. 

Setzen  wir  zunächst  g^  =  e,  wobei  wir  unter  e  eine  reale  Einheit  verstehen, 
und  dann  g^  :=  et,  so  erhalten  wir 

Mq  +  eMk  CO*  +  . .  .  +  ^'(^0  +  «^*  ö>*  +  . . .)     , 
bezw. 

Mq  —  €iVia>*  +  •  •  •  +  ^{^0  +  s^kO)^  +  •  •  •)     , 

wobei  die  nur  angedeuteten  Glieder  Potenzen  von  cd  enthalten,  deren  Exponenten 
größer  als  k  sind.  Die  Quadrate  der  Moduln  dieser  beiden  komplexen  Größen 
sind,  nach  Potenzen  von  cd  geordnet, 

Ml  +  NI  +  2t{M^k  +  N,Nk)oD''  +  . . . 
bezw. 

M\^N\  +  2E(N,Mk  -  M,Nm) CO*  +  . . . 

Man  wähle  nun  e  in  jeder  der  beiden  Entwicklungen  so,  daß  die  mit  co* 
multiplizierten  Glieder  negativ  ausfallen.     Angenommen,  die  beiden  Binome 

M^M^+N^Nk       und       N^Mk  —  M^Nk 

wären  von  Null  verschieden,  so  könnte  man  die  reale  Zahl  od  immer  so  klein 
wählen,  daß  die  Polynome 

2.t(M^Mk-\-  N^Nk)oD^  +  ^.>     und      2B{N^Mk  —  M^Nk)oD''  ^  .  .  , 
dieselben  Vorzeichen  haben,  wie  ihre  ersten  Glieder 

2  €  (J/o  Mk  +  N^  Nk)  O)*     bezw.     2  e  (N^  Mk  —  M^  iV^)  o)*     , 
also  negativ  sind.     Dies  widerspricht  aber  der  Voraussetzung,  daß 

der  kleinstmögliche  Wert  des  Quadrats  des  Modul  von  (p(s)  ist.  Folglich  können 
M^  Mk  +  N^  Nk  und  M^  Nk  —  N^  Mk  nicht  von  Null  verschieden  sein.     Aus 

M^Mk-^N^Nk^^,       M^Nk-N^Mk  =  Q 
folgt 

{M,  Mk  +  N,  NkY  +  {M,  Nk  -  N,  Mkf  =  {M\  +  NVi  •  (Ml  +  JV|)  =  0     . 
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Da  nun  nach  der  Voraussetzung  M\  +  /VJ  von  Null  verschieden  ist,  so 
folgt  schließlich  Ml  +  Ari  =  0     . 

Es   gibt   daher  wenigstens   einen  Wert  von  s,    für   den   der  Modul 
von  <p{s),  d.  i.  (p{s)  selbst,  verschwindet 
Sei  Ol  eine  Wurzel  der  Gleichung 

aus  der  Identität 

(p{s)  =  (p  (s)  —  (p  (ai) 

=  ^l(^«-  al)  +  M^~'  -  <~')  +'"  +  ^n-i{s  -  Ol)       , 

erkennt  man,  daß  (p{s)  durch  s  —  a^   ohne  Rest  teilbar  ist;  daher  ist 

<p{s)  =  (s-~  ai)(^o^'-'  +  Bis^-^  +  B2S^-^  +  •  •  •  +  ^«-i)     , 

worin  Boy  Bi,  » .  .  B^—i  aus  Aq^  A^y  .  .  *  A^  und  o\  zusammengesetzt  sind.     Jede 
ganze  Funktion  «-ten  Grades  von  s  läßt  sich  also  in  das  Produkt  einer  linearen 
Funktion  und  einer  ganzen  Funktion  {n  —  l)-ten  Grades  zerfallen. 
Zerlegt  man  unter  Anwendung  dieses  Satzes  die  ganze  Funktion 

BqS^-^  +  ^iX«-2  +  ^2  j«-3  +  .  .  -  +  Bn-i 

u.  s.  f.,  so  erhält  man:  Jede  ganze  algebraische  Funktion  »-ten  Grades 
einer  Veränderlichen  ist  das  Produkt  von  n  linearen  Funktionen. 

Der  soeben  gegebene  Satz  ist  von  dem  folgenden  nicht  verschieden:  Jede 
Gleichung  /z-ten  Grades  mit  einer  Unbekannten  hat  n  Wurzeln,  von 
denen  mehrere  zusammenfallen  können. 

Aus  der  Zerlegung  der  Funktion  n-ien  Grades  <p{s)  in  n  lineare  Faktoren 
erkennt  man  zugleich,  daß  die  Gleichung  (p(s)  =  0  nicht  metr  als  n  reale 
oder  komplexe  Wurzeln  haben  kann. 

Wenn  eine  Gleichung  n-i^n  Grades  nur  reale  Koeffizienten  hat  und  eine 
komplexe  Wurzel  zuläßt,  so  hat  sie  bekanntlich  auch  die  konjugiert  komplexe 
Wurzel.  Dieser  Satz  gilt  für  Gleichungen  mit  komplexen  Koeffizienten  nicht. 
Man  übersieht  dies  sofort,  wenn  man  in  der  Gleichung  «-ten  Grades 

{s  —  a){s  —  3)  .  .  .  (j  —  «)  =:  0 

für  die  Größen  a,  b^  c,  . »  .  n  beliebig  gewählte  reale  oder  komplexe  Zahlen 
setzt;  denn  man  erhält  dann  eine  Gleichung  für  x,  deren  komplexe  Wurzeln  in 
keiner  Weise  voneinander  abhängig  sind. 

8.  Wir  schließen  hieran  eine  Bemerkung  über  die  Zerlegung  einer  echt 
gebrochenen  Funktion  in  Teilbrüche. 

Im  1.  Buch,  §  3,  Nr.  2  ist  die  Zerlegung  einer  echt  gebrochenen  realen 
Funktion  gezeigt  worden,  unter  der  Voraussetzung,  daß  der  Nenner  keine  mehr- 
fachen Faktoren  hat     Das  dort  gewonnene  Resultat 

(p(x)  X  —  ^^         X—  ^2  X  —  Sm  (P  {Sjk) 

läßt  sich  ohne  weiteres  auf  den  Fall  komplexer  Funktionen  tp(x)  imd  <p(x)  aus- 
dehnen. Dasselbe  gilt  von  der  Zerlegungsmethode  I.Buch,  §  3,  Nr.  3,  für  den 
Fall,  daß  (p{x)  mehrfache  Faktoren  hat 

Die  in  a.  a.  O.  §  3,  Nr.  4  gegebene  Methode  für  den  Fall  mehrfacher  kom- 
plexer Wurzeln  hat  bei  komplexen  Funktionen  ip  (x)  und  q)  (x)  keine  Anwendung ; 
es  bewendet  hier  bei  der  in  Nr.  3  gegebenen  Zerlegung. 

9.  Alle  weitem  Funktionen,  die  wir  betrachten,  werden  in  bestimmter 
Weise  aus  •  algebraischen  Funktionen  abgeleitet  Einige  auf  Funktionen  einer 
komplexen  Veränderlichen  bezügliche  Sätze,  die  wir  nun  mitteilen  wollen,  gelten 
für  alle  diese  Funktionen  unabhängig  von  ihrer  besondem  Natur. 
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10*  Bevor  wir  zu  diesen  Sätzen  übergehen,  muß  noch  eine  andre  wichtige 
Frage  erledigt  werden. 

Die  geometrische  Darstellung  einer  realen  Funktion  /(x)  einer  realen  Ver- 
änderlichen X  erfolgt,  indem  man  x  als  Abscisse  und  /(x)  als  Ordinate  am  ein- 
fachsten in  einem  rechtwinkligen  Koordinatensysteme  betrachtet;  die  Kurve  j'  z=zf{x) 
gibt  dann  ein  anschauliches,  viele  Untersuchungen  wesentlich  erleichterndes  Bild 
des  Funktionsverlaufs.  Eine  dementsprechende  Darstellung  komplexer  Funktionen 
einer  komplexen  Veränderlichen  ist  oifenbar  nicht  möglich;  denn  die  komplexe 
Veränderliche  ist  nicht  auf  einer  Geraden,  sondern  nur  auf  einem  zweifach  aus- 
gedehnten Gebiete  darstellbar,  und  eine  Funktion  derselben  ist  im  allgemeinen 
wieder  komplex  (nur  für  einzelne  Werte  real  oder  rein  imaginär),  also  wieder 
zweifach  ausgedehnt 

Um  den  Zusammenhang  einer  komplexen  Funktion  mit  ihrer  Veränderlichen 
anschaulich  zu  machen,  hat  man  folgenden  Weg  eingeschlagen. 

Man  verwendet  zwei  Ebenen,  eine  Veränderlichenebene  und  eine  Funk- 
tionsebene. Die  Punkte  der  erstem  stellen  die  Werte  der  Veränderlichen  dar; 
durchläuft  z  eine  Reihe  von  komplexen  Werten,  so  durchläuft  der  zugehörige 
Punkt  der  s- Ebene,  den  wir  der  Einfachheit  wegen  auch  mit  z  bezeichnen 
wollen,  eine  gewisse  Kurve.  Zu  jedem  Werte  von  z  gehört  ein  oder  gehören 
einige  bestimmte  Werte  der  Funktion  w=f(z).  Den  Zahlpunkt  «/,  bezw.  die 
Gruppe  von  Zahlpunkten  7V  suche  man  nun  auf  der  Funktionsebene  auf;  man  erhält 
so  einen  Funktionspunkt,  oder  eine  Gruppe  von  Funktionspunkten,  die  wir  als 
dem  veränderlichen  Punkte  z  entsprechend  bezeichnen.  Bewegt  sich  nun  z  auf 
der  2 -Ebene,  so  bewegen  sich  die  entsprechenden  Funktionspunkte  auf  der 
ze/- Ebene;  während  aber  die  Bewegung  von  z  ganz  willkürlich  ist,  hängen  die 
Wege  der  Funktionspunkte  von  den  W>gen  von  z  und  dem  Funktionszusammen- 
hange (p  (z)  ab. 

Die  Punkte  der  2-Ebene  und  die  Punkte  der  «/-Ebene  stehen  somit  in  einer 
geometrischen  Verwandtschaft. 

Aus  rein  geometrischem  Interesse  haben  wir  einen  einfachen  Fall  punkt- 
verwandter Ebenen  schon  kennen  gelernt,  die  Kollineation,  und  ihre  besondern 
Fälle,  die  Affinität  und  die  Ähnlichkeit.  Die  komplexen  Funktionen  geben 
zur  Untersuchung  mannigfaltiger  Punktverwandtschaften  Veranlassung;  es  wird  sich 
beiläufig  zeigen,  daß  die  allgemeine  Kollineation  unter  diesen  Verwandtschaftsarten 
sich  nicht  befindet,  wohl  aber  die  Affinität. 

11.    Wir  geben  hierzu  zwei  einfache  Beispiele. 

A)    Ist 

und  sind  jc,  y  die  Koordinaten  des  Punktes  z  in  der  rr-Ebene,  //,  v  die  Koordi- 
naten von  w  in  der  Funktionsebene,  so  ist 


u  -\-  vi 


X  —  vt 


X  -{-  y  i       X*  +  y'^ 
Also  ist 


X 

U  =  — — : :  ,  r  = . 


x^ -\r  y  X' -\- y 


U  V 


,2 


^  =  ...  ,  .0 >      y=  - 


2^2  _[_  2/2  -^  u'i  +  V'^ 

Um  eine  Vorstellung  von  der  Venvandtschaft  der  beiden  Ebenen  zu  erhalten, 
wollen  wir  in  der  «/-Ebene  die  Linien  aufsuchen,  die  den  Parallelen  zur  realen 
und  imaginären  Achse  in  der  2:-Ebene  entsprechen,  d.  i.  die  Kurven,  die  der 
Punkt  w  zurücklegt,  wenn  z  die  Parallelen  zu  den  Achsen  durchläuft.     Für  eine 
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Parallele  zur  imaginären  Achse  ist  x  konstant,  y  willkürlich;  daher  erfüllen  u  und  v 
die  Gleichung 

1)  -T-i — V  =  ^  »        °^®^       u^  +  v^ u  =  0     , 

u^  -\-  Z'2  X 

worin  X  eine  gegebene  Zahl  ist 

Für  eine  Parallele  zur  Abscissenachse  ist  y  konstant;  die  Koordinaten  der 
zugehörigen  Funktionspunkte  erfüllen  also  die  Gleichung 

V  1 

2)  — — 5=J',        oder       //«  +  z;»  H v  =  0     . 

«2    _|_    ^,i  y 

Die  Kurven  1)  bilden  ein  Kreisbüschel,  dessen  Mittellinie  die  6^- Achse  ist 
und  dessen  Kreise  die  F- Achse  berühren:  die  Kurven  2)  bilden  ebenfalls  ein 
Kreisbüschel,  die  Mittellinie  ist  die  F- Achse  und  die  Kreise  berühren  die  6^ Achse. 
Die  Büschel  sind  rechtwinklig,  d.  h.  jeder  Kreis  des  einen  wird  von  jedem 
des  andern  unter  rechten  Winkeln  geschnitten. 

Sind  Modul  und  Amplitude  von  s  und  z  die  Größen  ^,   $,  r,  9?,  so  ist 

r 

Einem    konstanten    Werte    von   r    entspricht    ein    konstanter    von   Ry    d.  i.: 

Einem  Kreise   um   den  Nullpunkt   in   der  r:- Ebene   entspricht   ein  Kreis  um  den 

Nullpunkt  in  der  Funktionsebene:  die  Radien  zweier  entsprechenden  Kreise  sind 

reziprok.     Einem   Strahle    durch   den   Nullpunkt    in    der   2: -Ebene   entspricht   ein 

Strahl  durch  den  Nullpunkt  in  der  7£'-Ebene;  zwei  entsprechende  Strahlen  bilden 

entgegengesetzt  gleiche  Winkel  mit  den  realen  Achsen. 

B)    Ist 

w  ^=  z-  ,       also        t4  -\-  V  i  =  x^'  —  y"^  -{■  2  xy  i     , 

so  ist 

3)  u^x^—y^,       v  =  2xy     . 

Durchläuft  z  eine  Parallele  zur  K-Achse,  so  ist  x  konstant  und  y  veränderlich. 
Die  Gleichungen  3)  ergeben  die  Gleichung  der  entsprechenden  Kurve  der 
Funktionsebene,  wenn  y  entfernt  wird.     Man  erhält 

4)  z/2  =  4  Jt:2  (jc2  —  u). 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Parabel;  die  Symmetrieachse  fällt  in  die  «-Achse, 
der  Brennpunkt  in  den  Nullpunkt,  der  Parameter  ist  4  x^,  und  die  Parabel  erstreckt 
sich  entlang  der  negativen  Seite  der  z/- Achse. 

Einer  Parallelen  zur  realen  Achse  der  z-Ebene  entspricht  in  der  za-FJaene 
eine  Kurve,  deren  Gleichung  aus  3)  erhalten  wird,  wenn  man  y  konstant  annimmt 
und  X  entfernt;  es  ergibt  sich 

5)  v^'  =  4,y%r^'  +  u)     . 

• 

Dies  ist  eine  Parabel,  deren  Achse  ebenfalls  mit  der  «- Achse,  deren  Brenn- 
punkt mit  dem  Nullpunkte  zusammenfällt;  der  Parameter  ist  4^'^:  die  Parabel 
erstreckt  sich  in  der  Richtung  der  positiven  «-Achse. 

Die  Parabelscharen  4)  und  5)  sind  brennpunktsgleich:  jede  Parabel  der  einen 
Schar  wird  von  jeder  der  andern  Schar  unter  rechten  Winkeln  geschnitten. 

Modul  und  Amplitude  von  ta  hängen  jetzt  mit  dem  Modul  und  der  Amplitude 
von  z  durch  die  Gleichungen  zusammen 

R  =  r^ ,        0=2(p     . 

Einem  Kreise  um  den  Nullpunkt  in  der  2 -Ebene  entspricht  also  ein  Kreis 
um  den  Nullpunkt  in  der  7Cf -Ebene;  einem  Strahle  durch  den  Nullpunkt  in  der 
5- Ebene  entspricht  ein  Strahl  durch  den  Nullpunkt  der  w- Ebene,  der  Winkel, 
den  letzterer  mit  der  f- Achse  bildet,  ist  doppelt  so  groß  als  der  Winkel  des 
entsprechenden  Strahles  mit  der  ;c- Achse. 


§  1  Algebraische  Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen.  137 

12«    Jede  Funktion  von  z  =  x  -^  iy  kann  man  auf  die  Form  bringen 

w  =  q)(z)  =  u-]-vt     , 

wobei  u  und  v  reale  Funktionen  von  x  und  y  sind.  Aber  nicht  jeder  Aus- 
druck u-\-viy  worin  u  und  v  Funktionen  von  x  und  y  sind,  ist  eine 
Funktion  der   komplexen  Veränderlichen   z  ==^  x  -\-yi.     Man   hat  nämlich 


und 


mithin  ist 


1) 


d.  i. 


d  w 

dw 

d  z       dw 

'6x  ~ 

dz 

ex        dz 

d  w 

dw 

dz       dw  . 

dy- 

dz 

dy       dz 

dw 

.dw 

By 

dx 

eu 

.du       dv 

d  X       d  X 

Vergleicht  man  beiderseits  die  realen  und  imaginären  Bestandteile,  so  erhält 
man  die  Gleichungen 

.  d  u       dv  du  dv 

c  X       vy  c  y  c  x 

Diese  Gleichungen  sind  also  erfüllt,  wenn  u-\-vi  eine  Funktion 
der  komplexen  Veränderlichen  s  ist. 

Es  läßt  sich  leicht  umgekehrt  zeigen,  daß  jeder  Ausdruck  «-|"^'>  welcher 
der  Gleichung  1)  genügt,  eine  Funktion  von  z  ist. 

Gesetzt,  w  =  u  -\-  vi  erfüllt  die  Gleichung 

dw         .  C  7V 
c  y  ex 

Man  ersetze  x  in  w  durch  s  —  y  i]  das  Ergebnis  werde  mit  (w)  bezeichnet. 
Alsdann  ist 

d  (w)       dia       d  w     d  X 

dy  dy        dx      dy     ' 

Aus  X  =  z  —  y  i  folgt  d  x  :  dy  =  —  /;   daher  erhält  man 

d  (jcf)       d  w       ,dw 

dy  dy  dx 

Da  nun   1)  erfüllt  ist,  so  hat  man 

d{w) 


cy 


=  0 


Folglich  ist  {uf)  von  y  unabhängig,  mithin  eine  Funktion  von  z,  d.  i.  von 
x-\-yi.  Wir  schließen  daher:  Die  notwendige  und  ausreichende  Be- 
dingung dafür,  daß  der  komplexe  x  und  y  enthaltende  Ausdruck 
w  =  u  -\-  iv  eine  Funktion  von  z  =  x  -\- y  i  ist,  wird  durch  die  Gleichung 
ausgesprochen 

d  w       .d  w 
cy  d  X 
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13«    Ist  w  eine   Funktion  von   z,   und   W  eine  Funktion   von  w,    so 
ist   IV  eine  Funktion  von  z. 

Da   W  nach  der  Voraussetzung  nur  von  w  abhängt,  so  ist 

dW_dW     dw         dlV_dlV     cw 
dx        dw       dx  '         dy         dw       cy 

Da  ferner  nach  der  Voraussetzung  w  eine  Funktion  von  z  ist,  so  ist 

ö  w         Iw 

cj  y  c  X 

führt  man  dies  in  1)  ein,  so  erhält  man 

eiV _  .6JV 
öy  o  X 

14.    Ist    w    eine   Funktion    von  z,    so    ist    umgekehrt    auch   z    eine 
Funktion  von  «'. 

Das  vollständige  Differential  von  w  ist 

1)  dw  =  ^     ^jc  + -;; — //y     . 


Da  nun 


so  erhält  man  aus   1) 


Daher  ist 


VW         ß  w 
C_)'  ij  X 


C  7£/  C  W     ^ 

dw  ='  -^    -  idx -\- t  dv)=^ -^ — dz 
d  X  "  ex 


dlV  C'  W  .  V  7U 

2)  -  =  ^      =  --/   .- 

az         ex  c  y 


Hieraus  folgt 


dz  =  -r,-  -  dw  =   .      (du  +  /Vr) 

O  7Cf  C  7Ü 


c  X  d  X 

Mithin  hat  man  für  die  partialen  Differentialquotienten  von  z  nach  u  und  zr 

dz  1  dz        .    1 


du        o  w^        cv         cw 


d  X  d  X 

daher  ist 

dz        .HZ 

^     =  /  ^  -  ,        w.  z.  b.  w. 

C  V  c  u 

15.  Aus  der  Gleichung  Nr.  14,  2)  folgt  der  wichtige  Satz,  daß  der  Differential- 
quotient einer  Funktion  einer  komplexen  Veränderlichen  nicht  von  dem  Verhältnisse 

c  w 
abhängt,  in  welchem  sich  x  und  y  ändern,  denn   -.  -  enthält  nur  x  und  y^  nicht 

aber  das  Verhältnis    dy  :  dx. 

Soll  z  eine  verschwindend  kleine  Änderung  erfahren,  so  kann  dies  auf 
unendliche  vielfache  Weise  geschehen,  denn  man  kann  den  Punkt  z  nach  allen 
möglichen  Richtungen  hin  in  der  Funktionsebene  eine  verschwindend  kleine  Ver- 
schiebung erteilen.  Zu  jeder  solchen  unendlich  kleinen  Verschiebung  dz  von  z 
gehört  eine  bestimmte,  unendlich  kleine  Verschiebung  dw  des  entsprechenden 
Punktes  w  in  der  Funktionsebene;  das  Verhältnis  div  :  dz  ist  aber  von  der 
Richtung  der  Verschiebung  von  z  unabhängig. 
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16.    Der  Differentialquotient  von  7£MSt  eine  Funktion  von  s:,  denn  es  ist 


C  70 


cy 


c    dw 


^2 


W 


C  V    d2 


d  X  c'y 
.   c>^7a 


d  X        c)  X  dz  d  X  c!y 


Daher  hat  man 


S-' 


7U 


By 


.  d  7v' 

O  X 


w.  z.  b.  w. 


Man   schließt  nun    sofort  weiter,    daß    auch   alle   höhern  Differential- 
quotienten von  w  Funktionen  von  z  sind. 

17.    Setzt  man  (Fig.  42)  y 

a  ^=^  a  ■\-  ßi       und       a^=  a<^-\-  ß^  i     , 
so  ist 

öl  —  ^  =  Qi  —  a  4-  (y^i  —  ß)i     . 

Der  Modul   der  Differenz   ist   daher   gleich    dem 
Abstände  r  der  Zahlpunkte  a  imd  a^  und  die  Amplitude  q 

ist  gleich  der  Winkel  (p  dieser  Strecke  mit  der   posi- 
tiven realen  Achse;  man  hat  daher 


Fig.  42. 


a^  =  fl  +  ''(cos^p  +  /sin99) 

Wir  erteilen  nun  z  (Fig.  43)  zwei  verschiedene  verschwindend  kleine  Verschie- 
bungen, durch  welche  man  nach  /  und  js"  gelange;  durch  die  entsprechenden 
Verschiebungen  komme  die  Funktion  von  w  nach  7i/  und  7if" .  Bezeichnet  man  die 
verschwindend  kleinen  Moduln  der  Differenzen  z'  —  z^  z"  —  z,  7v'  —  7£/,  o/"  —  tv 
der  Reihe   nach   mit  r',  r",  q\  q^' ,   die  Amplituden   mit  99',  99",  ^/,  rp" y   so  ist 

z*  —  z  =  /(cos 93'  +  /sin 9')  ,         ^'  —  s  =  /' {cosq)"  +  ' sin 99")     , 
7v'  —  K'  =  ^'(cosy;'  -f-  /sin^')  ,        7u"  —  ?£/  =  ^"(cosy/'  +  /siny;")     . 


z-£henp 


Tv-Elitne 


nvz 


Fig.  43, 

Da  nun  nach  Nr.  14,  2)  das  Verhältnis  einer  unendlich  kleinen  Veränderung 
der  Veränderlichen  z  zu  der  zugehörigen  Veränderung  der  Funktion  nicht  von 
der  Richtung  abhängt,  in  der  z  sich  ändert,  so  ist 


2^'  — 


^ 


7i/  —  TV  7V"  —  7t'' 


oder 


7V    —  TV 


z"  —  Z  7t/'  —  7U 


Führt  man  hier  die  obigen  Werte  ein,  so  folgt 


r' 


»j* 


[cos  (<p'  -  i^')  +  /•  sin  {cp'  -  (//')]  =  h  [cos  (v^'  -  xf)  +  /  sin  (t^'  -  v")]     • 
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Vergleicht  man  beiderseits  das  Reale  und  Imaginäre,  so  erhält  man 

r'  :  r"  =  ^' :  q''  ,       9?'  -  9?"  =  xp'  -  xp''     . 

Hieraus  ergibt  sich,  daß  die  verschwindend  kleinen  Dreiecke  zaf  sf'  und 
wii/ li/'  gleichsinnig  ähnlich  sind. 

Beschreibt  die  Veränderliche  um  den  Punkt  z  herum  ein  verschwindend  kleines 
Vieleck,  so  beschreibt  die  Funktion  um  den  Punkt  w  herum  ein  entsprechendes 
Vieleck;  verbindet  man  die  Ecken  beider  mit  z  bezw.  7f/,  so  zerfallen  sie  in 
lauter  ähnliche  Dreiecke  und  man  erkennt,  daß  die  Vielecke  ähnlich  sind.  Man 
gewinnt  so  den  Satz:  Die  Verwandtschaft  der  ^-Ebene  mit  der  w-Ebene 
ist  eine  solche,  daß  entsprechende  unendliche  kleine  Figuren  beider 
Ebenen  einander  ähnlich  sind.  Insbesondere  ergibt  sich  hieraus,  daß  zwei 
Kurven  der  ^r-Ebene  sich  unter  denselben  Winkeln  schneiden,  wie  die 
entsprechenden  Kurven  der  7£/-Ebene. 

18.  Nur  in  einzelnen  Punkten,  für  vereinzelte  Werte  von  z  und  «/,  erleiden 
diese  Betrachtungen  eine  Ausnahme,  nämlich  in  den  Punkten  z  und  w,  für  welche 

dw       ^  ,  dw 

— —  =  0  ,        oder       -—   =  00     ; 

dz  dz 

denn  aus  keinem  der  beiden  Gleichungspaare 

w'  —  w       ^  u^'  —  w 

—  =  ö'       -j, — r  =  ö    , 


bezw. 


T    '      IT 


—         —    :--   00    ,  —^ =   00 

rr     ff  f"    rf 


kann  man  den  Schluß  ziehen 

"äf  —  w 


w"  —  w       ^'  —  z 

Ist  z.  B.  w  =  1  :  s,  so  hat  man  dw  \  dz  =  — 1:5^;  dieser  Ausdruck  wird 
Null  für  z  ^=  00  und  unendlich  für  5  =  0.  Die  Ähnlichkeit  unendlich  kleiner 
Figuren  findet  also  allenthalben  statt,  außer  in  den  Punkten  der  «/-Ebene,  die 
dem  Nullpunkte  und  den  unendlich  fernen  Punkten  der  s- Ebene  entsprechen, 
es  sind  dies  die  unendlich  fernen  Punkte  und  der  Nullpunkt  der  «/-Ebene. 

Für  iv  =  s^  ist  dw  \  dz  ^=  2  z,  und  wird  mit  z  Null  und  unendlich;  in  der 
unendlich  nahen  Nachbarschaft  der  jetzt  sich  entsprechenden  unendlich  fernen 
Punkte  findet  Ähnlichkeit  nicht  statt. 

19.  Wenn  zu  jedem  z  nur  ein  Wert  der  Funktion  7V  gehört,  so  nennt  man 
die  Funktion  einwertig;  aus  diesem  Begriffe  folgt,  daß  eine  einwertige  Funktion 
Unterbrechungen  der  Stetigkeit  nur  an  solchen  Punkten  erleiden  kann,  in  denen 
sie  unendlich  groß  wird.  Einwertig  sind  alle  rationalen  Funktionen.  Die  ganzen 
rationalen  Funktionen  werden  unendlich  nur,  wenn  5  =  00  ist;  die  echt  gebrochenen 

fp(z) 

nur  für  solche  Werte  von  z,  für  welche  der  Nenner  xp  (z)  verschwindet,  die  unecht 
gebrochenen  außerdem  noch  für  z  =  00. 

20.  Gehören  zu  einem  Werte  der  Veränderlichen  im  allgemeinen  verschiedene 
Werte  von  o/,  so  heißt  die  Funktion  meh^rwertig,  und  zwar  zwei-,  drei-,  vier- 
wertig  u.  s.  w.,  sobald  zu  einem  z  im  allgemeinen  zwei,  drei,  vier  u.  s.  w.  ver- 
schiedene Werte  von  w  gehören.  Mehrwertig  sind  alle  irrationalen  Funktionen; 
die  durch  die  Gleichung  «-ten  Grades  für  %v  * 

q{w,  z)  =  0 
definierte  Funktion  w  ist  //-wertig. 
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Für  einzelne  Punkte  ö^  ,  a,^,  ...  der  if-Ebene  können  zwei  oder  mehrere 
Werte  einer  «-wertigen  Funktion  zusammenfallen;  diese  Punkte  heißen  die  Ver- 
zweigungspunkte  der  mehrwertigen   Funktion. 

Die  Funktion 

w  =  ^z  —  a 

ist  z\i-eiwertig;  für  ar  =  <j  werden  beide  Werte  gleich  Null,    daher  ist  a  der  Ver- 
zweigungspunkt 

Die  zweiwertige  Funktion 

7V  =  '^{z  —  a){z  —  b) 

hat  die  Verzweigungspunkte  a  und  b. 
Die  zweiwertige  Funktion 


w 


=  -^{z  —  d){z  —  b)  (z  —  c)  {z  —  d) 


hat  vier  Verzweigungspunkte,  a,  b,  c,  d. 
Die  sechswertige  Funktion 

w  =  }V^  +  az^^  b  +  /ä 

hat  drei  Verzweigungspunkte;  einer  ist  der  Nullpunkt,  die  andern  beiden  sind 
die  Wurzeln  der  Gleichung 

z'^  +  az-^b  =  ()     ; 

für  5  =  0  fallen  dreimal  zwei  Werte  von  7V  zusammen,  für  die  Wurzeln  von 
z--\-az-\-b=0  zweimal  drei  Werte. 

21«  Wir  wollen  nun  die  Veränderliche  von  einem  Anfangswerte  z  =  a  auf 
irgend  einem  Wege  zu  einem  Endwerte  z  ^=  b  führen  und  die  Wege  beachten, 
welche  die  Funktion  w  in  der  7£/-Ebene  dabei  zurücklegt 

Ist  w  einwertig,  so  gehört  zu  jedem  Punkte  der  s-Ebene  nur  ein  Punkt  der 
7£^-Ebene,  zu  jeder  Kurve  der  ar-Ebene  nur  eine  Kurve  der  «/-Ebene.  Entsprechen 
den  Punkten  a  und  b  der  £r-Ebene  die  Punkte  a'  und  b^  der  «/-Ebene,  und  führt 
man  z  auf  mehreren  verschiedenen  Kurven  von  a  nach  b^  so  werden  die  zu- 
gehörigen Kunen  der  «/-Ebene  alle  in  d  beginnen  und  b'  endigen. 

Ein  wesentlich  andres  Verhalten  zeigen  die  mehrwertigen  Funktionen. 
Sind  a  und  b  keine  Verzweigungspunkte  für  die  «-wertige  Funktion  «/,  so  ge- 
hören zu  a  und  zu  b  je  n  verschiedene  Punkte  öi,  «2»  •  •  •  ^«  bezw.  b[y  ^2»  •  •  •  b'n 
der  7£/-Ebene.  Wird  nun  z  von  a  entlang  der  Kurve  /  nach  b  geführt,  so  rücken 
die  zugehörigen  «-Werte  der  Funktion  «/  von  den  Lagen  Oi,  «i,  .  . .  ^J,  in  die 
Lagen  b[,  ^2,  ...  ^i,  es  entstehen  also  n  Kur\'en,  die  in  ^J,  .  .  .  «i  beginnen 
und  in  ^i,  ...  b'^  endigen;  geht  z  auf  einem  andern  Wege  L  von  a  nach  by 
so  beschreibt  das  System  der  n  Funktionswerte  ein  andres  System  von  n  Kurven, 
die  dieselben  Anfänge  und  dieselben  Endpunkte  haben,  es  ist  aber  sehr  wohl 
möglich,  daß  die  in  einem  bestimmten  Punkte  öJ  anfangende  Kurve  bei  der 
zweiten  Überführung  nach  einem  andern  Punkte  der  Gruppe  der  b'  geht,  als 
bei  der  ersten.  Achtet  man  nur  auf  den  Wert  7£//  der  Funktion,  welcher  für 
z  =  a  mit  fl/  zusammenfällt,  so  wird  derselbe  sich  stetig  ändern,  sowohl  wenn  z 
von  a  auf  /  nach  ^,  als  wenn  z  auf  L  geht,  im  ersten  Falle  würde  alsdann  w, 
einen  andern  Endvvert  als  im  letztern   erhalten. 

Ein  einfaches  Beispiel  wird  dies  erläutern. 

22.    Wir  betrachten  die  Funktion  (Fig.  44) 

7£f  ==  yz    . 

Wie  wir  schon  gesehen  haben  (Nr.  11),  gehört  zu  jedem  durch  den  Null- 
punkt gehenden  Strahle  der  ^-Ebene  ein  ebensolcher  der  7/'-Ebene,  und  jedem 
um    den  Nullpunkt   beschriebenen  Kreise    der   jsr-Ebene    entspricht    ein   Kreis    der 
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2e/-Ebene,  der  ebenfalls  um  den  Nullpunkt  beschrieben  ist.  Dem  Punkte  ^  =  4 
entsprechen  die  Punkte  w^  ^  2  und  Wg  =  — 2*  ^^^  führen  nun  z  von  4  au8 
auf  einem  Halbkreise  in  positiver  Drehrichtung  um  den  Nullpunkt  bis  zum 
Punkte  z=  — 4;  alsdann  geht  w^  auf  einem  Viertelkreise  bis  zu  2/,  und  2a^ 
auf  einem  Viertelkreise  bis  zu   —  2  /,  beide  in  positiver  Drehrichtung. 

Hierauf  gehe  z  von  4  bis  ^4  auf  einem  Halbkreise  in  negativer  Dreh- 
richtung. Die  Amplituden  von  70^  und  o/g  ändern  sich  dann  ebenfalls  im  Sinne 
der  abnehmenden  W^inkel  und  es  gelangt  71^^   nach   —  2  /*,  o/g  nach  2  /. 

Je  nachdem  z  also  auf  dem  obem  oder  dem  untern  Halbkreise  von  -|-4 
nach  — 4  geht,  gelangt  tv^  durch  stetige  Änderungen  von  +2  nach  -f  2i  oder  — 2/. 


.-U- 


Fig.  44. 

Führt  man  z  in  der  Richtung  der  wachsenden  Winkel  entlang  des  ganzen 
Kreises  von  4  bis  zu  4  zurück,  so  geht  ze/^  in  dem  Halbkreise  über  2  i  hinweg 
bis  zu  ^2;  einem  geschlossenen  Wege  von  z  entspricht  also  ein  nicht  ge- 
schlossener von  a/j.  Geht  z  auf  einem  andern  geeigneten  W^ege  von  4  aus 
nach  4  zurück,  so  kann  der  zugehörige  Weg  von  tv^  ein  geschlossener  sein. 
Dies  ist  z.  B.  der  Fall,  wenn  z  in  positiver  Drehrichtung  den  Halbkreis  bis  —4 
zurücklegt,  dann  entlang  der  realen  Achse  bis  — 1  geht,  hierauf  in  negativer 
Drehrichtung  einen  Halbkreis  bis  -\-l  beschreibt  und  dann  auf  der  realen  Achse 
nach  +4  zurückkehrt.  Denn  dann  geht  7^^  in  positiver  Drehrichtung  auf  einem 
Viertelkreise  bis  2  /,  dann  auf  der  imaginären  Achse  bis  /,  dann  in  negativer 
Drehrichtung  in  einem  Viertelkreise  bis  +1,  und  endlich  auf  der  realen  Achse 
bis  +2.  Gleichzeitig  legt  7V2  einen  Viertelkreis  bis  -  -2/,  dann  die  imaginäre 
Achse  bis  — /,  dann  einen  Viertelkreis  bis  — 1,  und  endlich  die  reale  Achse 
bis   — 2  zurück. 

Hätte  man  z  den  Halbkreis  von  — 1  nach  +1  J^  positiver  Drehrichtung 
beschreiben  lassen,  so  wären  tv^  und  «/g  ^'^n  +'  und  — /  auf  Viertelkreisen  um 
den  Nullpunkt  in  positiver  Drehrichtung  weiter  gegangen,  und  es  wäre  daher  tc'^ 

nach    — 2   und  «/g   nach  +2   gelangt,  also  nicht  zu  den  Ausgangs- 
werten zurück. 

23.  Wird  s  von  a  nach  i?  entlang  /^   geführt  (Fig.  45),  und  ge- 
langt ein  Funktionswert  7£\   dabei  von   dem  Anfangswerte  a'  zu  dem 
Endwerte  d\    so   kommt  7£\   umgekehrt  von  1/  nach  a',  wenn  z  den 
Weg  /j   rückwärts   von  d  nach   a   durchläuft.     Gesetzt   nun,   7^1    ge- 
lange von  (/  nach  l?\    gleichgültig   ob  z  von   a  nach  ö   die  Wege  / 
oder  /,    wählt.     Läßt  man  dann  z  von  a  auf  /  bis  d  und  dann  auf  /, 
^^'    '         zurück  nach  a  gehen,   so  ändert  sich  7£'i  von  a'  bis  zu  d'  und  nimmt 
am  Schlüsse  wieder  den  Wert  af  an;  und  umgekehrt:   Gelangt  u\   vom  Werte  a' 
aus   wieder   zu  c/  zurück,   wenn  z  von  a   aus    die  Kurven  /  und  /^   nacheinander 
durchlaufend    zu    a    zurückkehrt    und    hat    7£/,     dabei    für    z  =  d    den    Wert   d' 
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angenommen,  so  gelangt  w^  rückwärts  vom  Werte  a^  zum  Werte  d\  wenn  z  von  a 
aus  die  Kur\'e  /^  bis  d  durchläuft,  w^  nimmt  also  bei  beiden  Wegen  /  und  /^ 
der  Veränderlichen  denselben  Endwert  an. 

Um  daher  zu  erfahren,  welche  Wege  z  von  einem  Anfangspunkte  zu  einem 
Zielpunkte  zurücklegen  muß,  damit  «/j  zu  demselben  oder  zu  verschiedenen  End- 
werten gelange,  genügt  es,  die  geschlossenen  Wege  zu  untersuchen. 

Erhält  w^  denselben  Wert  wieder,  wenn  z  auf  der  aus  /  und  /^ 
zusammengesetzten  geschlossenen  Kurve  von  a  ausgehend  nach  a 
zurückkehrt,  so  erhält  auch  w^  denselben  Wert,  wenn  z  auf  /  oder 
auf  /j^  von  a  nach  d  sich  bewegt:  und  erhält  w^  nicht  denselben  Wert 
wieder,  wenn  z  die  geschlossene  Kurve  durchläuft,  so  erhält  w^  einen 
andern  Wert,  wenn  z  von  a   nach  d   auf  ^,   als   wenn   es   auf  /  geht. 

24.    Um  bei  der  irrationalen  Funktion  (Fig.  46) 


w  =^  \z 

die  geschlossenen  Wege,  die  z  zurückzulegen  hat,  damit  w^  wieder  zu  seinem 
Ausgangswerte  zurückkehrt,  von  denen  zu  unter- 
scheiden, für  welche  dies  nicht  der  Fall  ist,  drückt 
man  z  durch  Modulus  und  Amplitude  aus.  Der 
Modulus  ist  eine  eindeutig  bestimmte  Zahl;  die 
Amplitude  dagegen  ist  unendlich  vieldeutig;  ist  näm- 
lich <p  einer  ihrer  Werte,  so  erhält  man  die  andern, 
wenn  man  99  um  ganze  Vielfache  von  2  jt  vermehrt 
oder  vermindert 
Ist  nun 

z  ^=  r{cos(p -\- isinq')     , 
so  ist 

,+^sm-j     . 

Fig.  46. 

Zu  jeder  Amplitude  gehört  hiernach  ein   ganz 
bestimmter  Wert  von  7a',   zu  allen  Amplituden,  die  um  gerade  Vielfache  von  2jr 
verschieden  sind,  gehört  ein  und  derselbe  Wert  70^  der  zweideutigen  Funktion  w, 
zu  den  übrigen,   die  von  den  ersten  um  ungerade  Vielfache  von  2jr  abweichen, 
gehört  der  andre  Wert  «z.^. 

Geht  nun  z  von  einem  Punkte  a  aus  und  auf  einer  beliebigen  geschlossenen 
Kurve  (1)  nach  a  so  zurück,  daß  dabei  die  Amplitude  um  2jr  zu-  oder  ab- 
genommen hat,  so  hat  z  den  Nullpunkt  einmal  umkreist,  und  w  ist  von  dem  Werte 


«/ 


y^  •  (cos 


«'1  =i^[ 


^ 


'»!) 


zu  dem  Werte 


fr[ 


cos  —  -f" '  sm 


cos         ; h  t  sm ^        I  = 

2  2       / 


w* 


gelangt,  also  nicht  zum  Ausgangswerte  zurück.  Läuft  hingegen  z  auf  einer  ge- 
schlossenen Kurve  (2)  so  von  a  nach  a  zurück,  daß  die  Amplitude  um  4  n  zu- 
oder  abnimmt,  so  endigt  tv^  mit  dem  Werte 


ir[ 


cos       ^--  +  ,sm-^_^     -j 


d.  i.  mit  dem  Anfangswerte.     Hieraus  sieht  man:    Durchläuft  z  eine  geschlossene 
Kurve,  die  den  Nullpunkt  umgibt,  so  kommt  ein  Funktionswert  o/j  der  zweideutigen 

Funktion  Yz  zu  dem  Ausgangswerte  zurück  oder  nicht,  je  nachdem  der  Weg  von  z 
den  Nullpunkt  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl  Male  umkreist 


144 


Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen. 


8  1 


Beschreibt  z  eine  geschlossene  Bahn,  die  den  Nullpunkt  nicht  einschließt 
(3,  4),  so  wächst  9?  bis  zu  einem  größten  Werte  XOA,  erlangt  später  einen 
kleinsten  Wert  XOBy  und  kehrt  dann  zum  Anfangswerte  zurück;  die  Endamplitude 
ist  also  mit  der  Anfangsamplitude  identisch.  Hieraus  schließen  wir:  Wenn  z 
eine  geschlossene  Bahn  durchläuft,  die  den  Nullpunkt  nicht  einschließt,  so  kehrt  w^ 
wieder  zwm.  Anfangswerte  zurück. 

25«  Die  Tatsache,  daß  zu  jedem  Punkte  der  s -Ebene  zwei  Werte  w  gehören, 
und  die  damit  zusammenhängende,  daß  geschlossene  Wege  des  ar-Punktes  die  Funk- 
tion y  z  zum  Teil  wieder  zum  Ausgangswerte  zurückführen,  zum  Teil  aber  nicht,  er- 
schweren die  weitem  Betrachtungen.  Um  diese  Schwierigkeit  zu  beseitigen,  hat 
RiEMANN*)  für  die  mehrwertigen  Funktionen  statt  der  s -Ebene  mehrblätterige  Flächen 
angewandt,  die  nach  ihrem  Erfinder  als  RiEMANNsche  Flächen  bezeichnet  werden. 

Für  die  Funktion  w  =  '^ z  wird  die  RiEMANNsche  s-Fläche  folgendermaßen 
erhalten.  Man  denke  sich  eine  Schraubenfiäche  von  sehr  kleiner  Ganghöhe;  ihre 
Achse  gehe  durch  O  senkrecht  zur  A'K-Ebene,  ihre  Spur  auf  der  A'P^Ebene  mag 
man  sich  mit  der  positiven  realen  Achse  OX  zusammenfallend  denken.  Auf 
dieser  Schraubenfläche  durchlaufe  man  in  positiver  Richtung  von  OX  beginnend, 
den  ersten  und  zweiten  Umgang,  alles  andre  denke  man  beseitigt  Der  heraus- 
geschnittene Teil  hat  dann  zwei  parallele  Ränder,  die  sich  von  O  aus  ins  Un- 
endliche erstrecken,  einer  davon  ist  OX.  Nun  denke  man  sich  die  Ganghöhe 
verschwindend  klein,  und  andre  die  Fläche  an  den  beiden  Rändern  so,  daß 
dieselben  ihrer  ganzen  Länge  nach  vereinigt  werden,  und  somit  den  ersten 
Umgang  durchdringen.  Dabei  soll  die  Beschränkung  gelten,  daß  ein  Punkt  diese 
Verwachsungslinie  nur  überschreiten  darf,  um  vom  Ende  des  zweiten  Umgangs 
zum  Anfange  des  ersten  zu  gelangen  oder  umgekehrt,  nicht  aber  so,  daß  er  vom 
Ende  des  ersten  zum  Anfange  des  ersten  oder  vom  Ende  des  zweiten  zum  An- 
fange  des  zweiten,  oder  umgekehrt,  übergeht 

Man  erhält  somit  eine  zweiblätterige  Fläche,  welche  die  XK-Ebene 
doppelt  bedeckt;  die  beiden  Blätter  sind  längs  der  Geraden  OX  von 
O  anfangend  verwachsen;  diese  Linie  darf  ein  Punkt  nur  so  über- 
schreiten, daß  er  von  dem  vordem  Teile  des  obern  Blattes  in  den 
hintern  Teil  des  untern  oder  von  dem  hintern  Teile  des  obern  in 
den  vordem  Teil  des  untern  übergeht  oder  umgekehrt  Jeder  Punkt  a 
der  XK-Ebene  ist  die  Projektion  zweier  in  verschiedenen  Blättern  liegenden 
Punkte  a^  und  ag  der  zweiblätterigen  Veränderlichenfläche;  diese  beiden  Punkte 
haben  denselben  Modulus,  ihre  Amplituden  sind  um  2  n  verschieden**). 

*)  RiEMANNs  gesammelte  mathematische  Werke,  herausgegeben  von  H.  Weber,  Leipzig  1876, 
Abhandlung  I  und  VI;  die  Abhandlimg  VI  findet  sich  auch  in  Grelles  Journal,  Bd.  54  (1857), 
S.  101;  vgl.  auch  Roch,  Über  Funktionen  komplexer  Größen,  Schloemilchs  Zeitschrift  für 
Mathematik  und  Physik,  Bd.  8  (1863),  S.  12  und  183. 

**)  Um  ein  anschauliches  Modell  eines  Teiles  dieser  Fläche  zu  erhalten,  schneide  man  zwei 
gleiche  Stücke  Papier  b^  und  b^  (Fig.  47)  und  zerschneide  sie  entiang   OX;  hierauf  lege  man  sie 

so    aufeinander,    daß    die    Schnitte    sich 


Fig.  47. 


decken,  und  verbinde  durch  Überkleben 
mit  einem  Streifen  Papier  den  Rand  1 
des  obern  Blattes  mit  2  des  untern.  An 
den  Stelleu  c  und  J  mache  man  entiang 
OX  kleine  Schnitte  in  den  verbindenden 
Streifen,  und  schiebe  durch  dieselbe 
schmale  Papierstreifchen,  durch  die  man 
nun  bei  c  und  c'  bezw.  d  und  <f  durch 
Ankleben  den  vordem  Rand  des  obern 
mit  dem  hintern  Rande  des  unteni  ver- 
bindet.  Die  Vorschrift  über  das  Über- 
schreiten   der  Verwachsung   findet  dann 


ihren  deuüichen  Ausdruck  darin,  daß  man  auf  dem  langen  Streifen  nur  von  oben  1  nach  unten  2, 
aul'  den  schmalen  Stegen  nur  von  oben  c  und  d  nach  unten  c*  und  d*  oder  umgekehrt,  gelangen  kann. 
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Will  man  von  einem  Punkte  a  des  obem  Blattes  auf  der  Fläche  nach  einem 
Punkte  ß  des   untern   gelangen,    so   muß   man   den  Windungspunkt  O  wenigstens 
einmal   umkreisen.      Der  Weg   ist  sichtbar   bis   zum   Punkte  A,   wo    er   die  Ver- 
wachsung überschreitet  und  ins  andre  Blatt  gelangt;   von 
da  an  ist  er  verdeckt 

Wenn  man  von  a  ausgeht  und  den  Nullpunkt  zwei- 
mal umkreist,  so  kommt  man  ins  obere  Blatt  zurück. 
Will  man  von  a  ausgehend  eine  geschlossene  Linie  be- 
schreiben, so  darf  dieselbe  den  Windungspunkt  nicht 
einschließen,  oder  muß  ihn  zweimal,  oder  viermal,   oder  ^    ^g^ 

überhaupt  eine  gerade  Anzahl  Male  umkreisen.  (Fig.  48). 

Man   setze   nun   fest,    daß   für   irgend   einen   von   O  verschiedenen   Punkt  a 

der  RiEMANN  sehen  Fläche  die  Funktion  w  =  "^a  den  einen  ihrer  Werte  w^  (und 
nicht  den  entgegengesetzt  gleichen  w^)  haben  soll;  da  nun  jede  geschlossene 
Kurve   auf   der   Fläche    den   Windungspunkt  gar   nicht   oder   eine   gerade   Anzahl 

Male  umkreist,  so  folgt,  daß  der  Wert,  den  yz  in  jedem  Punkte  annimmt,  un- 
abhängig von  dem  Wege  ist,  auf  welchem  z  zu  diesem  Punkte  von  a  ausgehend 

gelangt;  die  Funktion  yz  ist  also  eine  eindeutige  Funktion  der  Punkte  der  zwei- 
blätterigen Fläche. 

Dieselbe  Fläche  dient  dazu,  die  Funktion 


i/ 


w  ==  yaz  +  d 

als   eindeutige  Funktion  des  Ortes  in  der  Fläche  darzustellen;   nur  hat  man  den 

Windungspunkt  in  den  Punkt  —  ä :  a  zu  verlegen. 

26.    Wir  konstruieren    nun    eine    zweiblätterige   RiEMANNsche    s-Fläche,    für 

welche  die  Funktion  

w  =  \(z  —  a){z  —  d) 

eine   eindeutige  Funktion   des  Ortes   in   der  Fläche  ist;   wir  setzen  dabei  voraus, 

daß  a  und  d  verschieden   sind.     Bezeichnet   man   in   der  5-Ebene  die   Abstände 

der  Punkte  a  und  d  von  z   mit  Ä  und  r   und   die  Winkel   dieser  Geraden   und 
der  -Y-Achse  mit  $  und  cp,  so  ist 


w 


=  y^  ^cos  ^  +  /sin  —  j  .  yr  ^cos  ^-  +  /sin  M     . 


Geht  nun  z  von  einem  Punkte  Zq  aus,  und  auf  einer  Kurve  wieder  nach  Zq 
zurück,  so  erlangt  der  Faktor 


yR  .  I  cos  -^  +  /  sin  —  I 


seinen  Ausgangswert  wieder,  oder  den  entgegengesetzt  gleichen,  je  nachdem  der 
Weg  des  z  den  Punkt  a  eine  gerade  Anzahl  Male  (Null  mit  eingerechnet)  um- 
kreist, oder  eine  ungerade;  ebenso  erreicht  dabei  der  andre  Faktor 


i^  '  (cos  ^  +  / sin  ^  j 


seinen  Ausgangswert  oder  nicht,  je  nachdem  der  Punkt  d  eine  gerade  oder  un- 
gerade Anzahl  Male  von  z  umkreist  wird.  Wenn  beide  Faktoren  ihren  Anfangs- 
wert nicht  erreichen,  also  beide  am  Ende  des  Weges  Werte  angenommen  haben, 
die  den  Anfangswerten  entgegengesetzt  gleich  sind,  so  hat  sich  ihr  Produkt  nicht 
geändert,  w  also  den  Ausgangswert  wieder  erreicht.  Daher  erkennt  man,  daß 
w  den  Ausgangswert  wieder  erreicht  oder  nicht,  je  nachdem  der  Weg  der 
Veränderlichen  die  beiden  Punkte  a  und  ^  zusammengenommen  eine  gerade  Anzahl 
Male  umkreist,  oder  eine  ungerade. 
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Hiernach  ergibt  sich  folgende  dem  Zwecke  genügende  RiEMANNsche  ^-Fläche: 
Man  decke  zwei  Ebenen  aufeinander  und  denke  sich  dieselben  entlang  der 
Geraden  ab  (Fig.  49)  so  verwachsen,  daß  man  von  einem  Rande  der  Geraden  auf 

den  andern  nicht  übertreten 
' —  kann,  ohne  dabei  von  dem 

obern  Blatte  ins  untere  zu 
gelangen  oder  umgekehrt. 
Auf  dieser  Fläche  kann  man 
von  einem  Punkte  c  aus  nur 
auf  solchen  Wegen  zu  c 
zurückgelangen,  die  keinen 
der  Windungspunkte  a  und  b 
umkreisen  (z.  B.  Weg  1), 
oder  einen  nach  dem  andern 
jeden  einmal  umkreisen 
(Weg  2),  oder  die  einen 
zweimal  umkreisen  (Weg  3) 
oder  die  beide  zusammen 
einmal  umkreisen  (Weg  4), 
oder  auf  Wegen,  die  sich 
aus  Wegen  dieser  vier  Arten 
zusammensetzen  lassen;  in  jedem  dieser  Fälle  erlangt  w  wieder  seinen  Ausgangswert. 
Ist  nun  festgesetzt,  welchen  Wert  w  für  irgend  einen  Punkt  z^  der  zwei- 
blätterigen Fläche  haben  soll,  so  ist  der  Wert  in  jedem  Punkt  z^  eindeutig  be- 
stimmt durch  die  Änderung,  die  w  erleidet,  wenn  z  auf  irgend  welchem  Wege 
auf  der  Fläche  von  z^  nach  z^   geht. 

27«    Bezeichnet  man  für  die  Funktion 

w  =  ^(z  —  d){z  —  b)  {z  —  c)(z  —  d) 

mit  r^,  Tg,  rg,  r^  die  Abstände  der  Punkte  a,  b,  c,  d  vom  veränderlichen  Punkte  z 
und  mit  9?^,  9^2 »  9^3»  9^4  ^^^  Winkel  der  Geraden  r^,  rg,  rg,  r^  mit  der  positiven 
realen  Achse,  so  ist 

9^1 


i 

Fig.  49. 


W 


=  y^l  (  COS 


+  ,sin  |-)  .  ir,  ( 


i7,  (cos  f  +  /sin  •f/)  .  ir,  ( 


cos  ,^   +/sm--j 

9^4     ,      .   .      9^4 

cos^  +  /sm 

2   ^  2 


)• 


Beschreibt  z  von  z^  aus    eine    geschlossene    Kurve,    die   den   Punkt  a  eine 
gerade  bezw.  ungerade  Anzahl  Male  umkreist,  so  bekommt  der  Faktor 


Vx  (cos  ^ 


+  /sin 


9^1 


seinen  Ausgangswert,  bezw.  den  entgegengesetzt  gleichen  Wert;  das  Ent- 
sprechende gilt  für  die  übrigen  Faktoren  von  w.  Wenn  daher  z  eine  Bahn  be- 
schreibt, die  alle  die  vier  Punkte  zusammengenommen  eine  gerade  Anzahl  Male 
umkreist,  so  erlangt  w  wieder  seinen  Ausgangswert;  ist  aber  die  Summe  der 
Umkreisungen  aller  vier  Punkte  ungerade,  so  erlangt  w  nicht  den  Ausgangswert 
wieder.  Hieraus  erkennt  man,  daß  w  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  der 
Fläche  wird,  wenn  man  dieselbe  folgendermaßen  einrichtet:  Man  legt  zwei  Ebenen 
aufeinander,  und  läßt  diese  entlang  einer  Geraden  verwachsen,  die  zwei  von  den 
Punkten  ä,  ^,  ^ ,  d  verbindet,  sowie  auf  der  Geraden  zwischen  den  beiden  andern 
(Fig.  50);  diese  beiden  Verwachsungen  sollen  so  gewählt  sein,  daß  sie  sich  nicht 
schneiden.  Betreffs  der  Überschreitung  der  Verwachsungen  sollen  dieselben  Be- 
stimmungen gelten,  wie  bei  den  vorigen  Beispielen. 
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Durchläuft  man  auf  dieser  Fläche  von  einem  Punkte  e  des  obem  Blattes 
aus  eine  Bahn,  deren  Grundriß  geschlossen  ist,  und  die  keinen  der  Windungs- 
punkte ö,  by  Cy  d  umkreist,  so  führt  diese 
Kurve  zu  e  selbst  zurück,  endet  nicht 
in  dem  unter  e  im  andern  Blatte  liegen- 
den Punkte  (Weg  1).  Wenn  man  von  e 
ausgehend  einen  Windungspunkt  («,  Weg  2) 
einmal  umkreist,  so  kommt  man  in  das 
antere  Blatt;  um  in  das  obere  zurück- 
zugelangen, muß  man  noch  einen  Windungs- 
punkt (z.  B.  c)  einmal  umkreisen.  Ein  Weg, 
der  zwei  durch  eine  Verwachsung  ver- 
bundene Windungspunkte  oder  alle  vier 
umkreist,  kann  ganz  im  obern  Blatte  liegen 
(Weg  3)*). 

Man  überzeugt  sich  so,   daß  man  in 
dieser    Fläche    nur    solche    wirklich    geschlossene    Linien    ziehen    kann,    die    die 
Windungspunkte  zusammen  eine  gerade  Anzahl  Male  umkreisen. 

Ist  daher  festgesetzt,  welchen  der  beiden  möglichen  Werte  w  in  einem 
Punkte  dieser  Fläche  haben  soll,  so  ist  der  Endwert,  den  w  erreicht,  wenn  z 
von  diesem  Punkte  auf  der  Fläche  zu  einem  andern  geht,  eindeutig  bestimmt 
und  vom  Wege  unabhängig. 

Diese  Beispiele  genügen  für  die  weitem  Betrachtungen,  die  wir  hier  durch- 
fuhren werden. 


Fig.  60. 


§  2.     Integrale  komplexer  Funktionen. 

1.  Es  sei  f(z)  eine  Funktion  der  komplexen  Variabein  ar,  und  für  z  eine 
RiEMANNsche  Fläche  konstruiert,  so  daß  f(z)  eine  eindeutige  Funktion  der 
Punkte  dieser  Fläche  ist;  ferner  seien  zwei  Punkte  z^  und  Z  dieser  Fläche  durch 
eine  in  der  Fläche  liegende  Linie  /  verbunden,  und  diese  Linie  durch  eine  An- 
zahl Punkte  z^y  z^,  z^,  .  .  *  z^  —  i  geteilt,  die  in  der  Richtung  von  Zq  nach  Z  auf- 
einander folgen;  endlich  werde  mit  /(zie)  der  Wert  bezeichnet,  den  f{z)  für  irgend 
einen  Punkt  innerhalb  des  Linienstücks  Zj^^iZu  annimmt  Unter  dem  be- 
stimmten Integrale  z 

versteht  man  den  Grenzwert,  gegen  den  die  Summe 

^/(Zk)  ^Zk  ,       AZk  =  Zk~  Zk-l  ,       Zn^  Z 

l 

konvergiert,  wenn  sämtliche  Differenzen  Azj^  verschwinden. 

2,  Wir  werden  nun  zunächst  zeigen,  daß  ein  solcher  Grenzwert  existiert. 
Setzen  wir  z  =  x  -\-  ty,  so  nimmt /(sr)  nach  Sonderung  des  Realen  vom  Imaginären 
die  Form  an  (p{Xf  y)  -\-  iy;{Xf  y)  und  es  ist 

Azk  =  zjk  —  Zk-i  =  Xk  —  Xk-i  +  i{yk  —yk~\)  =  '^Xk  +  iAyu     • 

Folglich  haben  wir,  wenn  wir  die  Zeiger  unterdrücken, 

Zf{z)Az  =  2\tp{x,y)Ax  —  ri>(x,y)Ay'\  +  iZ\cp{x,y)Ay  -\r  \p(x,y)Ax\    . 

*)  Um  sich  diese  Verhältnisse  recht  deutlich  zti  machen,  zeichne  man  sich  mehrere  ge- 
schlossene Wege,  die  die  Windungspunkte  immer  anders  umkreisen,  und  achte  darauf,  die 
'Wegteile  zu  punktieren,  soweit  sie  im  untern  Blatte  liegen. 

10* 
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Aus  der  Gleichung  der  Kurve  /  wollen  wir  nun  y  durch  x  und  x  durch  y 
ausdrücken  und  diesen  Wert  für  y  bezw.  x  in  die  mit  Ax  bezw.  Ay  multi- 
plizierten Funktionen  setzen.  Die  erstem  werden  dann  Funktionen  von  x  allein, 
die  letztem  Funktionen  von  y\  bezeichnen  wir  diese  mit  $(jt:),  ^x^oc)^  ^{y)> 
und   ifjO'),  so  haben  wir 

H/iz)  Az  =  2[<^{x)  Ax  -  W{y)  Ay]  +  i2[<P^  {x)Ax+  W^  (j)  Ay]     . 

Ist  nun  Z  =  X  -\-  zV,  so  ist 

X  y 

lim2:<^(x)  Ax=j <^(x)  dx  ,     lim2'?^0')  ^y  =  \  S^O')  dy 

u.  s.  w.;  hieraus  folgt 

X  y  X  y 

\imi;/{z)Az  =j0{x)dx  -jW{y)dy  +  ij<l^^{x)dx  +  ijW^(y)dy     . 

Xo  jfQ  Xo  yo 

Hierdurch  ist  das  Integral  - 

lf{z)dz 

durch  bestimmte  Integrale  realer  Funktionen  einer  realen  Veränderlichen  aus- 
gedrückt 

Wir  schließen  hieran  zwei  Sätze,  die  sich  aus  der  Definition  des  bestimmten 
Integrals  ohne  weiteres  ergeben. 

Ist  b  ein  Punkt,  der  auf  dem  Integrationswege  ac^  d.  i.  auf  dem  für  die 
Veränderliche  angenommenen  Wege  zwischen  a  und  Cy  liegt,  so  ist  für  die  Inte- 
gration auf  diesem  Wege 

lf{z)  dz  +  //(«)  dz  =  jf{z)  dz     . 

aha 

Femer  folgt 


jf{z)dz=^-[f(z)dz 


3«  Wir  haben  nun  zu  untersuchen,  welchen  Einfluß  die  Wahl  der  Integrations- 
weges auf  den  W^ert  des  bestimmten  Integrals  hat. 

Es  liegt  die  Vermutung  nahe,  daß  das  zwischen  den  Grenzen  a  und  ö  ge- 
nommene Integral  immer  andre  Werte  erhält,  wenn  man  die  Punkte  a  und  b 
durch  verschiedene  Integrationswege  verbindet,  so  daß  es  nötig  wäre,  bei  jedem 
Integrale  den  Integrationsweg  genau  anzugeben.  Wir  werden  indes  zeigen,  daß 
dies  nicht  der  Fall  ist;  der  Wert  des  bestimmten  Integrals  wird  sich  nur  insofern 
abhängig  vom  Integrationswege  erweisen,  als  bei  gewissen  Gruppen  von  Wegen 
das  Integral  um  eine  bestimmte  additive  Konstante  von  dem  auf  andern  Wegen 
erhaltenen  Werte  abweicht. 

Um  zu  diesen  Ergebnissen  zu  gelangen,  beweisen  wir  folgenden  Satz:  Sind 
^  und  K  zwei  innerhalb  eines  vollständig  begrenzten  Teiles  J*  einer 
RiEMANNschen  Fläche  endliche  und  eindeutige  Funktionen  des  Ortes 
in  der  Fläche,  so  ist  das  über  die  Fläche   T  erstreckte  Integral 


/{ 


cy        CXI 


entgegengesetzt   gleich   dem   über  alle  Punkte  der  Begrenzung  von  T 
ausgedehnten  Integrale 

l{Xdx+  Ydy)     , 

wobei   alle  Teile  der  Begrenzung   so  durchlaufen   werden   sollen,   daß 


§2 
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die  Fläche  T  gegen  die  Fortschreitung  entlang  der  Grenze  so  liegt, 
wie  der  +  /  enthaltene  Teil  der  Zahlenebene  gegen  die  in  der  Richtung 
wachsender  Zahlen  durchlaufene  reale  Achse. 

Wir  wollen  uns  zunächst  unter  X  und  Y  reale  Funktionen  von  x  und  y  denken. 

Wir  betrachten  zuerst  ein  Flächenstück  T,  das  die  Ebene  nur  einfach  be- 
deckt und  einfach  zusammenhängend 
ist,  d.  i.  dessen  vollständige  Begrenzung  eine 
einzige  geschlossene  Kur\'e  bildet  (Fig.  51). 
Das  über  T  ausgedehnte  Integral  zerlegen  wir 
in  die  Differenz 

J  \dy        ex)  J  cy  J  dx  ' 

und   berechnen   die   Teile    einzeln.      Nun    ist 

Hierbei  ist  die  Integration  nach  y  auf 
jeder  Parallelen  zur  K- Achse  über  die  Strecken 
auszudehnen,  die  im  Innern  von  T  liegen,  für  x  =  OP  also  über  P^P.^,  und  P^P^. 
Sind  die  Werte  der  Funktion  X  in  den  Punkten  /\,  P^,  /Jj,  P^  der  Reihe  nach 
Jfj,  X^y  X^y  X^,  und  bemerken  wir,  daß  bei  unbestimmter  Integration 


J  cy 


dy  =  X+C 


so  ergibt  sich  für  das  über  die  Strecken  P1P2  und  P^P.^  ausgedehnte  bestimmte 
Integral 


1 


cX 

dy 


äy^X,-X,+X^-  X, 


Hierbei  wird  von  der  Voraussetzung  Gebrauch  gemacht,  daß  X  für  alle 
Punkte  im  Innern  der  Fläche  endlich  bleibt;  denn  wenn  X  z.  B.  für  einen  Punkt 
innerhalb  der  Strecke  /^-Pg  unendlich  wird,  so  ist  das  über  die  Strecke  aus- 
gedehnte Integral  im  allgemeinen  nicht  gleich  X.2  —  X^. 

Daher  ist  nun  weiter 


f^dT=^j{X,  -X^+X^~  X^)dx     , 


=  —  \X^  dx  +  \x.,  dx  —  jX^  dx  +  fx^  dx     . 


Die  Grenzen  der  einzelnen  Integrale  erhalten  wir,  indem  wir  die  zur  ?-Achse 
parallelen  Tangenten  der  Umgrenzung  ziehen;  haben  diese  die  Abscissen  OA, 
OB,   OC,  OD,  so  ist 

OD  OC  OC  OD 

dT=^  —  Ix^  dx  +    X^  dx  —    Xs  dx  +    X^  dx     . 


I 


dy 


OA 


OB 


OB 


Im  zweiten  und  vierten  Integrale  vertauschen  wir  die  Grenzen  und  erhalten 
bei   etwas  veränderter  Anordnung 

OD  OB  OC  OA 

1)  /  ^^^=  -(    / ^1  ^^  +  Ui  ^^  +  /  ^3  ^^  +  1^2 

OA  ÖD  OB  OC 


dx 
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Durchläuft  ein  Punkt  die  Grenze  von  T  in  positiver  Richtung  von  A^  an- 
fangend, so  erhält  X  auf  dem  Wege  A^D^  Werte,  die  mit  X^  bezeichnet  sind; 
die  auf  dem  Wege  D^B<^  sind  mit  X^^  bezeichnet,  die  auf  B^C^  mit  A'g,  die 
auf  C^A^  mit  X^,  Wir  können  daher  in  1)  die  Zeiger  bei  X^^  X,t,  X^,  X^ 
weglassen  und  alle  Integrale  vereinigen;  hierdurch  entsteht 


2) 


dT^ 


j  cy 


-4 


Xdx 


wobei  das  Integral  rechts  also  über  die  Grenze  von  T  auszudehnen  und  die 
Grenze  in  positiver  Richtung  zu  durchlaufen  ist.  Durch  geeignete  Vertauschungen 
ergibt  sich  aus  2) 

wobei  rechts  infolge  der  Vertauschung  von  x  gegen  y  die  Grenze  von  T  so  zu 
durchlaufen  ist,  daß  die  Fläche  T  gegen  die  Richtung  der  Fortschreitung  so  liegt> 
wie  der  Winkel  XOY  gegen  die  in  der  Richtung  der  wachsenden  y  zurückgelegte 
Ordinatenachse.  Diese  Umlaufsrichtung  ist  der  des  Begrenzungsintegrals  in  2) 
entgegengesetzt.  Wechseln  wir  in  3)  die  Umlaufsrichtung,  so  wechseln  alle 
einzelnen  Bestandteile,  aus  denen  dasselbe  zu  berechnen  ist,  (so  wie  ^ Xdx  sich 
nach  Gleichung  1)  berechnet)  die  Grenzen,  nehmen  also  den  entgegengesetzt 
gleichen  Wert  an:  durchläuft  man  die  Grenze  von  T  in  positiver  Richtung,  so 
hat  man  daher  .  ^  ^ 

j    ^-  X  j 


Aus  2)  und  4)  folgt  schließlich 

cX       dY\  ,_ 


5) 


ty        C  X  J 


(Xdx^\dy) 


w.  z.  b.  w. 


Wir  beweisen  nun  den  Satz  für  eine  die  Ebene 
allenthalben  einfach  bedeckende  Fläche  7\  deren  Be- 
grenzung aus  mehreren  getrennten  Kurven  besteht.  W'ir 
denken  uns  aus  der  einfach  zusammenhängenden  (wage- 
recht schraffierten)  Fläche  7\  eine  einfach  zusammen- 
hängende (senkrecht  schraffierte)  T^  herausgeschnitten 
(Fig.  52).  Wird  die  übrig  bleibende,  ringförmige  Fläche 
mit  T  bezeichnet,  so  ist 


er 


C  X 


dT 


wobei  durch  die  Zeichen 


angedeutet  wird,  daß  die  Integration  über  die  Flächen  T,  7\ ,  T^  erstreckt  werden 
solL     Nun-  ist  nach  dem  vorigen  Beweise 


/■( 


Tr 


ex 

d  y 


^^dT=-j{Xdx  +  Ydy)     , 


ausgedehnt  über  die  Grenze  von  T^  in  positiver  Umlaufsrichtung;  und 

'd  X  _  ÖF> 
s-' y       c 


-^]dT=    (Xdx 


+  Yäy) 
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ausgedehnt  über   die  Grenze   von  T.y  in  negativer  Umlaufsrichtung  in  Bezug  auf 
T',,    mithin   in   positiver   in    Bezug   auf   die    Ringfläche   7\,    zu   deren  Begrenzung 
die  Grenze  von   T^  gehört.     Daher  haben  wir 
für  T 


J  \c  y         c  xl  J 


0 


Fig.  53. 


wobei  nun  das  Begrenzungsintegral  rechts 
über  die  ganze  Begrenzung  von  T  in 
positiver  Richtung  (in  Richtung  der  Pfeile)  zu 
erstrecken  ist. 

Wenn  aus  einer  einfach  zusammenhängen- 
den, die  Ebene  allenthalben  einfach  bedecken- 
den Fläche  mehrere  Stücke  herausgeschnitten 
w^erden,  so  findet  man  in   gleicher  Weise  die  Gültigkeit  des  Satzes. 

Bei  der  unschraffierten  Fläche   T  (Fig.  r>3)  ist  das  Begrenzungsintegral  über 
die      drei     Begrenzungskurven, 
bei  jeder  in    der  Pfeilrichtung, 
zu   erstrecken. 

Die  Fläche  T  in  Fig.  o4 
ist  aus  einer  zweiblätterigen 
RiKMANN  sehen  Fläche  mit  vier 
Windungspunkten  geschnitten 
(§  1,  Nr.  27);  sie  bedeckt 
zum  Teil  die  Ebene  doppelt, 
nämlich  innerhalb  des  Grund- 
risses aß  yd.  Ist  ^Z^  parallel 
der  F- Achse,  so  ist  bei  der 
Integration  nach  y  das  Integral 
über  AB,  CD  (im  obern  Blatte), 
£F  und  G/f  zu  erstrecken; 
folglich  ist 

-     dy  -=  Xb  —  Xa  ■ 
J  d\ 


Xd  -  -  Xc  +  Xj 


Fig.  54. 


Xr  -|-  Xu  —  A  i 


H 


es  gelten  daher  ganz  die  vorigen  Betrachtungen  imd  Schlüsse. 

Enthält    T  einen  Windungspunkt   einer   zweiblätterigen   Fläche    und   wird    es 
von    einer   einzigen   Kurve    begrenzt   (Fig.  55),  so  ist  für   die  Integration   nach  x 
entlang  der  Parallelen  AD  zur  A'- Achse    das  Inte- 
gral   im    obern    Blatte    über    die    Strecke   CD,    im       ^j 
untern  über  AB  zu  erstrecken,  es  ergibt  sich  mithin  \ 


■1 

/ 


dy 
dx 


dx  =  Yb  -  -  Ya  +  Yd 


0 


Fig.  56. 


alles  übrige  folgt  dann  wie  vorher. 

Wir  können  nun  den  Satz  mit  Leichtigkeit  auf 
den  Fall  ausdehnen,  daß  X  und  Y  komplexe  Funk- 
tionen sind. 

Haben  wir 

X=I^  +  iS,      Y=U+iV    , 
so  ist 


dT 
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Wenden  wir   den   Satz   auf   die   realen   Funktionen   R,   5,   17,    V  an,  so  er- 
halten wir 


=  -\(Rdx  +  Udy) ,     j {^.-^  -  t^ j  rf  r  =  -f(S dx  +  Vdy) 


m 


5^,-  -  l-)^T=-l[iR  +  /S)dx  +  {17+  iV)dy] 


Daher  folgt  schließlich 

w.  z.  b.  w. 

4.   Wir   wenden   den   soeben   bewiesenen  Satz    auf   das  Integral   einer  kom- 
plexen Funktion  w  an.     Es  sei 

Über   die  Grenze    einer  Fläche  T  ausgedehnt,    innerhalb    deren   w  eine  endliche 
und  eindeutige  Funktion  des  Ortes  in  der  Fläche  ist;   alsdann  ist 


I  tvtiz  =  I  {'i 


[7udx  +  J7vdy)  =  — /  l-^—  —  i^—]äT 
Da  nun 

o  y  c  X 

so  verschwinden  alle  Elemente  des  Flächenintegrals,  also  auch  das  ihm  gleiche 
Begrenzungsintegral.  Dies  ergibt  den  Satz:  Das  Integral  \7£fdz,  ausgedehnt 
in  positiver  Umlaufsrichtung  über  die  vollständige  Begrenzung  einer 
Fläche,  innerhalb  deren  w  eindeutig  und  endlich  ist,  ist  gleich  Null. 

Enthält  die  Fläche  T  einen  oder  mehrere  Unstetigkeitspunkte,  für  welchen 
die  eindeutige  Funktion  w  unendlich  wird,  so  kann  man  diese  durch  kleine  ge- 
schlossene Linien  a^ ,  a^i  •  •  •  umgeben,  deren  jede  nur  einen  Unstetigkeitspunkt 
enthält.  Läßt  man  die  von  a^,  ...  begrenzten  Flächenteile  aus  T  austreten,  so 
ist  nun  innerhalb  der  Restfläche  7i>  endlich;  mithin  verschwindet  (^vdz,  wenn 
man  es  über  die  Begrenzung  von  T  und  über  die  Grenzen  a^ ,  a.,,  ...  ausdehnt, 
in  positivem  Umlaufe  in  Bezug  auf  die  Restfläche,  also  die  über  a^ ,  Og ,  ...  aus- 
gedehnten Integrale  in  negativer  Richtung  bezüglich  der  ausgeschlossenen  Flächen. 
Hierzu  folgt:  Wird  das  Integral  jwdz  über  die  Grenze  einer  Fläche  T 
erstreckt,  die  Unstetigkeitspunkte  enthält,  so  ist  sein  Wert  gleich 
der  Summe  von  Integralen  jwdzj  die  in  positiver  Richtung  um  die 
Grenzen  kleiner,  je  einen  Unstetigkeitspunkt  enthaltender  Flächen- 
teile erstreckt  sind. 

Dieser  Satz  lehrt  jwdz  für  den  Fall  finden,  daß  7"  Unstetigkeitspunkte  ent- 
hält; wir  werden  nämlich  jeden  solchen  Punkt  durch  einen  kleinen  Kreis  um- 
geben, wenn  er  kein  Windungspunkt  ist;  ist  er  Windungspunkt  einer  zweiblätterigen 
RiEMANN sehen  Fläche,  so  umgeben  wir  ihn  mit  einer  geschlossenen  Linie,  deren 
Grundriß  ein  Kreis  ist,  die  also  von  z  beschrieben  wird,  wenn  r  konstant  ist 
und  (p  von  0  bis  4jr  wächst;  zur  Berechnung  dieser  Integrale  können  wir  r  so 
klein  nehmen  wie  wir  wollen,  und  daher  insbesondere  einen  verschwindend  kleinen 
Wert  von  r  voraussetzen. 

5*  Wir  kehren  nun  zum  Ausgangspunkte  unserer  Untersuchung  zurück,  zu 
der  Frage,  welchen  Einfluß  die  Wahl  des  Integrationsweges  (Nr.  3)  auf  den  Wert 
des  Integrals 

/  7i'  dz 

hat.  Führt  man  z  auf  zwei  Wegen  /  und  /j  von  z^  nach  z  (Fig.  56),  die  einen 
Teil   einer  RiemaxW sehen   Fläche   vollständig   begrenzen,   innerhalb   dessen  keine 
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Unsterigkeitspunkte   liegen,    so   verschwindet  das   über  die  ganze  Begrenzung  ge- 
nommene Integral.     Dasselbe  zerfällt  in  das  in  der  Richtung  ZqZ  über  /  und  in 
das  in  der  Richtung  zZq  über  ^  genommene.     Deuten  wir  die  Wege  durch  ein- 
geklammerte  Buchstaben   vor    dem   Integralzeichen 
an,  so  ist  also  _ 


zo 


-  0 


1)  {l)lwdz  +  {l^)jwd. 

So  s 

Da  nun 

(/^  )J7V  dz  =  —  (l^  1 7V  dz 
so  folgt  aus  1): 

Z  Z 

(i)  \w  dz  =  (/i )  /  7v  dz 


Fig.  66. 


«0 


*0 


Fig.  57. 


Wenn  zwei  Integrationswege  einen  Teil  T  einer  RiEAtANNschen 
Fläche  vollständig  begrenzen  und  innerhalb  desselben  kein  Unstetig- 
keitspunkt  liegt,  so  hat  das  Integral  für  beide  Wege   denselben  Wert. 

Ferner  erkennen  wir  sofort:  Wenn  7"  einen  oder  mehrere  Unstetigkeits- 
punkte  enthält,  so  sind  die  auf  den  Wegen  /  und  /^  gewonnenen  Inte- 
grale um  gewisse  Konstanten  verschieden,  nämlich  um  die  Werte  von 
Integralen  über  die  Grenzen  hinlänglich  kleiner  Flächen,  die  je  einen 
Unstetigkeitspunkt  enthalten. 

In  einer  einblätterigen  ununterbrochenen  Fläche  begrenzt  jede  geschlossene 
Kurve    einen   Teil    der    Fläche    vollständig;    in    einer    zwei- 
blätterigen  Fläche    lassen    sich    geschlossene    Linien    ziehen, 
die    für   sich    allein    nicht   die   vollständige  Begrenzung  eines 
Teils  der  Fläche  bilden. 

Hat  die  zweiblätterige  Fläche  zwei  Windungspunkte 
a  und  d  und  zwischen  ihnen  die  Verwachsungslinie  (Fig.  57), 
so  kann  man  im  obem  (oder  im  untern)  Blatte  eine  ge- 
schlossene Kurve  cde  ziehen,  die  beide  Windungspunkte 
einschließt. 

Diese  Linie   zerlegt   die   zweiblätterige  Fläche  in  zwei  Teile,   die  beide  un- 
endlich groß  sind;  der  eine  ist  der  außerhalb  cde  liegende  Teil  des  Blattes,  der 
andre    ist   das   untere  Blatt  vermehrt   um   den  innerhalb  cde  liegenden  Teil  des 
obern,    der   mit   dem   untern   entlang  al^   zu- 
sammenhängt.    Bei  beiden  Teilen  gehört  zur 
vollständigen    Begrenzung    außer     cde     noch 
eine   die  unendlich  fernen  Punkte  enthaltende 
geschlossene  Linie. 

6.  Wenn  der  Integrationsweg  Zq  z  sich 
selbst  ein-  oder  mehrmals  schneidet,  so  kann 
man  geeignete  Zerlegungen  vornehmen,  die 
wir  an  einem  Beispiele  (Fig.  58)  zeigen.  Dabei 
wollen  wir  mit  [{A,B^  C...-A^)  das  entlang 
einer  vorgeschriebenen  Kurve  A,  B,  C,  -  •  >  JV 
von  A  bis  JV  erstreckte  Integral  von  wdz 
verstehen.     Es  ist 

1)  f{s,yde^::)^f{zod)+j'(aß)+l{ßydß)+l{ßs^a)  +  ({az)     . 

Nun  kann  man  das  erste  und  letzte,  sowie  das  zweite  und  dritte  Integral  zu 
einfachen  Begrenzungsintegralen  zusammenfassen  und  hat 

2)  l{z,ydeCz)=f{z,az)+l{aßeCa)+l{ßydß)     . 


0 


Flg.  68. 
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Unstetigkeitspunkt  umkreist,  i 
nd  die  Begrenzungsiotegrale 
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c  Unstetigkeilspunkte  umkreist,  so  sind 
ierselben  Umlauf srichtung  über  die 
Stetigkeitspunkt  einschließenden  Flächen 

::    geschlossene   Kurve    sich    selbst 

;ckte  Integral    ftf^z  gleich  Null, 

punkt  umkreist;    werden  von  der 

oaitiver,  teils  in  negativer  Rich- 

eich  der  Summe  von  Integralen, 

i  Unstetigkeitspunkt  enthaltenen 

Iben   Sinne    erstreckt,    in   welchem 

it   der   Anzahl   der  Umläufe   miilti- 

jn    betreffenden   Unstetigkeitspunkt 

1er  für  die  weitern  Untersuchungen 
rfachen  oder  mehrfachen  Zusammen- 
fhe  (wobei  Begrenzungen  durch  einen  mit 

m  Endlichen  liegenden  Punkt  be- 
Sverden  sollen). 

enden  Fläche  versteht  man  nach 
C  Querschnitt,  d.  h.  durch  jede  zwischen 
§e  sich  selbst  nicht  schneidende  Linie  in 
getrennte  Teile  zerlegt  wird.  Einfach  zu- 
;  ist  z.  B.  eine  Kreisfläche,  ferner  der 
S)lätterigen  Fläche,  der  durch  eine  ge- 
gelbst nicht  schneidende  Linie  vollständig 

fach  zusammenhängenden  Fläche 

Teils  der  Fläche.    Denn  gesetzt,  die 

a  zerlege  die  Fläche  T  in  zwei  Teile, 

19),    von    deren    keinen    sie    die    voll- 

Sung   bildet,    so    muß    der    eine    T^    noch 

idre  7',   noch  eine  äußere  Grenze  y 

iti  von  einem  Punkte  A  auf  ß  nach 

Ber  Fläche,    die   sich   nicht   schneidet,    so 

Serstückt,   folglich   kann    T  nicht    einfach 

menhängend,  wenn  sie  durch  einen 
raenhängende  verwandelt  werden  kann, 
wird   durch  AB   in    eine   einfach    zu- 

tiier  der  Teil  einer  mit  zwei  Windungs- 
Fläche,  der  von  zwei  geschlossenen 
tn  Blättern  so  liegen,  daß  jede  die  Ver- 
^;    der  Querschnitt  AB  verwandelt  sie  in 
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Eine  Fläche  heißt  drei-,  vier-  u.  s.  w.  fach  zusammenhängend,  wenn  sie  durch 
zwei,    drei   u.  s.  w.    Querschnitte    in    eine    einfach    zusammenhängende    verwandelt 
werden    kann.      Hierbei    soll    jeder    bereits    hergestellte 
Querschnitt  zur  Begrenzung  der  Fläche  gerechnet,  durch 
weitere    Querschnitte    also    nicht    überschritten    werden. 

Die  Fläche  in  Fig.  54  ist  dreifach  zusammen- 
hängend; denn  zieht  man  im  obern  Blatte  den  Quer- 
schnitt CDy  und  im  untern  EF^  so  erhält  man  eine 
einfach  zusammenhängende  Fläche. 

Wenn  die  Funktion  w  für  alle  Punkte  einer 
einfach  zusammenhängenden  Fläche  T  ein- 
deutig und  endlich  ist,  so  ist  das  über  irgend 
eine  geschlossene  Kurve  der  Fläche  ausgedehnte 

Fiir  60 

Integral     \wdz    gleich     Null,     und    das    entlang  ^' 

irgend    einer    auf    der    Fläche    liegenden   Kurve    genommene   Integral 


\w  dz 


-.> 


ist  unabhängig  vom  Integrationswege:  ist  z^^  eine  absolute  Konstante,  so 
ist  das  Integral  daher  eindeutig  bestimmt  für  jeden  (die  obere  Grenze  bildenden) 
Punkt  z  der  Fläche. 

8.    Wird  der  Integrationsweg  /  des  Integrals 


im  dz 


So 


über  den  Endpunkt  z  hinaus  bis  zu  einem  in  irgend  welcher  Richtung  liegenden 
hinlänglich  nahen  Punkte  z-\-Az  so  verlängert,  daß  die  Zunahme  des  Wegs  und 
die  des  Integrals  mit  Az  verschwindet  (also  innerhalb  der  Verlängerung  kein 
Unstetigkeitspunkt  umkreist  oder  getroffen  wird),  so  hat  man 

//(«) d::  =  lim[/(=i) (=,  -  =„)  -f/i^j (5,  _  Sj)  -L  . . .  +/(z)  (z  -  «,_i)]     . 

z-\-  Az 

ff{z) dz  =  lim [/(:;,)  (;si  —  z^  -j- f{p-i)  (%  —  z^)  +  ,  .  .  +  f{z){z  —  z^^i) 

So 

J^/(z  +  Az){z~^Jz-z)]     . 

Bildet   man   die   Differenz    beider  Werte   und   geht   zur  Grenze   für  ein  ver- 
schwindendes Az  über,  so   erhält  man 

«4-  J-  - 

lim  [  f/{z)  dz  ~  l/{z)  dz]:Az=  f{z) 


-0 


-0 


d.   i. 


1) 


-j^-//(C)^/C  =/(-')    . 


-0 


Der  Differentialquotient  des  Integrals  nach  der  obern  Grenze  ist  somit 
unabhängig  von  der  Richtung,  in  welcher  z  -f  dz  gegen  z  liegt;  wählt  man 
diese  Richtung  einmal  parallel  der  realen  und  dann  parallel  der  imaginären 
Achse,  so  hat  man  nach  1),  wenn  man  zur  Abkürzung  das  Integral  mit  w  be- 
zeichnet. 


c  7Ü        dw 
cix        dz 


S  ta        .  dw 

(■y  dz 
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also 

c  7if         .  c  w 

d  y  c  X 

Hieraus  .folgt:  Das  Integral  einer  komplexen  Funktion  ist  eine 
komplexe  Funktion  der  obern  Grenze. 

9«  Es  sei  /  die  vollständige  Begrenzung  einer  Fläche  Ty  und  im  Innern 
von  T  sei  die  Funktion  f(z)  eindeutig  und  endlich;  ferner  sei  /  ein  im  Innern 
dieser  Fläche  gelegener  Punkt,  der  nicht  zugleich  Windungspunkt  ist.  Alsdann 
hat  die  Funktion  .,  . 

z  —  t 

auf  T  nur  den  einen  Unstetigkeitspunkt  /,  in  welchem  sie  unendlich  groß  wird. 
Das  Integral 

■V» ... , 

z  —  t 

ausgedehnt  über  die  Begrenzung  von  T^  ist  dann  gleich  dem  Integrale  derselben 
Funktion,  ausgedehnt  über  die  Begrenzung  einer  beliebig  kleinen  Fläche,  inner- 
halb deren  der  Unstetigkeitspunkt  /  liegt.  Wir  wählen  zu  diesei  kleinen  Fläche 
einen  Kreis   mit   hinlänglich   kleinem  Halbmesser  q  und  der  Mitte  /,   setzen   für 

Punkte  dieses  Kreises 

z  —  i  =  Q  (cos(p  -\-  /  siny ) 

und  gehen  auf  dem  Kreise  von  z  zu  einem  unendlich  nahen  Punkte  z  -\-  dz  über; 
dann  ist 


=  iQ(cos(p  -f  t  sin q?)d(f? 
=  i{z  —  t)d(p     . 

Daher  ist  für  die  Integration  entlang  des  Kreises 


2.-T 


1--^^  dz  =  i  I /(s)  d(p     . 


0 

Nimmt  g  zur  Grenze  Null  ab,  so  nähern  sich  alle  Werte,    die  /(z)  auf  der 
Kreisperipherie  hat,  dem  Werte  /(/);  daher  ist 

2.-r 

lim  ^- dz  ==  if(t)\d(p  =  2ni'  f(t)     . 

0 

Wir  erhalten  somit:  Wird  das  Integral 


f 


z  —  t 


auf  die  vollständige  Begrenzung  einer  Fläche  T  ausgedehnt,  inner- 
halb welcher /(js:)  eindeutig  und  endlich  ist,  so  ist  für  jeden  im  Innern 
von   T  gelegenen  Punkt  /,  der  kein  Windungspunkt  ist. 


1)  f^-dz=27ct/{t)     . 

Hieraus  folgt 
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Der  Wert,  den  eine  Funktion  für  einen  Punkt  im  Innern  einer 
Fläche  annimmt,  auf  welcher  sie  allenthalben  endlich  und  eindeutig 
ist,  läßt  sich  also  durch  ein  Integral  angeben,  das  über  die  Begrenzung 
der  Fläche  erstreckt  ist. 

Differenziert  man  in  2)  beide  Seiten  ^-mal  nach  /,  so  erhält  man 

Da  nun  für  die  Umgrenzung  von   T  die  Funktion 

_/(^)    _ 
{z  —  /)«+! 

allenthalben  endlich  ist,  so  folgt:  Ist  eine  Funktion  innerhalb  einer  Fläche 
T  eindeutig  und  endlich,  so  gilt  dasselbe  auch  von  allen  ihren 
Derivierten. 

An  die  Formel  1)  knüpft  sich  noch  folgende  Bemerkung.  Um  den  Wert 
zu  bestimmen,  den  das  Integral 

if{z)  dz 

hat,  wenn  man  es  über  den  Umfang  eines  verschwindend  kleinen 
Kreises  erstreckt,  für  dessen  Mitte  a  die  Funktion  f{z)  unendlich 
w^ird,  während  das  Produkt  {z  —  (^)f{z)  endlich  ist,  setzen  wir 


//«-=/^^'^- 


und  erhalten  daher  nach  1),  wenn  a  kein  Windungspunkt  ist, 

4)  /  f{z)  dz  =  271  i  lim  (^  =  «)  (2  —  ä)f(z)     . 

Wenn  die  Funktion /(^r)  im  Punkte  a  unendlich  wird  wie V^^* 

d.  i.  so,  daß  ^^  ""  ^f 

5)  lim,  =  ,(0-Ä)«+V(^)  =  ^     , 

wobei  n  eine  natürliche  Zahl  und  c  endlich  und  von  Null  verschieden 
ist,  so  verschwindet  das  über  einen  kleinen  a  umgebenden  Kreis  aus- 
gedehnte Integral  r  /■/  v  ^ 
^                                                                 jÄz)dz     . 

Denn  ist 

z  —  a  =^  r  {co^cp  +  ismq))  ,       dz  =  i{z  —  a)  dip     , 

so  ist 

Xs-ay+^/{z) 


//«--/^!9^^^ 


Nun  ist  für  die  Punkte  des  kleinen  (nicht  verschwindenden)  Kreises 
(5  —  ay*'^^/{z)  nach  der  Voraussetzung  von  endlicher  Größe,  und  kann  bei  hin- 
länglicher Kleinheit  von  r  durch  r  ersetzt  werden;  daher  hat  man 

dq^  c 


0 


(cos«  qi  +  /  sin  n  q?)  n  r" 


cosnq)  —  ismnq> 


und  dies  ist  Null  für  jedes  positive  ganze  n. 

10.  Die  Formeln  1)  und  2)  führen  zur  Darstellung  einer  komplexen 
Funktion  in  einer  unendlichen  Reihe  nach  steigenden  oder  fallenden 
Potenzen  der  Veränderlichen:  wir  schicken  dieser  Entwicklung  einige  all- 
gemeine Bemerkungen  über  die  Gültigkeit  unendlicher  Reihen  mit  kom- 
plexen Gliedern  voraus. 
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Ersetzen  wir  die  Glieder  einer  unendlichen  Reihe 

5  =  //o  +  «1  +  ^2  +  ih  +  •  •  • 
durch 

/'*  =  a-  {cos(fk  +  ^'sin7?x)     , 
so  folgt 

S  =  ry^  cos^^i  -|-  r.2  cosq?.,  +  •  •  •  +  '  ('i  sin9^^  +  r^  sin^jg  +  .  .  .)     . 

Hieraus  ist  sofort  ersichtlich:  A)  Wenn  die  Reihe  der  Moduln  der 
Glieder  einer  unendlichen  Reihe  gilt,  so  gilt  auch  die  unendliche 
Reihe. 

B)  Sind  die  Glieder  einer  unendlichen  Reihe  Funktionen  von  z, 
und  gilt  die  Reihe  für  jeden  innerhalb  eines  Gebietes  T  liegenden 
Wert  von  z,  so  gilt  auch  das  Integral 

/(«o  +  «1  +«2  +  •  •  ')^^ 

wenn   man   es   über   irgend   einen    auf  T  im  Endlichen  liegenden  Weg 
erstreckt     Denn  da  nach  der  Voraussetzung  für  jeden  Punkt  auf  T 

lim  {u„  +  «„4.1  +  z/„_j.2  +  ...)  =  0  ,     n  =  00     , 

so  ist  auch  für  irgend  zwei  auf  T  liegende  Grenzen  ä  und  ^ 

lim  f{Un  +  Un^i  +  l^n  +  2  +  .  .  .)  dz  =  0       . 
a 

Ist  /(z)  der  Grenzwert  der  Reihe,  so  ist  ersichtlich,  daß 

/K  +  ^h  +  »2  +  •  •  •)  ^^  ==//(^)  ^^     ' 

C)  Ist  eine  Reihe  nach  steigenden  Potenzen  (mit  ganzen  positiven 
Exponenten)  der  Veränderlichen  z  geordnet  und  sind  für  einen  be- 
stimmten Wert  von  z,  dessen  Modul  r^  ist,  die  Moduln  aller  Glieder 
der  Reihe  kleiner  als  eine  gegebene  Zahl,  so  gilt  die  Reihe  für  jeden 
Wert  von  z,  dessen  Modul  kleiner  als  Tq  ist*). 

Haben  in  der  gegebenen  Reihe 

1)  Aq  +  A^z  +  A.2Z^  +  A.^z^  +  .., 

die  Koeffizienten  die  Moduln  aQ,  a^,  a^,  a^,  .  .  .,  so  sind  die  Moduln  der  Glieder 
der  Reihe 


^0,  a^r,  a^^r-,  a.^r^y 


.  . 


Die  Reihe  der  Moduln 

2)  a^  -\-  a^  r  -\-  a^  r"^  -\~  »  .  . 

gewinnt  man  aus  der  Reihe 


r        f  r  ^^ 


3)  1  +  -  +  . 

indem  man  die  Glieder  dieser  Reihe  nacheinander  mit 

multipliziert.     Die. Reihe  3)  gilt  für  jeden  W^ert  r,  der  kleiner  als  ;-q  ist  und  hat 

die  Summe 

^0 


''o  — '• 


*)  Vgl.  Briot  et  BoüQUET,  Theorie  des  fonctions  elliptiques,  2.  Aufl.     Paris  1875,  S.  76. 
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Ist  nun  jede  der  Zahlen  4)  kleiner  als  eine  gegebene  Zahl  B,  so  ist  die 
Summe   2)  kleiner  als 

folglich  gilt  2),  wenn  r^r^,  w.  z.  b.  z. 

Wenn  r  unbegrenzt  wächst,  so  wachsen  alle  Moduln  öq,  a^r,  a^r^  .  ,  , 
Dabei  sind  nun  zwei  Fälle  möglich:  Entweder  es  bleiben  für  alle  endlichen 

Werte  von  r  alle  diese  Moduln  endlich,  oder  sie  bleiben  bis  zu  einem  endlichen 

Werte  r  ^=  R  endlich,  werden  aber  zum  Teil  für  r  ^=  R^  und  somit  auch  für  r  >  R^ 

unendlich  groß. 

Im  ersten  Falle  gilt  die  Reihe 

für  jedes  endliche  z\  im  letztern  für  jedes  5,  dessen  Modul  kleiner  als  R  ist, 
also  für  alle  Punkte  der  Ebene,  die  im  Innern  des  mit  dem  Halbmesser  R  um 
den  Nullpunkt  beschriebenen  Kreises  k  liegen,  und  ist  ungültig  für  alle  außer- 
halb des  Kreises  liegende  Punkte,  da  sie  in  denselben  Glieder  mit  unendlichen 
Moduln  erhält;  für  Punkte  auf  dem  Umfange  von  k^  den  wir  den  Gültigkeits- 
kreis der  Potenzreihe  nennen,  bleibt  die  Gültigkeit  noch  unentschieden  und 
bedarf  in  jedem  Falle  einer  besondem  Untersuchung. 

11.  Ist  f{z)  endlich  und  eindeutig  innerhalb  eines  Kreises,  der  auf  der 
2-Fläche  um  die  Mitte  a  beschrieben  ist  und  der  keinen  Windungspunkt  enthält, 
so  ist  für  jeden  Punkt  /  im  Innern  dieses  Kreises 


^)  -^W  =  inh 


dz 


z--t 

wobei   das  Integral  über   den  Umfang   des  Kreises   auszudehnen   ist.     Für  jeden 
Punkt  z  dieses  Umfangs  ist 

mod(2  —  ^)  >  inod(/  —  d)     , 

daher  gilt  die  Reihenentwicklung 

1 1  _       1  1 

z  ~  t       z  —  a  —  {t  —  a)        z  —  a  t  —  a 

z  —  a 

1       r,         t-a        (t—a\^      It  —  aY 

= 1  +  -      -+    +    +•••       • 

z  —  a  V         z--a        \z  —  af        \z  —  a} 

Setzt  man  dies  in  1)  ein  und  integriert  die  einzelnen  Glieder,  was  (nach  10) 
erlaubt  ist,  weil  die  Reihe  für  alle  Punkte  des  Integration^weges  gilt,  und  f{z) 
innerhalb  desselben  nicht  unendlich  wird,  so  erhält  man 

'     ^^'       2ntJ  z-a      ^  2nij(z    -a)^       ^     2n:J{z-af      ^ 

Die  Integrale  in  dieser  Reihenentwicklung  sind  in  Nr.  9  bestimmt  worden; 
wir  haben  dort  gefunden 


71  tj 


/W  ^,  _  /^'^  (^) 


2niJ  (z--af^^  1  .  2  •  3  .  .  .  >& 

und  erhalten  daher  aus  2) 
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Dies  ist  die  Verallgemeinerung  der  TAYLORschen  Reihe;  die  Ent- 
wicklung ist  für  alle  Punkte  /  im  Innern  eines  um  a  geschlagenen  Kreises  gültig, 
wenn  die  Funktion  /  innerhalb  dieses  Kreises  endlich  und  eindeutig  ist  und  keinen 
Windungspunkt  hat. 

Will  man  diesen  Gültigkeitsbereich  soviel  als  möglich  erweitern,  so  hat 
man  die  Windungspunkte  und  die  Punkte  zu  bestimmen,  in  denen  /(/)  unendlich 
wird.  Der  Kreis  darf  dann  nicht  weiter  als  bis  zu  demjenigen  dieser 
Punkte   ausgedehnt  werden,   der  a   am   nächsten   liegt. 

Lassen  wir  in  3)  den  Punkt  a  mit  dem  Nullpunkte  zusammenfallen,  so  ent- 
steht die  MACLAURiNsche  Reihe 

AO)  f\^\  f"(0) 

12«  Wir  schließen  hieran  noch  eine  Bemerkung  über  Reihenentwicklungen 
von  der  Form 

1)  /(^) = ^0 + ^1  •  V + ^2  •  4 + ^3  •  \  +■■■ 

Z  Z"  Z'^ 

Ersetzen  wir  1  :  z  durch  f ,  so  entsteht 


Daher  ist 


^0=^(11=0=^^°^^'    ^*-TT2^ 


rfC*      -.f=0 


die  Entwicklung  ist  für  alle  Werte  von  f  gültig,  deren  Modul  kleiner  ist  als  der 
kleinste  Modul  der  ^,  für  welchen  /(l  :  f)  unendlich  wird;  also  gilt  2)  für  alle  z, 
deren  Modul  größer  ist  als  der  größte  Modul  der  z,  welche  /{z)  unendlich  groß 
machen.  Ist  daher  a  der  vom  Nullpunkte  entfernteste  Punkt  der  5-Fläche,  für 
den  /(z)  unendlich  w^ird,  so  gilt  die  Reihe  1)  für  alle  Punkte  der  5r-Fläche,  die 
außerhalb  des  durch  a  um  den  Nullpunkt  gezogenen  Kreises  liegen. 

13.  Wenn  die  Funktion  /(z)  innerhalb  und  auf  den  Grenzen  eines  Ringes, 
der  zwischen  zwei  um  den  Punkt  a  mit  Tq  und  ?\  geschlagenen  Kreisen  liegt, 
eindeutig  und  endlich  ist,  und  die  ;s:-Fläche  innerhalb  der  äußern  Begrenzung  des 
Ringes  keinen  Windungspunkt  hat,  und  wenn  ferner  t  ein  Punkt  im  Innern  der 
Ringfläche  ist,  so  ist  das  über  die  vollständige  Begrenzung  des  Ringes  erstreckte 
Integral  .  r.. 

also 

•^^^       2nijz  —  t 

Das  Begrenzungsintegral  besteht  aus  den  Integralen  entlang  der  beiden 
Kreise;  bezeichnen  wir  dieselben  mit  j  und   T,  so  ist 

(n)  (Vo) 

Für  das  erste  haben  wir,  wenn  alle  Punkte  des  Ringes  im  Innern  des  Kreises 
mit  dem  Halbmesser  r^   liegen,  nach  Nr.  11 

In)  '  Jy  J 
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wobei  die  Integrale  2/_^  über  alle  Punkte  des  Kreises  r^   im  positiven  Sinne  zu 
erstrecken  sind.     Für  die  Punkte  des  Kreises  Tq  ist 

mod{z  —  ö?)  <  mod(/  —  a)     . 

Daher  gilt  die  Entwicklung 

1 


3) 


s  —  /  {t  —  a)  —  (z  —  a) 

Also  ist 

7(^) 


1  \      \^        3  —  a  z  —  aY 

-  (z  —  a)  t--al      ^    t  —  a   ^  \t—  al^       J 


-dz  =    -^^H  {t—a)-''-^  ,       u^=     {z~aYf{z)dz     . 
0  y . 


z  —  t 

(ro)  "  (ro) 

Die  Integrale  ««  sind  über  den  Kreis  mit  dem  Halbmesser  r^  im  Sinne  der 
abnehmenden  Winkel  (im  positiven  Sinne  bezüglich  der  Ringfläche)  zu  erstrecken. 
Nimmt  man  sie  ebenso,  wie  die  «_«,  im  Sinne  wachsender  Amplituden,  so  kann 
man   1),  2)  und  3)  folgendermaßen  vereinen 

^  CO  /• 


oo 


wobei  alle  Integrale  über  den  Kreis  mit  Radius  r^  erstreckt  werden  können,  weil 
für  keinen  Punkt  der  Ringfläche  eine  der  Funktionen 

/{z){z-   «)• 

unendlich  groß  ist.  Dies  ergibt:  Eine  Funktion  einer  komplexen  Ver- 
änderlichen, die  innerhalb  einer  Ringfläche  mit  der  Mitte  a  ein- 
deutig und  endlich  ist,  kann  für  jeden  im  Innern  des  Ringes  ge- 
legenen Wert  /  der  Veränderlichen  in  eine  nach  steigenden  und 
fallenden  Potenzen  von  (/ —  ä)  fortschreitende  Reihe  entwickelt 
werden. 

14.  Wenn  die  Funktion  /(z)  für  die  im  Innern  des  Kreises  r^  gelegenen 
Punkte  Gjfr,  Qi,  a,„j  .  •  .  unendlich  groß  wird,  und  zwar  im  Punkte  a  so  unend- 
lich wie  _  ,  , 

(z  -  arY 
d.  h.  so,  daß 

oo,         wenn   m  <^r     , 

lim(£;    -  o,rf"f{z)  =  {  J^r(^)y    weun  m  =  r     , 

0 ,  wenn  m'^'  r     , 

wobei  Fr(z)  eine  im  Punkte  a^  endliche  Funktion  bezeichnet,  so  zerfallen  die 
Integrale  //„  in  Integrale,  die  über  verschwindend  kleine  Kreise  um  die  Punkte 
akt  ai,  a„,,  .  .  .  und  a  erstreckt  sind.     Es  ist  z.  B. 

''s  =  ^3  +  4  +  ^fs  +  •  •  •     » 
wobei 

und  das  Integral  über  einen  um  a^  geschlagenen  unendlich  kleinen  Kreis  zu  er- 
strecken ist.     Für  die  Punkte  dieses  Kreises  kann  man  setzen 

Fkiz) 
(z  —  akf 


daher  hat  man 

.3  ^  ((Xk  -  -  af\ 


ko  =  [ai.  -  -  a¥  I -r  az 


{z  -  a,r 
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Nach   Nr.  9   ist   unter    der  Voraussetzung,    daß    die   a    nicht  Verzweigungs- 
punkte sind, 

wobei  F^~^(ak)  den  Wert  bezeichnet,  den 
im  Punkte  a*  hat.     Daher  hat  man  schließlich 


§  3.     Logarithmus   und   Exponentialfunktion,   Arcustangens   und 

Tangente. 

1.  Wir  geben  nun  neue  Definitionen  des  Logarithmus,  der  Exponential- 
funktion, der  cyklometrischen  und  der  goniometrischen  Funktionen, 
die  in  gleicher  Weise  für  reale  und  komplexe  Veränderliche  gelten. 

Den  Logarithmus  werden  wir  durch  eine  Funktionalgleichung  definieren: 
von  dieser  aus  gelangen  wir  dazu,  ihn  durch  ein  bestimmtes  Integral  dar- 
zustellen. Die  Funktionen  arc  tang^:,  aresin  5,  arccoss  definieren  wir  direkt  durch 
bestimmte  Integrale.  Die  Exponentialgröße  und  die  goniometrischen  Funktionen 
werden  als  Umkehrungen  des  Logarithmus  und  der  cyklometrischen  Funktionen 
definiert 

2.  Den  Logarithmus  einer  Zahl  z  definieren  wir  als  die  Funktion /(s), 
welche    die   Eigenschaft   hat 

1)  /(2-2l)=/(2)+/(^,)       . 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Gleichung  folgt  sofort 

f(z  .  z^  .  Sg)  =f{z)  -Vfiz^)  +/K)     , 
2)  /(2  •  ^r^  .  5,  .  .  .  z^)  =f(z)  +/(5i)  +/(22)  +  .  .  •  +/(^«)      • 

Setzen  wir  hierin  2  =  s^  =  JSfg  .  .  .  ,  so  entsteht 

3)  f{z'")^mf{z)     , 

wobei  m  eine  natürliche  Zahl  ist. 
Ferner  folgt  aus  1) 

/(z)  = /{z  z,)  -  ~ /(z,)     . 

Ersetzen  wir  hier  zz^  durch  z,  so  haben  wir  für  z  zu  setzen  s  :  z^  und  erhalten 


Ai)  =/« 


4)  /[~-)-A=)-A^i) 

3.    DifTerenzieren  wir  die  Gleichung 

/(zt)  =/(z)  +/(/) 
nach  f,  so   entsteht 

Hierin  setzen  wir  /  =  1   und  erhalten 
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Folglich  ist 


f'{z)  =/(!)  .  |- 


und  daher  weiter 


/(«)  =/(!)/ 


dz 

z 


Nach   1)  ist  für  2^  =  1 


/(« .  1)  =/(«) +/(i)  , 


folglich  isty(l)  =r  0,  das  Integral  also  zwischen  den  Grenzen  1  und  z  zu  nehmen: 
wir  haben  daher 

1 

Durch  die  Funktionalgleichung  Nr.  2,  1)  ist  demnach  der  Logarithmus  bis  auf 
einen  konstanten  Faktor  /i  =/'(!)  vollständig  bestimmt.  Dieser  Faktor  bleibt  willkür- 
lich; je  nach  Wahl  desselben  erhält  man  verschiedene  Logarithmensysteme; 
die  Zahl  ^i  heißt  der  Modul  des  Systems.  Als  das  natürliche  Logarithmen- 
system bezeichnen  wir  das,  für  welches  f{X)  =  1  genommen  wird.  Fähren  wir 
statt  des  allgemeinen  Funktionszeichens  f{x)  hierfür  das  besondere  L(x)  ein,  so 
ist  also 

z 

C  dz 
1)  ^W^/-        • 

1 

Werden  die  Logarithmen,  für  welche  fiX)  einer  gegebenen  Zahl  ^  gleich 
ist,  mit  Log^Ä  bezeichnet,  so  ist 

2)  l.og^,z  =  iiLz     . 

Hiemach  genügt  es,  ausschließlich  die  Funktion  L(z)  weiter  zu  untersuchen. 

4.  Die  Funktion  \  \  z  ist  eine  eindeutige  Funktion  der  Punkte  der  5-Ebene 
und  wird  nur  im  Punkte  £r  =  0  unendhch  groß.  Um  den  Einfluß  des  Integrations- 
weges auf  das  Integral 

z 
fä2_ 

1 

zu  erfahren,  haben  wir  daher  den  Wert  zu  berechnen,  den  das  Integral 

dz 


n 


erhält,  wenn  es  über  den  Umfang  eines  den  Nullpunkt  umgebenden  Kreises  er- 
streckt w^ird.     Setzen  wir  in  §  2,  Nr.  9 

/(«)  =  1,       /  =  0     , 

so  ergibt  sich  für  das  gesuchte  Integral  der  Wert 

1)  2ji/     . 

Hieraus  folgt:  Der  natürliche  Logarithmus  ist  eine  unendlich  viel- 
deutige Funktion;  die  demselben  Punkte  zugehörigen  Werte  unter- 
scheiden sich  durch  ganze  Vielfache  von  2jit\  Diese  Größe  2jr/  wird 
als  der  Periodizitätsmodul  des  Logarithmus  bezeichnet. 

11* 
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Um  den  von  z  abhängigen  Teil  des  Logarithmus  zu  bestimmen,  wählen  wir 
für  das  Integral 

z 

dz 


ri 


z 

einen  Integrationsweg,  durch  den  der  reale  und  der  imaginäre  Teil  der  Funktion 
gesondert  werden:  wir  integrieren,  wenn 

z  =  r{coHq)  +  «'sin 9?)        und        0  <  9?  <  2;r     , 

zunächst  auf  der  realen  Achse  von  1  bis  r  und  dann  auf  einem  Kreise  um  den 
Nullpunkt  weiter  von  r  bis  zu  z.  Das  erste  Integral  ist,  da  für  diesen  Teil  des 
Integrationsweges  ^  =  0  ist, 

r 

2)  /-  =  /.     . 

1 

wenn  wir  mit  Ir  den  realen  Wert  von  Lr  bezeichnen. 
Für  das  zweite,  das  Kreisintegral,  setzen  wir 

z  =  r  (cos  9^  +  /  sin  99)     ; 

da  für  diesen  Teil  des  Weges  r  konstant  ist,  so  ist 

dz  =  r{ —  s\n(p  -\-  i  cos^?)  d(p  =  i  »  z  d(p     : 

das  Integral  erstreckt  sich  von  9?  =  0  bis  zur  Amplitude  von  z,  ist  daher 

*p 
3)  \id<p  =  i(p 

ö 

Aus  1),  2),  3)  folgt  schließlich 
4)  Lz  =^  Lr  (cos(p  +  /sin^^j)  =  /r-\-i(p-\-k'27if'     . 

5.  Der  Logarithmus  ist  eine  unendlich  vieldeutige  Funktion;  so  oft  z  auf 
dem  Integrationswege  den  Nullpunkt  umkreist,  vermehrt  oder  vermindert  sich  der 
natürliche  Logarithmus  um  2  71  i,  je  nachdem  die  Umkreisung  im  positiven  oder 
negativen  Sinne  erfolgt.     Um  die  Funktion 

w  =  Zz 

als  eindeutige  Funktion  der  Punkte  einer  Riemanx sehen  Fläche  zu  erhalten,   hat 

man  für  z  eine  Windungsfläche  zu  benutzen,  die  sich  um  den  Nullpunkt  windet 

und   aus   unzählig  vielen   Blättern   besteht,   die   außer   im  Windungspunkte   keine 

Verwachsung  zeigen;    diese   Fläche   ist   als   Schraubenfläche   mit  unendlich 

kleiner   Ganghöhe    aufzufassen.     Wir  wollen    auf  jeder  Windung   eine   Gerade 

vom  Nullpunkte   aus   in    der  Richtung  der  realen  Achse  ziehen;    der   durch  zwei 

solche    aufeinander    folgende    Geraden    begrenzte    Teil    der    ^-Fläche    heiße    ein 

Blatt   derselben.      Für   einen   bestimmten   Punkt  z   der  Fläche   nehmen   wir   den 

Wert  des  Zz  zu 

Zz  =  /r-\-i(p,       0  <C  (p  <  2  71 

an;  dann  ist  für  alle  Punkte  desselben  Blattes  der  Logarithmus  durch  dieselbe 
Formel  dargestellt.  Dieses  Blatt  heiße  das  Blatt  0,  die  darauf  folgenden  das 
Blatt  1,  2,  3,  die  vorhergehenden  das  Blatt  1,  -  2,  -  3,...  In  das  Blatt  >^ 
gelangt  man  vom  Punkte  1  des  Blattes  0  durch  /^-malige  Umkreisung  des  Null- 
punktes, wobei  ein  negatives  k  negativen  Drehungssinn  angibt;  daher  ist  für 
alle  Punkte  des  Blattes  k 

Zz=^  lr-\-iq-\-2k7ii,       ()<(p<2  7i     . 
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6,  Wir  konstiuieren  nun  zu  den  Punkten  der  5 -Fläche  die  zugehörigen  Punkte 
der  w-Ebene,  und  beginnen  zunächst  mit  dem  Blatte  0  (Fig.  61). 

Für  den  an  der  Grenze  der  Blätter  0  und  —  1  liegenden  Punkt  1  ist  «/  =  0 ; 
durchläuft  z  die  realen  Werte  von  1  bis  oo,  so  durchläuft  w  die  positive  reale 
Achse;  durchläuft  z  die  reale  Strecke  von  1  bis  0,  so  legt  w  die  negative  reale 
Achse  zurück*).  Beschreibt  z  von  dem  realen  positiven  Werte  r  aus  einen  posi- 
tiven Kreisbogen  r^?,  so  bleibt  der  reale  Teil  von  Lz  ungeändert  gleich  Ir  und 
es  tritt  nur  der  imaginäre  Bestandteil  iq)  hinzu,  w  beschreibt  also  ein  Lot  zur 
realen  Achse  bis  zum  Abstände  (p  von  derselben.  Allen  Punkten  eines  in  0 
begrenzten  Strahls  in  der  ä -Fläche  entsprechen  also  die  Punkte  einer  Parallelen 
zur  realen  Achse,  die  durch  den  Punkt  iq)  geht;  der  negativen  realen  Achse  der 
Ä-Fläche  entspricht  insbesondere  die  durch  ni  gehende  Parallele  zur  realen 
Achse  der  w -Ebene.  Die  Punkte  der  Geraden,  in  welcher  die  Blätter  0  und  1 
zusammenhängen  (ihr  Grundriß  ist  OX)  haben  die  Amplitude  2n\  dieser  Grenz- 
linie entspricht  daher  die  durch  2  7ii  gehende  Parallele  zur  realen  Achse. 


A 


X    ^' 


¥XV 


.  .'TV. 


tjüt 


Ir 


^Tti 


A 


t^"' 


IT 


^1 


nr 


C2 


hJli 


Fig.  61. 

Allen  Punkten  des  Blattes  0  der  2: -Fläche  entsprechen  daher  die  Punkte  des 
Streifens  AAUU  der  w-Ebene;  und  umgekehrt,  jedem  Punkte  w  dieses  Streifens 
entspricht  eindeutig  ein  Punkt  des  Blattes  0  der  ;Br-Fläche,  —  der  reale  Teil 
von  w  ist  nämlich  der  Logarithmus  des  Moduls  von  «,  der  imaginäre  Teil  von  w 
ergibt  sofort  die  Amplitude. 

Der  Logarithmus  u\  eines  Punktes  z^  des  Blattes  1  weicht  vom  Logarithmus 
des  Punktes  z  im  Blatte  0,  der  mit  ihm  gleichen  Grundriß  hat,  nur  um  2ni  ab. 
Hieraus  erkennen  wir  sofort,  daß  die  Punkte  des  Blattes  1  sich  auf  dem  Streifen 
der  w-Ebene  abbilden,  dessen  Ränder  parallel  zu  6?C/'durch  2ni  und  ^ni  gehen. 
Teilt  man  die  «/-Ebene  von  der  realen  Achse  aus  in  Streifen  von  der  Breite  2^1, 
so  entsprechen  den  aufeinander  folgenden  Blättern  der  2:-Fläche  der 
Reihe  nach  die  Streifen  der  7«/-Ebene.  Durch  diese  Streifen  wird  die  ganze 
w-Ebene  erfüllt;  wir  schließen  daher:  Jede  komplexe  Zahl  ist  der  natür- 
liche Logarithmus  einer  eindeutig  bestimmten  Zahl. 

7,    Aus  der  Gleichung  ^ 


Z(l+«) 


■h 

0 


dz 


+  ^ 


gewinnen  wir  mit  Hilfe  des  Taylor  sehen  Satzes   eine  Potenzreihe   für  Z(l  +2). 


♦)  In  Figur  61  ist  die  w-Fläche  in  -J-  des  Maßstabes  ausgeführt,  wie  die  «-Fläche. 


Xßß  Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen.  §  3 

Da  die  Veränderlichenfiäche,  von  deren  Punkten  Z  (1  -\-  z)  eine  eindeutige  Funktion 
ist,  im  Punkte  l-|-a:=0,  d.  i.  5  =  — 1  einen  Windungspunkt  hat,  und  zugleich 
in  diesem  und  in  keinem  andern  Punkte,  abgesehen  von  den  Blättern  Jic»,  un- 
endlich groß  wird,  so  gilt  die  Entwicklung  von  Z(l  -\- z)  nach  der  Taylor  sehen 
Reihe  für  alle  Punkte  im  Innern  des  Kreises,  für  welchen  mod2;  <  1. 
Wir  haben  nun 

/(O)  =  k  .  2  jr/,/(0)  ==  +l,/"(0)  =    -l,f'\0)  =  1 .  2,/"a0)  =  -1.2.3... 
und  daher 

L{l+z)  =  k'27ii  +  z—  ^-  +  ^^    --^  +  ...       modz<  1     . 

2  3         4 

Für  die  Punkte  des  Blattes  0  ist  >&  =  0  und  daher 

z^        z^        z^ 
L(l+z)  =  z-~Y+  3    —  4    +•••       ™od2  <  1     . 

8.  Die  natürliche  Exponentialfunktion.  Als  natürliche  Exponential- 
funktion f'  bezeichnen  wir  die  Größe,  deren  natürlicher  Logarithmus  z  ist 

Es  gibt  nur  eine -Zahl,  deren  natürlicher  Logarithmus  einer  gegebenen  Zahl 
gleich  ist;  die  natürliche  Exponentialfunktion  e°  ist  daher  eine  ein- 
deutige Funktion  von  z*). 

Aus  der  Gleichung  ^  ^       ,^        ^       .     ,  , 

folgt  nach  der  Definition  ,         ,,     ,  ,,, 

Setzen  wir 

L,  a  =  z  y       Z,  b  =  Zy     , 

so  ist 

a  =  e'  ,       b  =  e*^     , 

und  damit  ergibt  sich  aus  1)  die  Funktionalgleichung 

1)  e^  .  e'^  =  ^+«1     . 

Da  z  und   z  -\-  k  •  2ni   die    Logarithmen    desselben    Logarithmanden    sind, 

Die  Exponentialfunktion  ändert  sich  also  nicht,  wenn  die  Ver- 
änderliche um  ganze  Vielfache  von  2  ni  zu-  oder  abnimmt.  Sie  ist  daher 
eine   periodische  Funktion  und  hat  die  Periode  2ni.     Nach  1)  und  2)  ist 

folglich  ist 

Setzen  wir  e^  =  w,  so  ist  z  =  Lw  und  daher 


li 


ie'        dw 


Da  nun 


dz       dL  w 
dL  w        \         \ 


so  folgt 


div         w        er 


4)  T~  =  ^ 

dz 


^  Man  müßte  eigentlich  die  natürliche  Exponentialfunktion  von  der  vieldeutigen  s-ten  Potenz 
von  e  durch  ein  besonderes  Svmbol  unterscheiden:  es  ist  dies  aber  nicht  üblich.  Wo  das  Zeichen 
e^  eine  vieldeutige  Potenz  bedeuten  soll,  muß  dies  besonders  mitgeteilt  -werden. 
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Da  ^  eine  eindeutige  und  für  alle  endlichen  z  endliche  Funktion  von  z  ist, 
so  kann  ^  nach  dem  TAYLORSchen  Satze  in  eine  für  jedes  endliche  z  gültige 
unendliche  Reihe  entwickelt  werden;  aus  4)  folgt  diese  Reihe  sofort  zu 

5)  ^=l  +  i.  +  _^^^.  +  _^'_  +  .^__i'__+... 

Wir   sehen   hieraus,    daß    diese   Reihe,    die   in   der   Differentialrechnung    für 
reale  z  abgeleitet  wurde,  auch  für  jedes  endliche  komplexe  z  gilt 
Aus  der  Gleichung 

Lr{cos(p  +  /sin(^)  =  /r  +  iq?     , 

bei  welcher  rechts  die  Vielfachen  des  Periodizitätsmoduls  2  n  i  wegbleiben  können, 
wenn  cp  nicht  auf  eine  Umdrehung  beschränkt,  die  Vieldeutigkeit  also  in  die 
Amplitude  (p  verlegt  wird,  folgt  sofort 

6)  ^'''+'>')  =  r(cosf/:  + /sinf/^)     . 
Ersetzen  wir  Ir  und  q)  durch  x  und  y,  so  erhalten  wir 

7)  r^+'>  =  e^  (cos  V  +  /  sin>')     . 
Setzen  wir  femer  in  6)  r=  1,  so  folgt  insbesondere 

8)  ^'f  =  cos<jp  +  ^siny 

9.  Als  Potenz  a'  (für  reale  oder  komplexe  a  und  z)  definieren  wir  die 
Funktion  -         -z,^ 

Ist  a  ^  Q  ^"  und  z  real,  so  ist,  wenn  q^  real  und  positiv  gerechnet  wird, 

a'  =  ^('e4-'«)  =  ^=(cos;:;a  +  tsinza)     ; 

für  reale  z  führt  die  Definition  somit  auf  den  bereits  bekannten  Begriff  der 
Potenz  eines  beliebigen  Dignanden  mit  realem  Exponenten.  Ist  js  =  .v  +  MS  so 
ergibt  sich         ^._^.+,>)  (/,+,„) 

=  ei^h-yo^)  [cos(A:a  +yig)  +  /sin(jca  +,v/^)]     . 

Diese  Funktion  ist  unendlich  vieldeutig,  weil  a  um  ganze  Vielfache  von 
2  Jt  vermehrt  oder  vermindert  werden  kann.  Nur  dann,  wenn  y  verschwindet  und 
X  rational  ist,  tritt  eine  auf  eine  endliche  Anzahl  Werte  beschränkte  Vieldeutig- 
keit ein. 


!©•    Die    Funktion   Arctang0=^/- -. 

f   1   -1-  5- 
Ü 

Durch  Zerlegung  in  Teilbrüche  entsteht 


z  z  z 

C    dz      _  1  /  /'    ^^        ,    /'    '^-     \ 

J r+T^" ""  2  \J r+ Vs  ^f  1  -fz) 


0  0  0 

Ersetzen   wir   im   ersten   Integrale    1  -\-  iz,   im   zweiten    1        iz  durch  f,   so 


ergibt  sich 


l-\-iz  1  —  iz 


Daher  folgt 


f    dz       _  J_  /  /V C        idl 

0  1  1 


1)  Arctang5  =  -2-TZ-^-— ^ 


IQg  Fuuktioneu  einer  komplexen  Veränderlichen.  §  B 

Die  Funktion  Arctangs  ist  also  unendlich   vieldeutig,   der  Periodizitäts- 
modul  ist  ^ 

2  jii  =  71 


2i 


Die  Gleichung  1)  ergibt  nach  der  Grundeigenschaft  des  Logarithmus 

1    ^  1  +  iz      1  +  '^1 

Are  tangz  +  Are  tangs,  =  ^r-rZ —  •   ^  —  . 

2/       1    -  iz      1  —  tz^ 

^    1^1-  ggj  +  ^>  +  ^i) 

2  /  1  —  0  5|  —  ^  (^  +  ^i) 

1  +  /  • 

1                               1  —  ZZ^ 
=  .  -  .    £ L        . 

2  /       ^         .     ;s;  +  ^r^ 
1  —  / 


1  -  zz^ 
Hieraus  folgt 

Z  +  Zi 


2)  Are  lang  5  +  ^'^^^  taijgSi  =  Are  tang 


1  —  zz^ 

Ist  ferner 

z  =  X  -{-  iy  =  r  (cos^:^  -[-  /sin 99)     , 

so  ist 

\-\-iz=l— y-{-tXj      1  —  iz  =  1  +i'  —  '-x     ' 
Folglich  ist 

Z  (1  +  iz)  =  /Vi  +  r'-  —  2v  +  /arc  tang  —  "^ h  >&i  •  2  ^  ^'     • 

'  1  ~y 

Z  (1  —  /5)  =  /yi  +  r2  +  2  j  —  /arc  tang  — ^  +  /^^  •  2  jt /     . 

Daher  ist  weiter 

Arct2Lng(x4-iy)  =  —-:/- ; "^     -4-— arctang- |-^^arctang- [- k  tz    . 

s\   -T-  J^j      4z    l+r2  +  2j'      2  "'1—7^2  1 +^' 

Die  letzten  beiden  arctang  lassen  sich  nach  2)  vereinigen;  dadurch  entsteht 

•  vi  2  jc  1       1  +  r2  —  2  j     ,    ^ 

3)         Are  tang  (x  +  ty)  =  j  arc  tang  j-H-W  +4/^1  +7^+"27  '^  ' 

Die  Funktion  1  :  (1  -\-  z^)  wird  unendlich  für  z  =  +/;  die  Reihenentwicklung 

-  =  1  _  s'^  +  z^  —  s«  +  2»  —  .  .  . 


1+5^ 


gilt  daher  innerhalb  eines  Kreises,  der  mit  Halbmesser  1   um  den  Nullpunkt  be- 
schrieben ist.     Aus  dieser  Reihe  folgt  durch  Integration 

Arc  tangi;  =  z  —   ^+       —  ^+-«- 

mods  <^  1 

Diese  Reihe  gibt  den  Wert  von  Arctangs,  der  mit  z  verschwindet 
11.    Die  Funktion  tang«/  definieren  wir  als  Umkehrung  der  Funk- 
tion  w  =  arc  tang i:.     Aus    der  Vieldeutigkeit    von   Arc  tang  5:    folgt   sofort:    Die 
Funktion  tang7£/  ist  periodisch  und  hat  die  Periode  jz.     Ferner  folgt  aus 

Nr.  10,  2) 

tangw  +  tangw^ 


1)  tang(7f'  +  7f'i)  = 


tan  gze/ tang  7£/j 


§  4  Arcussinus  und  Sinus«  Arcuscosiuus  und  Cosinus.  Xß9 

Aus  der  Gleichung 


Are  tSLTigz  =  -ttL- —  =  «/ 

2  /       \  —  iz 


ergibt  sich  zunächst 


folglich  ist 

2)  z  = 

Ist  nun 


1  —  /0 


. — tiv 


so   ist 


^'■«^  =  g-v^in  ^  e-^{cosu  +  /sin«) 


g-iw^gv-in        ^gv       (COSK  —  /Sintt)       . 

Setzt  man  dies  in  2)  ein  und   erweitert  mit   --/',  so  folgt 

(^f  +  z«-^)  sin  u  +  /((?''  —  <r-^)  cos// 


3)        tang(«  +  ^^')  = 


{e^  +  ^~"*')  cos«  —  i{e^  --  ^-«'jsin  « 


Die  Tangente  wird  Null  für  alle  Werte  von  u  und  Vy  die  den  Gleichungen 
genügen  ^^^  _^  ^_^^  ^.^^^^  ^  ^  ^     ^^^       r"^)  cos«  =  0     , 

wenn    für   dieselben    nicht   zugleich   der   Nenner   in    tangw   verschwindet      Reale 
Lösungen   dieser  Gleichungen,   die    ausschließlich   in  Betracht  kommen,   sind  nur 

7'  =  0  ,     u  =  kjt     . 
Die  Tangente  wird  unendlich,   sobald  die  realen  «  und  zf  den  Gleichungen 
genügen  ^^^  ^  ^_^^  ^^^^  ^  ^  ^     ^^^  _  ^_^^  sin«  =  0     , 

ohne  daß  zugleich  der  Zähler  in  2)  verschwindet,  also  für 

Wir  bemerken  noch,  daß  das  Integral  jeder  rationalen  Funktion  von  z  durch 
ein  Aggregat  einer  rationalen  Funktion  und  der  natürlichen  Logarithmen  linearer 
Funktionen  —  die  Logarithmen  multipliziert  mit  Koeffizienten,  unter  denen  auch 
/■  vorkommen  kann  —  ausgedrückt  wird. 


§  4.     Arcussinus  und  Sinus,  Arcuscosinus  und  Cosinus. 

1.    Wir  untersuchen  in  diesem  Abschnitte  Integrale  von  der  Form 

j/{z,  YjR)dz  ,     Ä  =  a+  2dz  +  cz^ 

wenn  /  eine  rationale  Funktion  von  z  und  ^^  ist. 

Im  1.  Buche,  §  4  ist  gezeigt  worden,  wie  durch  eine  rationale  Änderung  ein 
solches  Integral  in  das  Integral  einer  rationalen  Funktion  verwandelt  werden  kann; 
wir  wollen  indes  von  dieser  Änderung  hier  keinen  Gebrauch  machen,  sondern  die 
Untersuchung  ohne  Beseitigung  der  Irrationalität  führen.     Jede  rationale  Funktion 

von   z   und  fj^  kann,  wie  leicht  zu  sehen  ist,  auf  die  Form  gebracht  werden 

1)  /(,,^ji)^'rj_+rt!,U 
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wobei  99,  \pf  cp^y  tpi   rationale    ganze   Funktionen   von   z  sind.     Aus  1)  gewinnen 
wir  durch  Erweiterung  mit  q?  —  tp  y^ 

J^    '    ^       ^  ^2  _  yj2J^  ^2  _  y,2J^  -^  ^2  _  ^2^  •    y^       • 

Hiernach  zerfällt  das  vorgelegte  Integral: 

dz 


j/iz,  iJi)  äz  -jlrSyi^äz  +1^^^ . 


}^ 


Das  erste  Integral  ist  frei  von  Irrationalem  und  ist  durch  die  Untersuchungen 
des  vorigen  Abschnitts  erledigt.  Im  zweiten  zerlegen  wir  den  rationalen  Faktor 
in  die  Summe  einer  ganzen  und  einer  echt  gebrochenen  Funktion, 

W'Ä     _  M 

wo  A,  M,  N  ganze  Funktionen  sind,  M  von   niederem  Grade  als  N.     Den  Teil 

dz 


/ 


\ . 


bearbeiten  wir  nach  §  4,  Nr.  4  des  1.  Buches;  den  Bruch  M  :  N  zerlegen  wir  in 
Partialbrüche  und  wenden  die  in  §  4,  Nr.  5  angegebene  Reduktion  an.  Dies 
zusammenfassend  erkennen  wir:  Das  Integral 

2)  jf{z,y'R)dz,     R  =  a  +  2bz-\-cz^     , 

wobei  /  rational  in  Bezug  auf  z  und  ^R  ist,  zerfällt  in  eine  rationale  ganze 
Funktion  von  5,  Logarithmen  algebraischer   Funktionen  von  2,  ein  Produkt  einer 

rationalen  ganzen  Funktion    mit  y^,  und  in  Integrale   der  Form 

^'     i%- 

Wir  zerlegen  den  Radikanden  in  seine  lineare  Faktoren 

a-\-2bz-\-  cz^  =  c{a  —  z){ß--z)  =  ~c{a  —  z){  ~ ß  +  z)     , 

ersetzen 

a~  ß  ,    a  +  ß 

also 

und  erhalten  hierdurch 

a~ß 


j  ^y~  Y- c '  J  ]/i -^^ 


2.    Die    Funktion    Aresina:    definieren    wir    durch    das    bestimmte 
Integral 


z 

dz 
Are  sin  5  = 


n 

0 


§4 


Arcussinus  und  Sinus,  Arcuscosinus  und  Cosinus. 


171 


Die  Funktion  1 :  yi  ~  z^  ist  eine  eindeutige  Funktion  der  Punkte  einer  zwei- 
blätterigen RiEMANNschen  Fläche  (§  1,  Nr.  26),  welche  die  beiden  Windungspunkte 
+ 1  und  —  1  hat  und  deren  beide  Blätter  entlang  der  Geraden  zwischen  den  Windungs- 
punkten verwachsen  sind ;  in  beiden  Windungspunkten  wird  die  Funktion  unendlich. 

Um  zu  erfahren,  welchen  Einfluß  der  Integrationsweg  auf  das  Integral  hat, 
haben  wir  das  Integral  über  die  geschlossenen  Wege  zu  erstrecken,  welche 
Windungspunkte     einschließen. 

Diese    Wege    lassen    sich    auf  y 

folgende  Arten  von  Wegen 
zurückführen:  1.  Wege,  die 
einen  einzigen  Windungspunkt 
umkreisen  und  daher  sich  in 
beide  Blätter  begeben  müssen; 
2.  W^ege,  die  beide  Windungs- 
punkte umkreisen  und  nur  in 
einem  Blatte  verlaufen;  zur 
ersten  Art  gehören  die  Wege 
Fig.  62,  A  und  Bj  zur  andern 
C  und  Z>. 

Um  die  Umkreisungsinte- 
grale der  ersten  Art  zu  erhalten, 
integrieren  wir  über  einen  Weg, 
der  einen  konstanten  verschwin-  Fig.  02. 

dend  kleinen  Abstand  von  -|-1 

hat.     Bezeichnen  wir  mit  r  den  Abstand  des  Punktes  z  von  + 1 ,   und  mit  <p  den 
Winkel  der  realen  Achse  mit  r,  so  ist 

s  =  1  +  r(cosq?  -f-  /sin99)  =  1  -f-  r^''      , 

daher  ist  zu  untersuchen 


4.T 

lim/r  /  — 


4,^ 


e'f  dq^ 


y     2re' 


,-2  ^2 IV 


=  limyr  /  - 


ü 


yo  _|-  r<f'> 


Nimmt   r   unendlich   ab,   so   bleibt   die  unter  dem  Integralzeichen  stehende 

Funktion,  also  auch  das  Integral  selbst,  endlich;  da  es  mit  einem  verschwindenden 

Faktor  multipliziert  wird,  so  ist  der  Grenzwert  Null.     Wir  sehen  daher: 

/*     dz 
Das   Integral   /— p= — —  ausgedehnt  über  eine  geschlossene  Kurve, 

die  nur  einen  Windungspunkt  umkreist,  ist  Null. 

Anders  verhält  es  sich  mit  den  Wegen  der 
zweiten  Art,  Um  über  diese  zu  urteilen,  wollen 
wir  C  (Fig.  63)  auf  folgenden  Weg  zusammen- 
ziehen. Wir  gehen  vom  Nullpunkte  aus  ent- 
lang der  realen  Achse  bis  dicht  an  +1,  be- 
schreiben dann  um  + 1  einen  verschwindend 
kleinen  Kreis  bis  dicht  an  die  Verwachsung 
(also  ganz  im  obem  Blatte)  gehen  dann  entlang 
der  realen  Achse  bis  dicht  an  — 1,  beschreiben 
einen  verschwindend  kleinen  Kreis  um  — 1,  und 
kehren  dann  entlang  der  realen  Achse  zum  Nullpunkte  zurück.  Die  Kreisintegrale 
sind  2.T  2.T 


Fig.  es. 


r=o    J  y2  +  r^"^ 

0 


und 


u 
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sie  verschwinden  beide.  Für  die  geradlinigen  Integrale  von  0  bis  1,  von  1  bis  0, 
von  0  bis   — 1    und   von   — 1    bis  0    haben   wir   auf    das  Vorzeichen    zu   achten, 

das  yi  —  5*  auf  diesen  Wegen  hat.  Wir  wollen  annehmen,  im  Nullpunkte  des 
obern  Blattes  sei  die  Wurzel  =  -f"l»  alsdann  ist  sie  auf  dem  ersten  Teile 
des  Weges,  von  0  bis  +1,  positiv;  durch  einmaliges  Umkreisen  eines  Windungs- 
punktes wechselt  die  Wurzel  das  Vorzeichen,  für  den  Weg  von  +1  über  0  bis 
—  1  gilt  also  der  negative  Wurzelwert;  durch  einmaliges  Umkreisen  des 
Windungspunktes  — 1  tritt  dann  nochmaliger  Zeichenwechsel  ein,  auf  dem 
Wege  von  — 1  bis  0  zurück  gilt  also  wieder  das  positive  Vorzeichen.  Es 
ist  daher  das  gesuchte  Begrenzungsintegral,  wenn  überall  die  Wurzel  positiv 
gerechnet  wird, 

+10  —10 

r     dx  C       dx  C        dx  r     dx 

•^  j  yi  -x^    j  - y  1  -^^  J  - y i-~x''  j  yr -  jc2 

d  4-1  0  —1 

Ersetzt  man  im  dritten  und  vierten  Integrale  x  durch   —Xj    so  erhält   man 

0 

Integriert    man    in   der    gleichen    Richtung    über   den  Weg,  der  im  zweiten 

Blatte   unter   dem   soeben   beschriebenen    liegt,   so   hat  auf  allen  Punkten  dieses 

Weges   die   Wurzel   das   andre    Vorzeichen,    also   ist   dieses  Integral  J^  =  — 2ji. 

Beachten    wir,     daß     die    soeben    verwendete    Integrationsrichtung    negativ    war, 

so  folgt: 

C     dz  . 

Das  Integral/ _,  im  positiven  Sinne  über  eine  geschlossene 

./  f^- «- 

Kurve  erstreckt,  die  in  einem  Blatte  liegt  und  beide  Windungspunkte 
einmal  umkreist,  ist  Ip27r;  das  obere  Zeichen  gilt  für  das  Blatt,  in 
dessen  Nullpunkte  die  Wurzel  den  Wert   -J-1   hat. 

Hieraus  folgt  weiter:  Die  Funktion  Arcsins  ist  unendlich  vieldeutig, 
und  hat  den  realen  Periodizitätsmodul  2rr. 

3.    Um  das  Integral  Are  sinr  auszuführen,  benutzen  wir  die  Differential formel 

diz-^-'^z^    -  l)  dz  l       dz 


t:i 


sr  +  y^s-i        jV^  — 1      /  yi 

Aus  dieser  Formel  folgt  durch  Integration  von  0  bis  z  die  Gleichung 

z  +  iz^~\ 
1)  Arcsin5  =  /Z 

Durch  diese  Gleichung  hätte  die  Untersuchung  des  Are  sins:  ebenso  wue  die 
des  Arctangs  direkt  an  den  Logarithmus  angeschlossen  werden  können;  doch 
erschien  es  zweckmäßiger,  den  Nachweis  des  Periodizitätsmoduls  durch  Be- 
trachtung des  Integrals  1  dz  :yl  -  z-  auf  der  zweiblätterigen  Fläche  zu  gewinnen. 
Wir  werden  jetzt  von  1)  Gebrauch  machen,  um  in  Are  sin^  das  Reale  vom 
Imaginären  zu  sondern.     Setzen  wir 

,  +  Y^^i 

iL ~, =  it -\- tv     , 

so  ist 


L — =  r  —  /  // 
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mithin  , 

s  +  ys^  —   1  =  /V^ (cos«  -     isinü) 

=  e^  (sinu  -\-  icosü)     . 
Der  reziproke  Wert  ist 


z  —  }z^^  -  -  1  =  ^— *'(sin«  -   icosu)     . 
Addieren  wir  diese  Gleichungen  und  ersetzen  z  durch  x  -{-  iy,  so  ergibt  sich 

2)  i(^''  +  ^*')  sin«  =  X  ,     J  (^^     -<?-»')  cos«  =  ^^     . 

Hieraus  folgt  weiter 

x^  +  y  =  \{e^'^  +  ^-2^)  +  -i-sin2«  —  J-cos^«     , 
mithin  ist 

1  +  je«  +  j;2  =  K^^  +  r-'^Y  +  sin2«     , 
und  daher 

(1  +  xy  +  y^  =  [i{^^  +  e—)  +  sinuy     , 

(1  —  xY  +  7*  =  litV"  +  e-'')  —  sin«]2     . 
Hieraus  ergibt  sich 


3) 


}{e-  +  e—)  +  sin«  =  ^/{l  +  x)^  +  y^ 


Ke^  +  e-")  —  sin«  =  ]/(l  —  x)^  +  y^     ; 

für  reale  v  und  «  ist 

i(f''  +  e-'')>l,     — l<sin«<l      ; 

daher    gelten    bei    beiden   Wurzeln   nur   die   positiven  Werte.     Benutzen   wir  die 
Abkürzungen 

so  ergibt  sich  aus  3) 

4)  ^ie- +  e-«)  ==  a     , 

5)  sin«  =  T     . 
Aus  5)  folgt 

6)  «  =  Are  sin  t     . 
Aus  4)  ergibt  sich 


7)  e"  =  o  +  yo^'  -  1     , 

8)  v^Ha  +  yo^-li)     . 
Führen  wir  6)  und  8)  in   1)  ein,  so   erhalten  wir 

Are  sin2  =  Are  sinr  +  z7(a  +  }'a^  —  1)  -r  2k7t     . 

4«    Wir  haben  noch  zu  entscheiden,  welcher  Wert  von  Are  sin  t  und  welches 
Vorzeichen  von  l/a*^  —  1   gilt 


W^ird  festgesetzt,  daß  im  Nullpunkte  des  obem  Blattes  yl  —  z-  den  Wert 
+  1  (nicht  — 1)  hat,  und  integriert  man  im  obem  Blatte  über  eine  Strecke  der 
realen  Achse  bis  zu  einem  Punkte  jc  <  1 ,  so  ergibt  sich  ein  eindeutig  bestimmter 
W>rt  arcsinr;  ist  der  Integrationsweg  dagegen  eine  Strecke  der  positiven 
imaginären  Achse  des  obem  Blattes  von  0  bis  y,  so  hat  man 

jyt^    Z'^~j^  +  y2 
U  Ü 
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wobei  die  Wurzel    positiv    zu  nehmen    ist;    hieraus   folgt   ein  positiver  Wert  von 

dy 


/- 


,/" 


0 


5^  +  .  .  . 


folglich  ist  im  obern  Blatte  ^a'^  —  1  positiv  zu  nehmen.  Daher  ergibt  sich 
für  das  obere  Blatt 

Are sinjg;  =  arc sinr  +  / /(a  +  |} a'^  —  \)  -\-  2kn     , 

wo    das  Zeichen  |y   die  positive  Wurzel  bezeichnet. 

Im  untern  Blatte  ist  im  Nullpunkte  j^l  —  2^  =  -1,  daher  ist  hier,  unter 
Hinzurechnung  des  Integrals  auf  der  Strecke  vom  Nullpunkte  des  obern  Blattes 
entlang  der  Verwachsung  bis  zum  Punkte  +1,  Umgehung  dieses  Punktes  auf 
einem  unendlich  kleinen  Kreise  und  Fortschritt  im  untern  Blatte  entlang  der 
Verwachsung  bis  zum  Nullpunkte  des  untern  Blattes, 

Arc  sin {z)  =  71-  arc  sin r  —  / /(a  +  \^o-  —  l)  -\-  2  kn     , 

=    -arcsinT  +  /7(a  — lyo^^  l)  +  {2  k -{-  \)n     » 

wobei  {z)  einen  Punkt  des  untern  Blattes  bezeichnet. 

5.  Die  Funktion  (1  -\-  zy,  in  der  m  keine  ganze  Zahl  sei,  hat  in  z  =  — 1 
einen  Windungspunkt,  läßt  sich  daher  innerhalb  eines  Kreises,  der  um  den  Null- 
punkt mit  dem  Halbmesser   1   beschrieben  ist,    nach  Potenzen  von  z  entwickeln. 

Die  binomische  Reihe 

1)  (i+,)«  =  i  +  ^^'),  +  ^jj,»  + 

gilt  daher  innerhalb  des  Einheitskreises.  Die  rechte  Seite  ist  eindeutig, 
die  linke  dagegen  vieldeutig.  Erzeugt  man  die  RiEMANNsche  Fläche,  für  die 
(1  +  zY"  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  in  der  Fläche  ist,  so  liefert  die 
Reihe  den  Wert  der  Funktion  in  dem  Blatte,  für  dessen  Nullpunkt  die  Funktion 
den  Wert  1  hat;  die  andern  W^erte  erhält  man  hieraus  durch  Multiplikation  mit 
komplexen  Wurzeln  der  Einheit. 

Ersetzt  man  in   1)   z  durch   -    s*  und  nimmt  m  =  — i^,  so  entsteht 

1  .         1    .   .    1  •  3        ,        1  •  3  .  5    ,    , 

2)  , =  1  —   --  z^  + z^  —  ^        z^'  +  . .  .  mod5  <  1      . 

|/r^  z^  2^1.4  2.4-0^ 

Die  Integration  dieser  Reihe  liefert 

^.  .        .  z         1      z'^       1  •  3      s^        1  •  3  •  5      2:^  .    «  , 

3)  Arcsm^  =  —  -  -    .       +  -— ^  •  —  -    - — — — -  .  —  +  ...  -f-  2  .^^ 

1  2       6        2-0       ö         2  •  4  •  o       7 

mods  <  1 

Diese  unendliche  Reihe  gibt  die  Werte  von  Arc  sin 2;  für  die  Punkte  z  des- 
selben Kreises,  für  welche  die  Reihe  2)  die  Werte  von  1  :  y  I  —  z-  liefert.    Wenn 

wir  in  der  Gleichung  r— 

^                                  .     2  +  W'  —  1 
Arc  sinjsr  =  iL 

z  durch  iz  ersetzen,  so  entsteht 

Arc  sin/ 5  =  /Z  (s  +  ]'z^  —  l)      ; 
wird  dieselbe  Änderung  in  3)  ausgeführt,  so  ergibt  sich 

z         1      03       1  .  3     0^        1  .  3  .  5     ^7 


-\-  i  »  2  kn  ,         mods  <  1 
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6.  Wollen  wir  Are  sin«  als  eindeutige  Funktion  des  Ortes  der  für  1  :  |^1  —  z^ 
konstruierten  Riemann sehen  Fläche  darstellen,  so  muß  die  Fläche,  die  zweifach 
zusammenhängend  ist,  durch  einen  geeigneten  Querschnitt  in  eine  einfach 
zusammenhängende  verwandelt  werden.  Zu  diesem  Zwecke  zerschneiden  wir  die 
2:-Fläche  im  obern  Blatte  entlang  der  positiven  imaginären  Achse,  und  setzen 
diesen  Schnitt  über  die  Verwachsung  hinweg  ins  untere  Blatt  fort  (In  Fig.  64 
ist  der  Schnitt  durch  eine  Doppellinie  angedeutet,  durch  welche  die  beiden  Ränder 
des  Schnittes  dargestellt  werden  sollen.)  Den  Nullpunkt,  von  welchem  die  Inte- 
gration ausgeht,  nehmen  wir,  wie  immer,  im  obern  Blatte,  oberhalb  der  Ver- 
wachsung und  rechts  vom  Querschnitte  an. 


V 


^y 


=r+//' 


-2JV 


■i 


2JC- 


V 


Fig.  64. 


Wird  ferner  angenommen,  daß  Are  sin 0  für  den  Nullpunkt  den  Wert  2k7z 
hat,  wo  nun  k  eine  bestimmte  natürliche  Zahl  bedeutet,  so  ist  für  jeden  Punkt 
der  «-Fläche  die  Funktion  Aresin«  eindeutig  bestimmt,  wenn  wir  festsetzen,  daß 
die  «-Fläche  durch  die  Ränder  des  Querschnitts  begrenzt  ist,  daß  also  der  Inte- 
grationsweg den  Querschnitt  nirgends  überschreiten  darf.  Um  von  einem  Punkte 
des  Querschnitts  zu  dem  auf  dem  andern  Rande  gegenüberliegenden  Punkte  zu 
gelangen,  haben  wir  eine  Kurve  zu  beschreiben,  die  beide  Windungspunkte  um- 
kreist; in  zw^ei  gegenüberliegenden  Punkten  des  Querschnitts  hat  also 
Aresin«  Werte,   die   um   27t   voneinander  verschieden   sind. 

Nehmen  wir  zunächst  k  =  0  an,  so  entspricht  dem  Nullpunkte  der  «-Fläche 
der  Nullpunkt  der  «/-Ebene.  Geht  z  von  0  entlang  der  Verwachsung  bis  1,  so 
durchläuft  «;  =  aresin«  die  reale  Achse  von  0  bis  \7i\  geht  «  (nach  Umgehung 
des  Windepunkts  1  in  einem  versehwindend  kleinen  Kreise)  auf  der  andern  Seite 
der  Verwachsung  bis  —1,  so  geht  w  von  \n  bis  |jr;  kehrt  «  oberhalb  der  Ver- 
wachsung bis  zu  dem  Punkte  des  Querschnitts  zurück,  der  O  gegenüberliegt,  so 
geht  w  weiter  bis  zu  2ji.     Geht  «  entlang  des  Querschnitts  von  0  bis  tj],  so  ist 


r      dz 


=  t 


dy 


/1    +  ,,2 


yi 


'■/(»; +/rT^) 
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Dem  positiven  Teile  des  rechten  Querschnittrandes  entspricht  daher  die 
positive  imaginäre  Achse  der  a/-Ebene,  dem  negativen  Teile  die  negative.  Dem 
andern  Rande  des  Querschnitts  entspricht  die  Gerade,  welche  die  «/-Werte  2jr  +  /t' 
enthält,  also  im  Abstände  27i  zur  imaginären  Achse  parallel  ist  Der  ganzen 
durch  den  Querschnitt  begrenzten  «-Fläche  entspricht  der  von  der  z;-Achse  und 
der  Parallelen  u  =  27z  begrenzte  Streifen  der  w-Ebene.  Die  obere  Hälfte  des 
Streifens  entspricht  dem  obern  Blatte,  die  untere  dem  untern  der  «-Fläche. 

7.  Um  die  Beziehung  der  «-Fläche  und  dieses  Streifens  der  w-Ebene  voll- 
ständig aufzuhellen,  wollen  wir  untersuchen,  welchen  Kurven  der  «-Fläche  die  zu 
den  Achsen  parallelen  Geraden  der  «/-Ebene  entsprechen. 

Soll  in  7V  ==  Aresin«  =  u  -\-  iv  der  reale  bezw.  der  imaginäre  Teil  konstant 
sein,  so  müssen  r,  bezw.  o  konstante  Werte  haben.  Gehören  zu  «  =  i/^  bezw. 
i'=Vq  die  Werte  t  =  To,  bezw.  a  =  Oq,  so  entspricht 


^  «  =  «0   den  Punkten  }/(l  +  jc)^  +  y^    - 1^(1     -  x)^  +>'*  =  Tq      , 


=  Vq  den  Punkten  ^(1  +  x)'^  +  y^  +  /(l  —  x^  +y^  =  Oq     . 

Bezeichnen   wir   in   der   «-Fläche    die  Windungspunkte   — 1    und   +1   mit  /* 
und  jF^   und  den  Punkt  x,  y  mit  jP,  so  ist 


PF  ^f(\  •\- xY  Vy^  ,       PF^=i{\-xY+y^     . 

Die  Gleichungen   1)  gehen  somit  über  in 

PF-FF^  =  r^,       PF+PF,^ao     . 

Hieraus  folgt:  Eine  Parallele  zur  ^Achse  {u  =  Uq)  entspricht  einem 
Hyperbelaste  der  «-Fläche;  eine  Parallele  zur  6^-Achse  (v  =  Vq)  ent- 
spricht einer  Ellipse  der  «-Fläche.  Diese  Ellipsen  und  Hyperbeln 
haben  ihre  Brennpunkte  in  den  Windungspunkten.  Eine  innerhalb 
der  obern  (untern)  Streifenhälfte  liegende  Parallele  zur  6^-Achse  ent- 
spricht einer  Ellipse  im  obern  (untern)  Blatte  der  «-Fläche.  Die  beiden 
Aste  derselben  Hyperbel  gehören  zwei  entgegengesetzt  gleichenWerten 
von  T,  mithin  zwei  Parallelen  der  F-Achse  zu,  die  gleich  weit  von  den 
Rändern  des  Streifens  in  der  «/-Ebene  abstehen;  zwei  Hyperbeläste, 
von  denen  der  eine  aus  der  obern  Hälfte  des  ersten  Blattes  in  die 
untere  des  zweiten  Blattes  sich  fortsetzt,  während  der  andre  aus  der 
untern  Hälfte  des  ersten  Blattes  nach  der  obern  des  zweiten  geht, 
und  mit  dem  ersten  Aste  sich  deckt,  gehören  zu  zwei  Parallelen  der 
F-Achse,    deren   Abscissen   den   Bedingungen   genügen 

arc  sin  1/  =  Tq  ,        0  <  //  <  2  jr     . 

Hieraus  folgt,  daß  die  Abscissen  uq  und  i/q  der  Parallelen  zur  ^Achse,  die 
zwei  sich  deckenden  Hyperbeln  entsprechen,  die  Summe  n  oder  3  Ji  haben. 

Hieraus  erkennen  wir:  Jedem  Punkte  des  Streifens  der  zc/-Ebene  ent- 
spricht  ein   und   nur   ein    Punkt   der   «-Fläche. 

Wenn  wir  nun  die  Funktion  Are  sin«  im  Nullpunkte  statt  mit  dem  Werte 
Null  mit  den  Werten 

... — 6^,        4:71,    — 2ji,    -|-2^,    +4jr,    +ö^.-. 

beginnen  lassen,  so  ist  ersichtlich,  daß  den  Punkten  der  «-Fläche  immer  andre 
Streifen  der  Z£/-Ebene  entsprechen,  alle  parallel  der  F-Achse  und  von  der  Breite  2;r, 
so   daß  nun  die  ganze  ^-Ebene  von  solchen  Streifen  bedeckt  wird. 
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8.    Der  Summensatz   für   den  Arcussinus.     Neben   den   Suramensätzen 
für  den  Logarithmus  und  Arcustangens 


Are  tangs?  +  Are  tangf  =  Are  tang 


z 


^C   ' 


steht  ein  verwandter  Satz  für  den  Areussinus,  der  für  reale  Werte  der  Veränder- 
lichen ebenfalls  bereits  aus  den  Elementen  bekannt  ist.     Setzt  man 

Are sinz  —  u  -{-  iv  ,     Are  sinf  =  u  +  /Ü     , 
so  ist 

Are  sinz  +  Are  sinf  =  u  -\-  Vi  -\-  i {v  -{- Vi)     . 

Der  Geraden  der  7£/-Ebene,  die  im  Abstände  u  -{-  Vi  zur  ^Aehse  parallel  ist, 
entspricht  ein  Hyperbelast  der  5-Fläehe;  der  Geraden,  die  im  Abstände  v  '\-  X> 
der  6^Aehse  parallel  ist,  entspricht  eine  Ellipse  der  ;j-Fläehe;  der  Hyperbelast 
hat  mit  der  Ellipse  auf  der  jsr-Fläehe  nur  einen  wirk  liehen  Schnittpunkt;  wird 
dieser  mit  Z  bezeichnet^  so  ist 

Are  sin  5  +  Are  sinf  =  Are  sinZ     . 

Frei  von  geometrischen  Betrachtungen  erreichen  wir  das  Ziel  folgender- 
maßen: Wir  bestimmen  zunächst  den  Funktionszusammenhang  zwischen  z  und  f, 
für  welchen  die  Gleichung  erfüllt  ist 


i-  *-^  + 1—3=-  = 


u  u 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  daß  unendlich  kleine  von  z  und  ^   herrührende 
Zunahmen  beider  Integrale  die  Summe  Null  haben  müssen,  daß  also 

äz  d^ 

Werden  die  Nenner  beseitigt,  so  entsteht 


2)  -       ■"^  +  -,^=^^:   =   0 

i'i  -  s^-     v: 


Hier  integrieren  wir  teilweise  und  erhalten 

,^r^C^  +  Clfl^^'  + /'^  f  (^/_^,  +  ^-^)  =  Konst. 

Das  letzte  Integral  verschwindet  gemäß  der  Gleichung  1),  daher  ergibt  sich 
der  gesuchte  Zusammenhang  zu 


3)  zyi-C'  +  Cyi-2'  =  y    . 

Um  den  Zusammenhang  der  Konstanten  y  und  c  zu  erkennen,  vergleichen 
wir  die  unendlich  kleinen  Änderungen,  die  y  und  c  erleiden,  wenn  z  und  f  sieh 
um  verschwindende  Beträge  verändern.     Wir  erhalten  aus   1)  und  3) 


de 


dz         .         d'Q 


2      Vi  -_  n 


yi-^'^    yi--c 


dC      ,      ^- 


dy=il  -  C-  •  dz  +  }l  ~  z'  .  dl:  -  ^C   -,---—  +  - 


=  -  (0  f  -  ^[l^^z''  .  fT^'C')  de     . 
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Nun  ist 

1  _y2==  1  —z^  —  ^2  +  2z^C^  —  2zCY^-^''  yi  — C^     » 

=  (1  -52)(i  -f2)_|_22^2_2^fyi  -^2 .  yi-f2  . 

Daher  folgt 

4)  ^.  =  -^L=     . 

Für  o:  =7  =  0  verschwindet  y,  und  c  hat  einen  der  Werte  >^  •  2  7r;  hieraus 

und  aus  4)  folgt 

y 


c  = 


/- 


2 


i 

0 

Dies  ergibt  den  Summensatz 

Are  sin5  +  Are  sinf  =  Are  sin(;sr  j/l  —  C^  +  C  "^1  —  z^     • 

9.  Als   den   Sinus   der   komplexen   Zahl  w  =^'u -\- iv  definieren  wir 
die   Zahl  z^   die   der   Gleichung   genügt 

Are  sin;s;  =  «/ 

Zu  jedem  Werte  von  w  gehört  ein  eindeutig  bestimmtes  z^  die  Funktion  sinw 

ist    also    eine    eindeutige   Funktion    der  Veränderlichen   w»      Nimmt  w 

alle  Werte  an,   die  innerhalb  des  Streifens  zwischen  «  =  0  und  u^=2n   liegen, 

so  durchläuft  sr  =  sinw  alle  möglichen  Werte;  dabei  nimmt  sina/  jeden  Wert 

zweimal  an,  nämlich  für  o/  =  «  -f-  iv  denselben  wie  für  w  =  tz  —  («  +  iv), 

es  ist  also 

sin«/  =  sin(jr  —  w) 

Für  alle  Zahlen  w,   die  sich  um  gerade  Vielfache   von   2  n  unter- 
scheiden,  hat  sin«/   denselben  Wert,    es  ist 

sinze/  =  sin(tt/  -\-  2  kn) 

Der  Sinus  ist  somit  eine  periodische  Funktion  und  hat  die   reale 
Periode  2  tt.     Aus  Nr.  3,  2)  ergibt  sich  sofort 

gV  J^    g-V       ^  gV   _   g-V 

sin(//  -\-  iv)  = sin//  +  ^ \y cosw     • 

10.  Die    Funktion    Are  cos 5    definieren    wir    durch    die    Gleichung 

1)  Are  C0S5  =  -;c-  —  Are  sinar     . 

Die   Funktion   Arccos^r   ist   daher   unendlich   vieldeutig    und    hat    denselben 
Periodizitätsmodul  2ji,  wie  Arcsinr//.     Drückt  man  in  dem  Summensatze 


Are  sin(0yi  —  f  ^  _|_  f  j/i  _  -j«)  _  Are  sin  2;  =  Are  sinf     , 

^  durch  syr^  C^  +  C/l  —  z^  =  ^1  i^^d  2  3.US,  so  entsteht 
2)  Are  sin  5:1  —  Are  sin  5  =  Are  sin  [z^i^  —  ^  —  z^\  —  ;2:j)     . 

Schreibt  man  für  1) 

Are  cos  5?  =  Are  sin  1  —  Are  sin^     , 
und  benutzt  2)  indem  man  z^   durch  1   ersetzt,  so  folgt 


3)  Are  coss;  =  Are  sin  y  1  —  z^     . 
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Welchen  Wert  der  Quadratwurzel  man  hierin  zu  nehmen  hat,  ist  ebenso- 
wenig unbestimmt,  wie  bei  den  Quadratwurzeln  im  Summensatze. 

Ist  Arccos0  =  z£/,  so  gehört  zu  jedem  w  ein  eindeutig  bestimmtes  z.  Wir 
definieren  die  Funktion  z  =  cosw  durch  die  Gleichung 

Are  cos  5  =  w     ; 

es  ist  mithin  cosze/  eine  eindeutige  Funktion  von  «/.  Aus  der  Vieldeutigkeit  von 
Arccoss  folgt:  Die  Funktion  cos«/  ist  periodisch  und  hat  die  reale 
Periode  2n.     Aus  3)  folgt 

4)  cos  w  =  y  1  —  sin  -w     . 

Schreibt  man  für  1) 

Are  sinar  =  ^  ;r  -^  Are  cosä     , 


und  setzt 
so  folgt 
oder 


Are  cosz  =  w     , 
z  =  sin(|^jr  —  w)     , 
5)  cosw  =  sin(|-  n  —  iu) 


Durch  5)   ist  vollständig   bestimmt,  welcher  Wert   der  Quadratwurzel   in  4) 
zu  nehmen  ist.     Femer  folgt  aus  5)  und  Nr.  9 


V 


6)  cos(«  +  iv)  = cos«  —  /-- sin«     . 

u  dl 

Macht  man  im  Summensatze 

Are  sinar  +  Are  sinf  =  Are  sin(2;  y^i  —  f  ^  +  C  / 1  —  «^)     > 
die  Ersetzung 

Are  sins:  =  w  ,        Are  sinf  =  XO     , 
so  folgt 

7)  sin(7£/  +  to)  =  sinze/coslo  +  cos7£/sintt)     , 

und  hieraus,  wenn  man  w  durch  \n  —  w  ersetzt, 

8)  cos(tt/ —  tP)  =  eosK'costt)  +  sinwsinto     . 

11.    Ist  f£/  =  Arcsin5,  so  ist 

dz 

yi  -s2 

mithin 

dz  =  yi  —  z^  dw     , 
d.  i. 

dsinw  =  co^wdw     . 

Hieraus  folgt,  daß  die  für  reale  w  bewiesenen  Differentialquotienten  des 
Sinus  und  Cosinus  auch  für  komplexe  w  unverändert  gelten.  Da  nun  sinte/  und 
costt^  für  alle  endlichen  w  =  u  -{-  iv  endlich  bleiben,  so  folgt,  daß  die  Taylor- 
sehen  Reihen 


sin«;  —  w  — 
cosw  =  1  — 

w^ 

1.2.3 

^       c% 

W^ 

\ 

'     1.2.3.4.5 

...       > 

W^ 

w^ 

L'^       1.2.3.4        1  .  2  .  3  .  4  .  5  .~6  "^  '  " 

für  alle  endlichen  Werte  von  w  gültig  sind. 
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§  5.    Definition  des  elliptischen  Integrals;  Reduktion  auf  die  Normal- 
formen; Vieldeutigkeit  elliptischer  Integrale. 

1.  Unter  einem  elliptischen  Integrale  versteht  man  jedes  Integral  von  der  Form 

l/(z,  ^az^  +  bz^  +  cz^  +  dz-{'e) dz     , 

wobei  /  eine  rationale  Funktion  von  z  und  der  Quadratwurzel  bezeichnet,  unter 
der  Voraussetzung,  daß  sich  das  Integral  nicht  infolge  besonderer  Werte  der 
Koeffizienten  a  .  ,  .  e  oder  besonderer  Art  der  Funktion  /  durch  algebraische  oder 
cyklometrische  Funktionen  oder  Logarithmen  ausdrücken  läßt. 

2.  Wir  beschäftigen  uns  zunächst  damit,  die  Größe 

R=:i  az^  -\-bz^-\-  cz^  -\-dz-\-e 
durch  die  lineare  Ersetzung 

1)  z  = 

überzuführen  in 

(1  +  vCr 

Die  Werte   von   z  und    C,    für   die   ^  verschwindet,    entsprechen   einander; 

setzen  wir  ^  ,  .  ,  ^,  ,  ,  ,  ., 

Ä=  a{z  -  a){z  -  ß){z  -  y)(z  -  d)     , 

und  ordnen  den  Werten  z  =  a,  ß,  y,  d  der  Reihe  nach  f  =  1,  — 1,  l:k,  — l:k 
zu,  so  gehen  aus  1)  die  Formeln  hervor: 

1  +  ^^ 
•3)  ß=^"^ 


4)  y^ 


1-v 
Xk  -\-  fji 

k  -Y  V 
Xk   -    a 


5)  ,J  = 

k  —   V 

Durch  Subtraktion  der  Gleichungen  2)  und  4),  sowie  der  Gleichungen  3) 
und   4)  ergibt  sich 

'  ^        {lJrv)(k-^v)    '        P       ^         {l-v){k+v)       • 

Hieraus  folgt  durch  Division 

a  —  y        1-v     1     ~  k 
^^  ß       y  ^  r+~v  '  1  +k 

Vertauschen  wir  /u  und  v  mit  fj  und  —  r,  so  gehen  a  —  y  und  ß—y 
in  /?  —  5  und  a  —  d  über,  wie  man  aus  den  Gleichungen  2)  bis  5)  erkennt: 
daher  ist  c        -  .         , 

^  ß  -  -ö        1  +  V  '  1  -  >^       * 

Aus   7)  und   8)  folgt  zur  Bestimmung  von  k 

'  \\+k}       ß-y     a-    ö     ' 
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Die  beiden  Werte  von  ^,  die  sich  hieraus  ergeben,  sind  reziprok;  wir 
können   daher   immer  k  so  wählen,    daß    der  Modul  von  k  ein  echter  Bruch  ist. 

Sind  insbesondere  a,  /?,  y,  b  sämtlich  real,  und  setzt  man  a^ ß^y^  b 
voraus,  so  ist  k  real. 

Nachdem  wir  uns  entschieden  haben,  welche  Wurzel  der  Gleichung  9)  für  k 
genommen  werden  soll,  folgt  der  zugehörige  Wert  von  v  eindeutig  aus  der 
Gleichung  7).     Für  X  und  /i  ergeben  2)  und  3) 

A  +  /^  =  a(l  +  v)     , 

A-/t  =  /S(l-v)     ; 
also  folgt 

i  =  i[(a+)3)  +  v(a-iS)]     , 


10) 


Führen  wir   die   berechneten  Werte   in   die   Änderungsgleichung   ein,   so  er- 
halten wir 

a^ß      a-ß    v+C 

2 o~  + 


11) 


2        1+vC 
Um  die  Grösse  A  zu  bestimmen,  bilden  wir 


a  = 


A  +  A*f 


a  = 


X  --  a  -\-  {(i  —  av)  ^ 

l  +  »'C 


1  +  vC 

und  ebenso  z  —  ß,  z  —  y,  z  -  -  b» 

Aus  den  Gleichungen  2)  bis  5)  folgt  sofort 

II  —  av  =  a  —  X  ^       fx  -    yv  =  k{y~X) 

ju  —  ßv  =  X  —  ß,       ju-bv  =  k{i~b) 

Mit  Hilfe  dieser  Werte  ergeben  sich 

i-c 


12) 


z  —  a  =  {X  —  a) 


s-ß=^{X~ß) 


1.  • 


1  +»'t, 

1  +  C 

l  +  vC 


g  —  y  =  (X  —  Y) 


s-d  =  {X-d) 


1-H 


Hieraus  folgt 


13) 


=  (X-a){X-ß){X-y)iX-d) 
Aus  10)  folgt 


{g-a){z-ß){z-y){s-d) 

(1  -  C-)  (1  -  i'  H 


(l+vC)' 


14)  X-a  =  ^a~ß)(v-l),       X  -  ß  =  i{a  -  ß){v  +  1)     . 

Aus  4)  und  5)  erhalten  wir 


>l  = 


2   . 


{7+»)  +  ~^{y-ö) 


und  hieraus  weiter 
15) 


A-y  =  l(,-<J)(-;-l),         A-.5  =  l(,-e))(j+l)     . 


Somit  ist 


16)      (X-a){X-ß){X-Y)(X-d)  =  j^(a-ßy{Y-^)H-^-y'){^-Y^     ■ 
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Daher  ergibt  sich  schließlich 

i(z-a){z-ß){z-y){z-d) 


17) 


=  j(«-/9)(>'-«5)|/(l-''*)(l-2) 


(1  +  V  0- 


,  ■  V(i  -  c'}  (1  -  >i«  C*) . 


Durch  Differentiation  der  Formeln  12)  erhalten  wir  zunächst 


18) 


dg=      (X-  ß) 


(1  +  V  0^ 

1  —V 


(i  +  v  0» 


-d^,       dz^      (A-<5).-,l— ^^^C     . 


19) 


(1  +  rO-  '  '     (l+vO* 

Durch  Multiplikation  dieser  Formeln  ergibt  sich  in  Rücksicht  auf  16) 


äz 


=  1}^« 


ß){y-d){l-v^)\l 


20) 


yJV      (1+vC)» 
Für  das  einfachste  elliptische  Differential  haben  wir  somit 

dz  2  ]fi  dt, 


ia(z-a)(z-ß){z-y)(z-b)      ya(a~ ß){y-ö)     ^{1  - C^) (1  -  k^') 
3.    Ist  a  =  0  und  setzt  man 

1)  d2^  +  cz^  +  dz  +  €--=d{z  —  a)(s  —  ß)  {z  —  y)    , 

'^^"^'"^  az^  +  .z^  +  cz^  +  äz  +  .^O 

die  Wurzel  ^  =  00,  und  daher 


2) 


V  =  k  f 

_         {kX-  ij){l  -k) 


a  =  - 


7  = 


1+k     ' 


2k 


ß-y 


(kk-ju)il+k) 
2>&(1  —k) 


l-kV      a-y 


1  +  ^/        ^-y     ' 


X-y  = 


Femer  hat  man 


2k 


kl-  11=  -\{a-ß){\  —k'^)     . 


3)        (z-a){z-ß)iz-y)  =  -{k-a){X-ß).{a-ß).- 
Aus  Nr.  2,  18)  entnimmt  man 


1—k^  (1  — C*)(i— -6«n 


ik 


a+^o' 


dz-^  =  -a  -  a)  (A  -  /S)  .  7:^>,i  •  ^C=-'      , 


(l+>iC)- 


und  hat  daher 


^jsr 


2fk 


dl 


^(2-a){z-ß){z-y)        ib{a-~ß)     ^(1  _  f 2^ (1  -  >&2 ^ 2) 
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4.  Bei  den  Anwendungen  der  elliptischen  Integrale  in  Geometrie  und  Mecha- 
nik tritt  insbesondere  der  Fall  hervor,  daß  az^  -\-  bz^  -{-..,  -\-  e  nur  reale  Koeffi- 
zienten hat  und  z  nur  solche  reale  Werte  beigelegt  werden,  für  welche  die 
Wurzel  aus  diesem  Polynom  reale  Werte  erhält.  Wir  wollen  nun  zeigen,  daß  in 
diesem  Falle  sich  jederzeit  reale  Änderungen  angeben  lassen,  durch  welche 

jf{zy  ]/ä  5^  +  .  .  7)  dz 

durch  algebraische  Funktionen,  Logarithmen,   cy klometrische  Funktionen  und  ein 
Integral  von  der  Form  ausgedrückt  werden  kann 


k 


^a 


wobei  /^(j)  eine  rationale  Funktion  bezeichnet  und  k  und  )  reale  echte  Brüche 
sind.  Dies  läßt  sich  allerdings  nicht  immer  durch  eine  rationale  Ersetzung 
erreichen,  wir  müssen  uns  vielmehr  dazu  bequemen,  irrationale,  von  sehr  ein- 
facher Art,  zu  verwenden. 

Wir  wenden  zunächst  die  lineare  Ersetzung  an 

^  i  +  C     ' 

um  dadurch  zu  erhalten 

a{z-a)(z-  ß){z-y){z  -  <5)  =  ^^  +  0'^^^'  ~  ^'^^^'  ~  ^'^     ' 

Entsprechen  den  Wurzeln  a,  ßy  y,  d  der  Reihe   nach   die  Wurzeln  /,      -/, 
^,    — ^,  so   erhalten  wir  aus   1)  die  vier  Gleichungen 


2) 


n  = -      .         V  =  — - — — 

1+/'    '      1+^ 
'k  —  fip      .     ^  — ,"? 


Durch  Subtraktion  ergibt  sich 

^  '-(1+A)(1+?) 

Wechseln  wir  hier  der  Reihe  nach  das  Vorzeichen  erst  von  p,  dann  von  q, 
dann  von  p  und  q,  so  erhalten  wir 

{X-I.O{q^p) 


4)  ß-y 


5)  a  —  b  = 


6)  /S 


(l-/)(l+4r) 

-  U-  - tA JgA-p) 

(1 +/)"(! -i?) 
-{X  —  fi)(q—p) 


7) 


(1      -p){\-q) 
Aus  3),  4),  5),  6),  folgt  weiter 

a-y  _       {\-p){\-     q)  a--(?  (1-/)(1+^) 

~ß-b  (1 +/)(!+?)'         /J    -y  (l+/)(l-4') 

Hieraus  ergibt  sich  durch  Multiplikation  und  Division 


-'  \i+//  "'/?     y'  (i-  -^ 

<K\  /1-yy     a-   y     ß-y 

>  \l+qja-d'ß-d 
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Sind  a,  ßj  js  d  real  und  a>/?>;'>^,  so  folgen  aus  8)  und  9)  reale 
Werte  für/  und  q.  Sind  a  und  ß  real,  y  und  d  konjugiert  konaplex,  so  sind 
auch  a  —  y  und  a  -  d,  sowie  ß  —  y  und  ß  ~  d  konjugiert  komplex,  mithin  die 
rechte  Seite  in  Gleichung  S)  real  und  positiv,  folglich/  real.  Ist  y^y^-^-y^^^ 
d  =  y^  —  y^ij  so  ergibt  sich  für  die  rechte  Seite  von   9) 

q  —  r\  —  Ti  i     ß-Y\-    Y'i  i 

ö  —  yi  +  j's ''   ß  —  yi  +  rt^ 

Hierin  sind  Zähler  und  Nenner  konjugiert  komplex;  der  Quotient  der  Quadrat- 
wurzeln ist  mithin  ebenfalls  der  Quotient  zweier  konjugiert  Komplexen,  also  erhält 
man  aus  9)  ein  Resultat  von  der  Form 

\-J  ^  .uQ_Zli  ^Q -H  V     oder    ^-±^     , 

woraus  sofort  hervorgeht 

10)                  q  =  — /  oder       —  —  /     , 

9  <^ 
also  ist  q  rein  imaginär. 

Sind  a  und  /S,  sowie  y  und  d  konjugiert  komplex, 

a  =  ai  -\-  a.,/  f       ß  =  a^  —  a^i     i 


so  ist 


11) 


1  +//        («i  —  yi)    -  (a.  +  yo)t      (Ol  -~y^)  -  (aj  —  y.»)t 

ri)  +  (a*  +  y.,)/     (Ol  —  yi)  —  (a^  —  y,)  / 


A  -   9y_  («!_- 
.    Vi  +  ir/       («1  - 


Zähler  und  Nenner   der   rechten  Seiten   sind   bei   beiden   Gleichungen   kon- 
jugiert komplex,  daher  folgen  aus  beiden  rein  imaginäre  Werte  für  p  und  q. 

Setzen  wir 

/-  =  /^  ,       '/-  =  /'.     , 
so  haben  wir, 

wenn  a,  ß,  y^  d  real  sind,  <^i  >  0  ,     ^g  >  0  , 

12)  ^  wenn  nur  a  und  y9  real  sind,  ^^  >  0  ,     ^9  <^  ^  » 

wenn  a  und  ß,  sowie  ;»  und  d  konjugiert  komplex,     ^1  <  0  ,     ^2  <  ^  • 

Ist  d  unendlich  groß,  reduziert  sich  also   |  ^   auf 


]'fi{z   -  a){z  —  ß)(z  -  y)     , 
so  folgt  aus  8)  imd   9) 

Daher  ist 


U   -T-  's)" 

Ersetzt  man   hier  f-   durch   fi^,    so    erhält    man    wie    bei    einem    endlichen 
Werte  von  d  für  die  geänderte  Wurzel 


^^A^    c-')(^'2--r^) 


wobei  ^j  =  1  ,    /;2  =  /-    ist. 

Führt  man  die  lineare  Ersetzung  in 


/(s,l^./^,        Ä  =  az^-^/>z^ 
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aus,  so   erhält  man  ,       , . 


wobei  f^    eine   rationale    Funktion   von    f   und  ^R^  ^  j^i  (^i     -  C"^)!^»     "  C')  be- 
zeichnet.    Diese  Funktion  läßt  sich  immer  auf  die  Form  bringen 


14)        /x(c.y'^  =  -''±-^^^  . 

9'i  +  Vi  y^i  • 

worin  99,  y,  ^^j,  \^^   ganze  rationale  Funktionen  von  f  sind.     Macht  man  rechts 
den  Nenner  rational,  so  entsteht 

wo   nun  Z,  $,  !P  ganze  Funktionen  von  f  sind.     Daher  ist  schließlich 

Das  erste  Integral  rechts  enthält  ein  rationales  Differential  und  führt  daher 
auf  algebraische  Funktionen  und  Logarithmen.     Im  zweiten  schreiben  wir 


15) 


rs',  „    ,^    /•  ¥1 


worin   Wi=V-  Ri   ist. 

5.    VV'ir  beschäftigen   uns   nun   zunächst    mit    der  Änderang    des   Ausdrucks 

_  _^..  '"^       ____ 
A)    Ist  «1  >  0  ,    ^1  >  ^2  ^  ^^ »  ^°  ^^*  ^^e  Wurzel 

reale  Werte,  sobald  A,  >  f-  oder  ^j  <  ^*.     Im  ersten  Unterfalle  setzen  wir 


^ 


und   erhalten 


s^-vva.   ^=|/:; 


Im   zweiten  Unter  falle  nehmen  wir 


woraus  folgt 


c=f*;.-;,    .=|/^.  , 


0 

dC  1  </a 


B)    Ist  a,  >  0 ,    ^1  >  0  ,    ^2  <  0  ,  so  muß  f «  >  b^  sein ;  wir  setzen 


>  lÄ"  .__l/        * 


t.    = 


Z^-- 


|1"5'^ 


2  \  b^  —  b 


n 


'2 
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und  haben 

fR,  =  i^i,  (b,  _  ^,)  .       »       .  i{i~^)  (1  -  k^  j^)    , 

d^  _  1_       _  dl  ^ 

V^"       i'a,  {b,  ~-b~)  '  fil-  ä"«)  (1  -  k^^j 

C)    Ist  «j  >  0 ,    ^^  <  ^2  <  0 ,  so  kann  f  alle  realen  Werte  annehmen.     Die 
Ersetzung 


liefert 


c=i^.^l,    .=y^L 


D)    Ist  ö^  <  0 ,    ^1  >  ^2  ^  ^ »  ^^  ™"^  t^  zwischen  ^^  und  ^g  liegen.    Durch 


ergibt  sich 

yl  —  k^i^ 
yC  _  _  1 di 

E)    Ist  d^i  <  0,    ^1  >  0,    ^2  "^  ^»  so  muß  ^2  <^  ^^   sein;  wir  setzen 


und  erhalten 

r  1       a' 

dC  1  '^i 


M      y  ■<^A^-^)  ia  -  h')  a  -  ^^  h') 

Im  Falle  ^^  <  0 ,  d^  <C  1^2  '^  ^  ^^^  ^*^  Wurzel  für  jedes  reale  f  imaginär. 
Führt  man  die  Ersetzung  A)  aus,  so  gelangt  man  zu  denselben  Formeln  wie  bei  A), 
und  erhält  für  k  ebenfalls  einen  realen,  echten  Bruch. 

6.  Wir  wenden  uns  nun  zu  dem  Integrale  Nr.  4,  15)  zurück.  Sondern  wir 
in  Wi  und  Z  die  Glieder  geraden  Grades  in  Bezug  auf  f  von  den  Gliedern  un- 
geraden Grades,  so  erhalten  wir 

L         Ll+C  Zg 

worin  J^,  J/g,  Zj,  Zg  nur  Glieder  mit  geraden  Exponenten  enthalten. 

Durch  Erweiterung  mit  Z^  —  f  Zg  beseitigen  wir  die  ungeraden  Potenzen 
des  Nenners;  es  entsteht 
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Daher  haben  wir 


1) 


•>/>,      J     L\- 


I 


Im    ersten   Integrale    rechts    setzen    wir    ^-  =  z    und    erhalten    dadurch    ein 
Integral  ^ 


J     M  - 


8)  (h  -  i) 

worin  II  eine  rationale  Funktion  von  }  ist.  Dieses  Integral  ist  im  vorigen  Para- 
graphen behandelt  worden.  Im  letzten  Integrale  von  1)  führen  wir  eine  der 
Änderungen  Nr.  5,  A),  B),  C),  D),  E)  aus;  da  sie  alle  unter  der  Form  enthalten 
sind 

7^  +  /2  8'^       ' 


;  2  ^  - 


so  geht  die  Funktion  von  f ,  die  nur  gerade  Potenzen  enthält,  in  eine  ebensolche 
Funktion  von  }  über.     Wir  behalten  daher  ein  Integral  übrig 

^^^ ^J    _ 

worin  JV  und  iV^  nur  gerade  Potenzen  von  5  enthalten. 

Zerlegen  wir  JV:  A\  in  eine  ganze  Funktion  und  in  Teilbrüche,  und  be- 
trachten bei  dieser  Zerlegung  j^  ^jg  Veränderliche,  so  sehen  wir,  daß  das  Inte- 
gral 2)  in  Integrale  von  der  Form  zerfällt 


] 


dh 


(1  + 1  j2)»  }/(r- jä)  (1  -  >t*  3'^) 


Die  letzten  beiden  Arten  können  noch  weiter  behandelt  werden. 
7.    Betreffs   des   an   zweiter  Stelle    aufgeführten  Integrals   wollen   wir  zeigen, 
wie  jedes  Integral 

dz 


/< 


1(1  -z^)(X  —k^z^) 
auf  einen  algebraischen  Teil  und  auf  die  Integrale 


/■ 


s^  dz  ^       r  dz 

und 


}^(1  —  z'^)  (1  —  k^  2'^)  J  ]/(l  —  z'^)  (1  —  ^2  z2) 

zurückgeführt  werden   kann,   indem   wir   nachweisen,    daß    sich   die    unbekannten 
Zahlen  B^,  B^y  B^  .  ,  .B^^iy  C,  D  gemäß  der  Gleichung  bestimmen  lassen 


y(l  "ir2)(l  ->&2  22) 


„  /*  z'^  dz  „  /"  dz 

j  y(i  -  z-^)  (1  -  i-'z-^)     j  1/(1  -  z-'}  (1  -  i-^z^) 
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Durch  Differentiation  und  nachfolgende  Multiplikation  mit  }^(l--s-)(l      k'-z-) 
folgt  aus  dieser  Gleichung 

=  (^1  s»'*-»  +  i?^  ^'""^  +  •  .  .  +  i9«-i  ^)  [2  >^2  53  -  {k^  +  l)s] 
+  [(2  «  —  3)  B^  s«"-*  +  (2  «  -  5)  Ä  5-"-<^  +  . . .  +  i9«_i] .  [/^2 .4  _  (^2  +  1)  .2  _  1] 


Vergleicht  man  beiderseits  die  gleich  hohen  Potenzen  von  z,  so  erhält  man 
zur  Bestimmung  von  B^^  B^^^  B,^^  ...  Bn  —  ij   C,  D  die  linearen  Gleichungen 

A^={2n~-l)k^  '  B^     , 

y^.^  =  (2«-3)>t2.^^     .^2«    -2){k^--\-\)B^     , 

^3  =  (2  «  -  5)  k'^  '  B^-{2  n  -  4)  {k^-  +  1)  i?,  +  (2  «  —  3)  ^i      , 

A^  =  {2n  -l)k^  '  B,^    -(2;/     -  G)(/&2+ 1)^3 +(2«  -  5)^2     » 
^5  =  (2«  -  9)>^2  .  B,  -  (2n       8)(>&-^  +  i)^^  +  (2«  -  1)B^     , 

^«_i  =  3>^2  .  Bn-^  _  4  .  (/^2  +  1)^„_2  -f  5  .  i9,_.3     , 

A       =  2.(>^2  +  l)^„_i  +  3.^„_2  +  C     , 

0         =Bn^i  +  D     . 

x\us  den  ersten  «  Gleichungen  ergeben  sich  die  n  Unbekannten  ^, ,  B^y  ... 
B„^i,   C\  aus  der  letzten  folgt  D  =  — B^  —  i» 
Statt  des  Integrales 

betrachten  wir  das  folgende 

1  -  k'^z^  .  I  dz 


] 


2^  äz 

1   --  Z-  I   iVl    __   ^2\n    .       1*2  r.2\  ]    i// 


8.  Das  Integral 


/ 


V(i  --  3-)(i  -    k-c-)       J  y(i  -  -  z^)(i  —  k-^s^) 


ds 


J  (1  +  ks"-)']  (1  —  =-)  (1  —  >t---) 


läßt  sich  ebenfalls  reduzieren;  man  kann  die  Koeffizienten  A^,  A^,  . . .,  Bi,  B^,  C 
immer  so  bestimmen,   daß 


r         dz 


]R 


■^~  n  _L.  X  sä)K-l  (^I  2  +  ^ä='*  +  •  •  •  +  A-l «  "      ) 


+ 


[{B,  +  B,  z^)  dz  r 


)  <!^3     ,  /■  ds 


Durch  Differentiation  erhält  man 


(1  +  kz^)"  ]'A 


2^V  — (*«+l)5       2(n—l)Xz-}'A 
(1  +  /sä)«-!  .  l'i?  (1  +  il^)" 


(^l5  +  ^j2«  +  ...) 


+  (1 +£).-.  (-^^  +  3^,.^  +  .  .  .)  +  ^'-+-^^^^  + 


]i^        (i+As2)yi? 
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Beseitigt  man  die  Nenner,  so  entsteht 

1  =  (~2kH{n  -  2)z'^  +  [2k^'  +  X{k^  +  1)(2«  -  3)]z^  -  [k'^  +  1  -2i,{n-  l)]z} 

.  {A,z  +  A,z^  +  ...  +  A_is2«-S) 
+  [knz^  +  (k^  -  W  -  X)s^  +(X-k^-  1)^2  +  1]  [Ai  +  3A^z^  +  . . . 
+  (2n  -  3)A„^iZ^—^\  +  {B,  +  B,z^){l  +  Xz^  +  C(l  +  Xz'^)--'     . 

Diese  Gleichung  ist  vom  Grade  2«  +  -I  sie  enthält  nur  Glieder  gerader 
Potenz,  die  Zahl  derselben  ist  also  «  +  2;  ebenso  groß  ist  die  Zahl  der  Koeffi- 
zienten A^,  A^i  .  .  .  A^—ij  Bi,  B^y  C  Man  kann  diese  so  wählen,  daß  die 
letzte  Gleichung  identisch  erfüllt  ist,  und  hat  zu  ihrer  Bestimmung  n  -\-  2  lineare 
Gleichungen,  deren  Auflösung  bei  gegebenen  Werten  von  kf  X,  n  ohne  Schwierig- 
keit erfolgt. 

9.  Hiernach  sind  alle  elliptischen  Integrale  auf  drei  Normal  integrale 
zurückgeführt,  nämlich  auf 

äz 


Cdz  i\l-k^z^)dz         I 

JW     J  ^^  '     J 


{l+Xz^)]'Ä 
Sie  nehmen  eine  einfachere  Gestalt  an,  wenn  man  z  durch  eine  neue  Ver- 

<P        r 


änderliche  (p  ersetzt  gemäß  ^  _    • 


denn   dann  ist  ,^ 

az 


^  =  dcp     , 
yl     -  z^ 

und  die  drei  Integrale  gehen  über  in 

J  y  1  —  >^2  sin  2<^        J  J  {1  +  X  sin 2(^) ]'l  -  ^2 sin 2 (p 

Die  Größe  ^1  —  J^'-sin'*(p  wird  gewöhnlich  mit  A{(p)  oder,  wenn  es  der 
Unterscheidung  wegen  nötig  ist,  mit  A{k,  <p)  bezeichnet. 

Werden  die  Integrale  zwischen  den  Grenzen  0  und  Zj  bezw.  q?  genommen^ 
so  bezeichnet  man  sie  nach  Legendre*)  als  die  elliptischen  Integrale  erster, 
zweiter  und  dritter  Gattung;  k  heißt  der  Modulus,  die  obere  Grenze  cp  die 
Amplitude,  X  der  Parameter;  man  benutzt  die  Funktionszeichen 

0  0  0 

10.  Das  Integral  erster  Art  kann  durch  eine  bemerkenswerte  quadratische 
Ersetzung  in  ein  Integral  erster  Art  mit  andrem  Modul  und  andrer  Amplitude 
verwandelt  werden. 

Setzt  man  „  ^.  rj^  y 

wo   U  und    V  Funktionen    der   neuen    Veränderlichen  ^,    nicht   höher  als  zweiten 
Grades,  sein  mögen,  so  erhält  man  zunächst 

dz  VdU—UdV 

1) 


1(1  -22)(1  -/&2:;2)       y(^^_^^(F+60(K->&60(F+>t60 
Kann  man  V  und  U  so  wählen,  daß 

2)         .     r-d/=(i-0(i-AO    , 

3)  F+6^=(1  +  C)(1+>IC)     , 

*}  Legendre,  Traite  des  fonctions  elliptiques,  Paris  1825. 
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4)  y-~ku={i  +  mcy-   , 

wobei  A,  m  und  n  noch  unbestimmt  sind,  so  ergibt  sich 

VdU-UdV=  ^{{V--kU)d{V+kü)~{V-{-kü)d{V-^kU)) 


2  k 
n  —  m 


6) 


(l  +  »*C)(i+«C)'/^ 


dz  n  -~  m  d^ 


y (1  -  z'')  (1  -  k^ ^2)  ^         y(l-f2)(i_;i2f2j 

Aus  2)  und  3)  folgt 

aus  4)  und  5)  erhält  man 

F=l+(m  +  n)C  +  i(/«2  ^  „2)  ^2     , 

8)  s  «  —  m 

^=— ^-^1 +  !(''/  + «)C]    . 

Der  Vergleich  von  8)  und  7)  ergibt 

9)  „  =  _,„  =  ^/X,      '^=1^-     • 
Hieraus  folgt,  wenn  A  <  1   sein  soll, 

10)        i^-^r  ' 

wobei  gesetzt  ist 


k'=  fl  —  k^ 
Aus  10)  schließt  man  noch 

Endlich  folgt  aus  6)  und  9) 


s 


k 


12)  /  ,_=£_^,  =  (i+;i)/;  ^    '^ 


y(l  -  Z')  (1  -  .^2^-^)  }    )  (1   -  ^2)  (1  _  ;i2  f  2) 

Ü  u 

11.    Um  die  zweideutige  irrationale  Größe 


iR  =  ^i(\-z^)[X-k^z^)      , 

in  welcher  wir  von  nun  an  k  positiv  real  und  echt  gebrochen  voraussetzen  wollen, 
als  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  in  der  Fläche  darzustellen,  haben  wir 
eine  zweiblätterige  RiExViANNsche  Fläche  zu  verwenden,  die  vier  Windungs- 
punkte hat:  z  = —\\ky  —1,  +1,  +1:^  (Fi|j.  Go);  entlang  der  Strecken  von 
—  \\k  bis  — 1  und  von  +1  bis  -^\'.k  mögen  die  beiden  Blätter  verwachsen  sein. 
Jeder  Weg,  der,  auf  das  obere  Blatt  abgebildet,  eine  ungerade  Anzahl  von 
Windungspunkten  eine  ungerade  Anzahl  Mah»  umkreist,  führt  aus  einem  Blatte 
ins  andre;  wird  hingegen  eine  ungerade  Anzahl  von  Windungspunkten  eine  gerade 


u. 


^I^ 


_1 


0 


''-     J  k 


X 
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Anzahl  Male  oder  eine  gerade  Anzahl  voa  Wmdnngspunkten  umkreist,  so  liegen 
Anfang  und  Ende  des  Weges  m  demselben  Blatte. 

Wir  Binnen  an,  daß  im  Nullpunkte  des  obern  Blattes  'fk  den  Wert  +1 
bat;  für  den  des  untern  Blattes 

ist  alsdann  ^R  =  —  1 .  Auf 
der    realen   Achse    des    obern 

Blattes    nimmt  ^jR  von   jet  =  0 

bis    jsr  ^  + 1     die    Werte    von 

+  1     bis    0 ,    von    z  --  0    bis  i        v^C^- 

2  =  —  1    ebenfalls    die    Werte     "  "^    \  ""' 

von   +1   bis    0,    und    in    den  V 

entsprechenden  Punkten  der 
realen  Achse  des  untern  Blattes 
die  entgegengesetzt  gleichen 
Werte  an.  ^'«•^• 

12.  Wir  untersuchen  nun  die  Werte,  um  welche  das  Integral  erster  und 
das  zweiter  Art  sich  ändern,  wenn  z  einen  Teil  eines  verschwindend  kleinen 
Kreises  beschreibt,   der  einen  Windungspunkt  zur  Mitte  hat 

Ist  z  auf  einem  Kreise  gelegen,  der  um  a  mit  dem  Halbmesser  q  beschrieben 

ist,  so  ist  ^,  .        . 

1)  z  =  a  +  ge^'T     , 

wobei  (p  den  Winkel   bezeichnet,   um   den  g  gedreht  werden   muß,   um   aus  der 
Richtung  der  positiven  realen  Achse  in  die  Richtung  az  überzugehen. 
Aus   1)  ergibt  sich 

2)  dz  '^^  iQi^'P dcp     . 
Femer  ist 


3)     ]^—z){b—z){c-  z){d—z)=^i^Qi^'f(b  —  a—Q^f){c~a~Qe^'P){d—a—Q^'P) 
Daher  ist 

r—  J     - 

dz  \9  '  ^     ^^ 


^) 


/(ö  —  z)  (b  —  z)(c  —  z)  {d—  z)       }\^  —  a  —  ge^'f)  (c  —  a  —  g^f')  (d~  a  —  g^f) 


3     .Sgp 


-  -  l 


5)         i(a  —  z)  (b  —  z)  (c  —  z){d~z)dz  =  —  g^  e  ^   }'{b  —  a  —  g^'P)  .  .  .  d(p 
Wird  g  verschwindend  klein,  so  ist 


lim  ^(b  —  a  —  g  ^> )  .  .  .^^(b  —  ä)  {c  —  a)  (d  —  ä)     . 

Setzen  wir  a^  bj  Cj  d  als  endliche,  voneinander  verschiedene  Zahlen  voraus, 
so  ist  dieser  Grenzwert  w^eder  unendlich  groß,  noch  verschwindend  klein.  Integriert 
man  die  Differentiale  4)  und  5)  unter  der  Voraussetzung  eines  verschwindend 
kleinen  g  zwischen  den  Grenzen  cp^  und  (p^ ,  so  erhält  man 


6)  limy^  '    yi  '  I  ^^'^  ^9^  »       bezw.        —  limj^'^  >  A  *  j  e^^^  dq^ 

Hierin  sind  die  Integrale  endlich,  die  Faktoren  1 :  A  und  A  nicht  unendlich, 

während    die  Grenzwerte  von  ^g  und  yg^  verschwinden.     Dies  ergibt:     Werden 
die  Integrale  . 

über  Wege    erstreckt,    die    einem    einzigen    Windungspunkte   sich   un- 
endlich nahe  anschmiegen,  so  haben  beide  den  Wert  Null. 
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13.    Geht  z  auf  der  realen  Achse  im  obern  Blatte  von  0  bis+li  so  erhält 
F(ky  q))  den  Wert 

1)         /        '"^ 


ü 


]'(1  —x^^)(l     -  k^'X^-) 


wobei  durch  die  Veränderliche  x  der  geradlinige  Weg  angedeutet  ist  Das 
Differential  wird  an  der  obern  Grenze  für  x  =  1  unendlich  groß;  man  überzeugt 
sich  aber  leicht,  daß  trotzdem  das  Integral  einen  endlichen  Wert  hat 

Denn  der  Faktor  1 :  ]/!  — k^^x'^  hat  innerhalb  der  Integralgrenzen  für  x=l 

seinen  größten  Wert  1 :  yi    -  k^^\  daher  ist 


1 

/ 

0 


dx 


^-r.  < 


1 


y(l._^2)(l_^2^2)         yl  klj] 


r   dx 


d.  i.    < 


1 


fi 


k^ 


n 
~2 


ü 


Das  Integral  1)  hat  in  der  Theorie  der  elliptischen  Integrale  eine  ähnliche 
Bedeutung  wie  bei  den  cj'klometrischen  Integralen  die  Zahl  \n\  es  wird  mit  K 
bezeichnet,  so  daß  man  also  hat 

2)  Ä'       ■'  ''* 


0 


(1    -^-)(1     -k^x^) 


Umgeht  man  den  Windungspunkt  -|- 1  in  einem  verschwindend  kleinen  Kreise, 
so  ist  der  auf  diesen  Weg  entfallende  Zuwachs  des  Integrals  F  gleich  Null. 
Geht   man   alsdann   im   untern   Blatte    entlang   der   realen  Achse   bis  zum  untern 

Nullpunkte  zurück,  so  haben  }'/?,  sowie  dz  dabei  entgegengesetzt  gleiche  Werte 
wie  in  den  darüber  liegenden  Punkten  des  obern  Blattes  bei  der  Integration 
von  0  bis  1.  Wird  daher  das  Integral  F  im  obern  Blatte  entlang  der  realen 
Achse  von  0  bis  +1  und  dann  weiter  im  untern  von  -j-1  bis  0  erstreckt,  so 
hat  es  den  Wert  2  K,  In  Punkten,  die  in  demselben  Blatte  auf  der  realen  Achse 
zwischen   +1   und    — 1   gleich  weit  vom  Nullpunkte  entfernt  sind,  haben  dz  und 

\R  dieselben  Werte,  wenn  ein  geschlossener  Weg  zurückgelegt  wird,  der  +1 
und    — 1   in  unendlich  kleinen  Kreisen  umgeht.     Daher  ist 

d X  2  K  im    obern  Blatte     , 


/ 


.  1(1 

—  1 


X-)  (1  -  -  /C'2  x^)       —  2  K  im  untern  Blatte 


y 


— t — >- 


jr 


Lli. 


\0 


-/ 


^A' 


und  das  Integral  über  den 
ganzen  beschriebenen  Weg 
ist  4  K.  Wir  schließen  da- 
her:   Wird    das  Integral 

j  )/(l  -  z^-)  (1  -  k-^  z^) 


-* 

^ 


/   .'  über  einen  Weg  (I,  Fig. 66) 

y'  erstreckt,    der    nur    die 

beiden  Windungspunkte 
-1  und  -\-\  einfach  um- 
kreist,   so    hat    es    den 
Wert  4A'. 
Über    den    geschlossenen  Weg  II   erstreckt,    hat   daher  F  den  Wert    8  K  u.  s.  w. 


Fig.  66. 


'  o^=o 
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14.    Befindet  sich  z  auf  der  realen  Achse  im  obem  Blatte  in  dem  unendlich 
nahe   vor   +1   liegenden  Punkte    1  —  q  (Fig.  67),   so   ist,    wenn   im   Radikanden 
Glieder  zweiten  Grades  in  q  ver- 
nachlässigt werden,  und  die  Wur- 
zel positiv  gerechnet  wird, 

Geht  z  in  einem  verschwin-        ^^k  "^ 

dend   kleinen   Halbkreise    in    der 
Richtung  der  abnehmenden  Win-  Fig.  67. 

kel  um  den  Punkt  +1  bis  wieder 
auf  die  reale  Achse,  so  durchläuft  es  die  Werte   1  +  ^  ^^  von  93  =  jr  bis  93  =  0 ; 

^  erlangt   den  Endwert  ik'^2Qj   ist   also  verschwindend  klein  positiv  imaginär. 
Geht   nun   z   auf  der   realen  Achse  weiter  bis  zu   dem   unendlich   nahe   vor  l\k 

liegenden  Punkte        —  ^ ,   so  ist  am  Ende  dieses  Weges 

ik' 


^Ä 


Wird  z  weiter  auf  einem  verschwindenden  Kreise  um  den  Punkt  l',k  geführt, 
so  durchläuft  es  die  Werte 

'  -\- Q^*f    von    {p  =  jt   bis    <p  =^ —71     , 
und  am  Ende  ist 


Auf   dem   weitern  Wege   im   obern  Blatte   entlang   der  realen  Achse  bis  zu 

dem  dicht  vor  -|-1  liegenden  Punkte  1  -|-  ge^''^  nimmt  )(/?  anfangs  zu  und  dann 
wieder  ab  und  ist  schließlich 

Durchläuft  dann  z  in  der  Richtung  abnehmender  Winkel  einen  verschwindend 
kleinen  Halbkreis  um  den  Punkt  +1,  so  erlangt  |/?  wieder  seinen  Ausgangswert 

Dieser  Weg  ist  in  Fig.  G7  durch  I  veranschaulicht  Das  Integral  /^  über 
diesen  Weg  erstreckt  besteht  aus  den  beiden  Integralen  über  die  verschwindend 
kleinen  Kreise  und  aus  zwei  geradlinigen  Integralen.  Die  ersten  beiden  sind 
bekanntlich  Null.  Der  geradlinige  Teil  entlang  des  obern  Randes  der  realen 
Achse  liefert  1 

dx 


~i]  i(x^  -  1 


)(1     -k^x^) 


Setzt  man  hier 


>^'2  _  1  _  ^2  ,       x^-         ^ 


«0  erhält  man  leicht 

1 


y  1  -'>^'2  ^2 


1  c dx^ _,  r 


dS 


1  0 
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Das  letztere  Integral,  eine  zweite  charakteristische  Zahl  in  der  Theorie  der 
elliptischen  Integrale  erster  Art,  wird  mit  K'  bezeichnet,  es  ist  also 


^2)(1  —  >^2^2) 


Geht  z  auf  dem  untern  Rande  der  realen  Achse  von  \\k  bis  1,   so    haben 

dz  und  y^  entgegengesetzte  Zeichen,  wie  in  den  am  andern  Rande  der  realen 
Achse  gegenüberliegenden  Punkten;  daher  hat  das  Integral  von  \\k  bis  1  den- 
selben Wert,  wie  entlang  des  obern  Randes  von  1  bis  \\k.  Das  ganze  in  der 
angegebenen  Richtung  über  den  Weg  Fig.  67,  I  erstreckte  Integral  F  hat  also 
den  Betrag 

—  2tK'     . 

Man  überzeugt  sich  leicht,  daß  das  Integral  entlang  des  Weges,  der  im 
untern  Blatte  unter  dem  soeben  beschriebenen  liegt,  den  entgegengesetzt  gleichen 
Weg  hat. 

In  den  Punkten  der  realen  Achse,  die  unendlich  nahe  bei  — 1  in  der 
Richtung   nach   — \\k   zu   auf   dem    obern  bezw.  untern  Rande  der  realen  Achse 

liegen,  hat  ^[R  die  Werte,  wenn  wieder  im  Radikanden  Glieder  zweiten  Grades 
in  Q  vernachlässigt  werden. 


^R  =  iU  1 2  Q  ,        bezw.        =—ik'  flq     , 

für  die  Punkte  der  realen  Achse,    die  unmittelbar  vor  — \\k^  nach   — 1  zu,  auf 
dem  obern  bezw.  untern  Rande  liegen,  ist 

^R  =  i-  fTkq        bezw.       —  i  -    ^^kq      . 

rC  rC 

Das   entlang   des   obern   Randes   der   realen   Achse   von   — 1    bis   — l',k   er- 
streckte Integral  F  hat  somit  den  Wert 


dx 


1)(1  —It^x^) 
—1 

Ersetzt  man  hier  x  durch  — x^  so  erkennt  man,  daß  dieser  Wert  gleich 
iK'  ist 

Geht  z   auf   dem   untern  Rande    der   realen  Achse   von   — \\k    bis   — 1,  so 

haben  dz  und  ^R  entgegengesetzte  Zeichen,  wie  in  den  am  obern  Rande  gegen- 
überliegenden Punkten;  also  ist  auch  das  Integral  F  über  diesen  Weg  erstreckt 
gleich  /AT'.  Verbindet  man  diese  beiden  Integrationsstrecken  durch  verschwindende 
Kreise  um  die  Punkte  -  1  und  — \\k^  so  ist  für  diese  Integrationswege  ^  =  0, 
mithin  ist  das  Integral  über  den  Weg  II  (Fig.  67)  gleich 

2  iK'     , 

das  über  den  im  zweiten  Blatte  darunter  liegenden  Weg  ist  daher   —  2  /Ä''. 

16.  Wir  erkennen  leicht,  daß  jeder  Weg,  der  vom  Nullpunkte  auf  der 
RiEMAXN sehen  Fläche  bis  zu  einem  gegebenen  Endpunkte  irgendwie  führt,  durch 
einen  Weg  ersetzt  werden  kann,  der  keinen  Ausnahmepunkt  umkreist  und  auf 
Wege    von   der  Art  rt,  ^,  r,  //,  ^,  /,    im    positiven    oder   negativen  Sinne    durch- 
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laufen,  und  auf  einmalige  oder  zweimalige  Umkreisungen  der  einzelnen  Windung8~ 
punkte  (Fig.  68).     Hieraus  folgt:    Das  Integral  erster  Art 


m^ 

m 


dz 


z^){l  —k'^z^) 


ist   unendlich   vieldeutig   und   hat  zwei   Periodizitätsmodulnv    nämlich 
den  realen  4Ä' und  den  imaginären  2iK\ 


Fig.  68. 

Um  das  elliptische  Integral  erster  Art  als  eindeutige  Funktion  des  Ortes  der 
RiEMANN  sehen  Fläche  darzustellen,  haben  wir  zwei  Querschnitte  Q^  und  Q^  zu 
ziehen,  die  wir  so  anordnen,  wie  in  Fig.  69. 


Fig.  69. 

Um  von  einem  Punkte  am  rechten  Ufer  von  Q^  zu  dem  am  linken  gegen- 
überliegenden zu  kommen,  haben  wir  einen  Weg  wie  a  oder  ö  zurückzulegen; 
daher  ist  für  jeden  Punkt  des  linken  Ufers  F  um  4Ä'  größer  als  für  den  gegen- 
überliegenden   des  rechten  Ufers.     Von    einem  Punkte    des   innem  Ufers  von  Q^ 

13* 
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gelangt  man  zu  einem  Punkte  des  äußern  Ufers  auf  einem  Wege  c  oder  d\  mit- 
hin ist  F  für  einen  Punkt  des  innem  Ufers  um  2  iK'  kleiner,  als  für  den  am 
andern  Ufer  gegenüberliegenden  Punkt 

Für  jeden  Punkt  der  Fläche  ist  das  Integral  eindeutig  bestimmt,  sobald  es  in 
einem  Punkte  einen  gegebenen  (nicht  willkürlichen)  Wert  hat,  sobald  z.  B.  fest- 
gestellt ist,  daß  es  im  obem  Blatte  im  Nullpunkte  rechts  vom  Querschnitte  den  Wert 

haben  soll,  wo  m  und  n  gegebene  ganze  positive  oder  negative  Zahlen  sind. 

16.  Im  Anschlüsse  hieran  ergeben  sich  die  Periodizitätsmoduln  des 
elliptischen  Integrals  zweiter  Art. 

Wird  das  Integral 

im  obem  Blatte  entlang  der  realen  Achse  von  0  bis  -\- 1  erstreckt,  so  hat  es 
den  Wert 


1    


u 
die  Wurzel  positiv  gerechnet. 

Dies  ist  eine  charakteristische  Zahl   für   die  Integrale  zweiter  Art;   sie  wird 

mit  E  bezeichnet,  so  daß  also 

1 


^       Ti  /l  -  >&2^2 


0 


Geht  z  in  einem  unendlich  kleinen  Kreise  dann  um  den  Punkt  +1  bis   ins 

untere  Blatt,  so  ist  für  diesen  Teil    des  Weges  das  Integral  j^Rdz  =  0. 

In  den  Punkten  der  realen  Achse  des  untern  Blattes  haben  '\R  und  dz  ent- 
gegengesetzt gleiche  Werte  wie  in  den  darüber  liegenden  Punkten  des  obem, 
also  ist  für  diesen  Weg  im .  untern  Blatte 

0 

E     . 


j]Rdz  = 


In  Punkten  der  realen  Achse,  die  in  demselben  Blatte  und  gleich  weit  vom 

Nullpunkte  gelegen  sind,  hat  '\R  denselben  Wert.  Integriert  man  daher  im  untern 
Blatte  in  der  bisherigen  Richtung  weiter  bis  zum  Punkte  — 1,  umgeht  denselben 
in  einem  verschwindenden  Kreise,  der  ins  obere  Blatt  führt,  und  kehrt  hier  ent- 
lang der  realen  Achse  zum  Nullpunkte  zurück,  so  hat  für  den  ganzen  in  der 
angegebenen  Richtung  beschriebenen  Weg  das  Integral  zweiter  Art 
den  Wert  4^. 

Wird  das  Integral   zweiter  Art   über  den  Weg  I  in  Fig.  67   erstreckt,    so  ist 
es  doppelt  so  groß  wie   das  im  obern  Blatte  genommene  Integral 


1 

k 


I  ]'R  dx     . 
1 
Wir  setzen 

1    , 


jf  =  ^|l    -->^'2|2        ; 
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den   Grenzen  ^=1    und  x  =  l:k    entsprechen    dann    die    Grenzen   f  =  1   und 
f  =  0.     Ferner  findet  man 


ax  =  — 


Hieraus  folgt 
1 


^     yi  —  i^2  f  2 


1  0      ' 

0 


—  k'^^^d^ 


(1- 

1 

/■- 

rff 


y(i  -  a  (1  - -^'^  I*) 


Das  erste  Integral  rechts  bezeichnen  wir  mit  jS',  es  ist  also 


1 

0 


Daher  ist 


k 


1    _   Ä2-c2 


;c' 


Das  Integral  zweiter  Art,  erstreckt  über  den  Weg  I  oder  II  Fig.  67, 
hat  somit  den  Betrag  i»2(E'  --K'),  Wir  schließen  daher:  Das  elliptische 
Integral  zweiter  Art  ist  unendlich  vieldeutig;  es  hat  den  realen 
Periodizitätsmodul  ^E  und  den  imaginären  i*2{E'  —  K'). 

Führen  wir  die  RiEMANNsche  Fläche  durch  dieselben  Querschnitte,  w^ie  bei 
Integralen  erster  Art,  auf  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  zurück,  so  ist 
das  Integral  zweiter  Art  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  der  Fläche.  Für 
einen  Punkt  auf  dem  rechten  Ufer  von  Qy^  ist  das  Integral  um  4t  E  kleiner  als 
für  den  gegenüberliegenden  Punkt  des  linken  Ufers;  und  für  einen  Punkt  des 
innem  Ufers  von  Q^  ist  es  um  /  •  2  {E'  —  K')  größer  als  für  den  gegenüber- 
liegenden Punkt  des  äußern  Ufers. 

Wir  werden  später  sehen,  daß  sich  jedes  Integral  zweiter  Art  durch  ein 
Vielfaches  eines  Integrals  erster  Art  mit  derselben  obern  Grenze,  vermehrt  um 
eine  periodische  transcendente  Funktion  dieses  Integrals  ausdrücken  läßt;  das 
Integral  dritter  Art  wird  in  ähnlicher  Weise  dargestellt  werden. 

Aus  diesen  Darstellungen  —  bis  zu  denen  wir  uns  vorwiegend  mit  den 
Integralen  erster  Art  beschäftigen  werden  —  folgen  dann  ohne  weiteres  die 
Periodizitätsmoduln  der  Integrale  zweiter  und  dritter  Art. 

§  6.    Der  Summensatz  für  elliptische  Integrale.     Numerische 
Berechnung  von  Integralen  erster  und  zweiter  Art. 

1.  Euler  hat  zuerst  nachgewiesen,  welche  von  Differentialen  freie  Bedingungs- 
gleichung zwischen  z  und  f  bestehen  muß,  wenn  die  elliptischen  Integrale  erster  Art 


z 

r  dz  r 

/ —  -  und   /- 

J  fAz^  +  Bz^  +  Cz^  +  Dz-\-  E  J  ] 


dz 


fÄz^  Bz^  +  Cz^  +  Dz  +  E 

0  0 
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eine  gegebene  Summe  G  haben  sollen.     Insofern  man  die  Zahl  G  als  ein  ellip- 
tisches Integral 

dz 


I  MAz^ 


J  ]'Az^  +  Bz^  +  Cz-^  +  Dz  +  E 
ü 

ansehen  kann,  lehrt  die  Entdeckung  Eülers,  die  Summe  zweier  elliptischen 
Integrale  erster  Art  mit  gleichem  Modul  in  eins  zu  verwandeln.  Angewendet 
auf  Normalintegrale  erster  Art  lautet  dieser  Satz:  Es  ist 

a 
.       .  dz  .    r  dz  C  dz 


0 

wenn 


j  üx~-~^ 


«)(1  —  >i»z«) 


0  0 


(1  —  z^)  {1  —  k'^  s^) 


i  = 


1—  >t2c2f2 


Beweis.     Wir  setzen   zunächst  g   als   konstant  voraus;    zwischen   unendlich 
kleinen  Änderungen  von  z  und  f  besteht  dann  die  Differentialgleichung 

dz  dC 


2) 


r   =   0 


y  (1  -  ^2)  (1  -  k'^  z'^)     ]  (1  -  C')  (1  -  >^'^  C-) 

aus  welcher  wir  die  folgende  ableiten 


3) 


V(l  -  C') (1  -  i' C)  ,     ,    )(1- =-)(!- ^-=*)v^_n 
Beide  Glieder  links  integrieren  wir  teilweis;  das  erste  Glied  ergibt 

1  —  it^aH 


iH^)  _  I 


4)     s 

■        "  "' '  ■  ./  1(1  -  C^)  (1 

wobei  abkürzungsweise  gesetzt  worden  ist 


->t'-r-)  J 


{l-C^){l^kH')dz, 


p  =  ^iIÜ'(^l±l')     ■  (\+.^^+  ^'\'^T1  ,       Q  =  -^^'  ^'  ^' 


(1  —k^z'^C^)^ 


(1  —Ä^zH'^y^ 


Vertauscht  man  in  4)  z  mit  ^,  so  erhält  man  das  Ergebnis  der  teilweisen 
Integration  des  zweiten  Teils  der  linken  Seite  in  3):  dabei  ändern  P  und  Q  ihre 
Werte  nicht;  daher  folgt  aus  3)  schließlich 


5) 


i/; 


z}U  -  f-)(l  -  i-C*)  +  Cl(l  -  '*)(!  -  '**=') 


1  -JQlfi 


k'^z^i:- 


dz 


^c 


-  z^)(l-k^'z'^)       1(1  -C-)(l  ->^-nj 


wobei  c   eine   noch   näher   zu   bestimmende  Konstante    bezeichnet.      Zufolge    der 
Differentialgleichung  2)  verschwinden  die  Integrale  in  5)  und  es  ergibt  sich 


6) 


z](i  -  C-)  (1  -  -  k^  C-)  +  f  v(i  -  =')  (izü!-'^)  _ , 

1  —k'z^C- 
Setzt  man  in   1)  und   6)  C  =  '^'«  so   erpibt  sich  c  =  j  =  r ,   w.  z.  b.  w. 
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Macht  man  die  Ersetzungen 

z  =  sin 9? ,        f  =  sinxp  ,        j  =  sina     , 
so  nimmt  der  Summensatz  die  Gestalt  an:  Es  ist 

dcp 


'^        j A{<p)^ j A{<p)  j: 


A{<p)     ' 

0  0  0 

wenn 

sin  9?  cos  yj  A  (tp)  +  sin  yj  cos  (p  A  (q?) 

smo  = 7^-  .-- ^.— 

1  —  >e*  sin^(p  sm^y; 

Für  C  =  ^  ergibt  sich  insbesondere:   Es  ist 

*  a 

/dz  1    f  dz 


0  0 


wenn 


_  2z}U  -2')(1  ->t-^-) 
*~"  1-k'^z^^  • 

Hat  in  der  durch  die  beiden  angegebenen  Querschnitte  auf  einfachen  Zu- 
sammenhang gebrachten  Riemann  sehen  Fläche  das  Integral  erster  Art  für  den 
Nullpunkt  des  obem  Blattes  den  Wert  Null,  so  ist 

—y  y 

j   d(f  I  dq^ 

0  0 

Ersetzt  man  in  7)  y)  durch   — y),  so  folgt  daher:    Es  ist 

9)  [A$^  _  /  J^  =[  ifL. 

J  J(<p)     J  Aifp)     ]  A{<p)     ' 

0  0  0 

wenn 

sin  q)  cos  y)  A  (yf)  —  sin  y)  cos  q)  A  (q?) 

1  —  Ä'sm^^jsm 'y^ 

2.   Von  der  Gleichung  ausgehend 

sin q?  cos tp  A  (xp)  +  sin yf  cos q?  A  {qp) 

sma  = 7  -  .     ^- 

1  —  ie^sm^^psm^y; 

kann  man  cosa  und  A{a)  als  rationale  Funktionen  von  sin 9?,  cos 9p,  A{q))9  sinxpf 
cosy;,  A{rp)  erhalten.  Wir  wählen  zu  dieser  Ableitung  folgenden  Weg*):  Aus 
der  Gleichung 

1)  sina  =  sina  cos)8  +  cosa  sin)^ 
folgt  bekanntlich  o  —  a  -{-  ß   oder   71  —  (a  -\-  ß)    und 

2)  cosö  =  4:(cosa  cos^  —  sina  sin^)     . 
Ersetzen  wir  hier 

sma   durch   —       ,         smp   durch   -     , 

n  n 


♦)  Vgl.  Schellbach,  Die  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  und  den  Thetafunktionen. 
BerUn  1864,  S.  109. 
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wobei  I 

«  =  yi  —  k^siii^q)sm^xp     , 

so  ist  zu  setzen 


-=]/" 


cos^ö?         ,   siVLw  Aixp)  _         ,  sinw  Aiw) 

—~-  =  + ^—  -'^-^  ,       cosp  =  + ^-^ 

«*  n  n 


cosa  =  1/1 ^  =  +  — -^-'-^^  ,      cos^  =  + 


Wählt  man  hier  die  obem  Vorzeichen,  so  ergibt  sich  aus  1)  und  2) 

cos  w  sin w  A  (w)  -\-  cos  w  sin  w  A  {w\ 

sm  a  = — —- — -—     f 

1  —  k*^  sin  2q?  sin  ^  w 
3)  ^  .         .  '^         '^ 

sin^  siny;  id(9?)  J(t/;)  —  cos  99  cosy; 

1 — y^'^sin^i^sin^^; 

Im  Summensatze  entsprechen  einander  t/;  =  0   und   a  =  99;    daher  hat  man 
in  cosa  das  untere  Zeichen,  und  in  2) 

4)  a^7i  —  {a  +  ß)y       a  =  7t  —  {o  +  ß)y       ß  =  n  —  {o  +  a) 

zu  nehmen;  es  ist  also 

cos  99  cosy;  —  sin  99  sin^;  ^(9^)  ^(v) 

5)  COSO  = 7^—:      T  ;      - 

1  —  >e-  sm'^99sm-i/; 
Aus  1)  folgt  mit  Rücksicht  auf  4) 

sin^  =  sina  cosa  +  cosa  sina     , 

sina  =  sinacos^  +  cosasin/S     , 

daher  hat  man 

{cosy;  =  cosacos99  4"  sinasin99  J(y;)     , 
COS99  =  cosacosy;  +  sinasin^^(9?) 

Vertauscht  man  a,  99,  ^  gegen  <p,  a,   — ^,   so  ergibt  sich  aus   der  letzten 

Formel 

7)  cosa  =  cos  99  cosy;  —  sin99  sinif f  A(o) 


Hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  5) 

A{q))A(xp)  —  i^2  siu^  COS99  siny;  cos^ 
0)  A(0)  =  :; .      r-^ . 

1  —  Ä^  sm  -^9?  sm  ^  ip 

Aus  3)  und  5)  folgt  noch  die  für  die  numerische  Berechnung  von  a  brauch- 
bare Gleichung 

tangy;  zJ(9P)  —  tang99  zj(v;) 

y)  tanga  == .,   >    .,    ^     . 

1  —  tangy;  tang99  A  (99)  A  (\p) 

Hiemach  ist  tanga  =  tang(/i  +  ^)»  wenn 

tangyu  =  ^(99)  tang^  ,     tangr  =^  ^(v^)  tang9rj 

3«  Es  liegt  nahe  zu  fragen,  ob  unter  der  Voraussetzung,  daß  99,  tp  und  a 
durch  die  in  Nr.  1  und  2  entwickelten  Gleichungen  verbunden  sind,  das  Normal- 
integral zweiter  Art  „ 

E(p)  =  j  A{(p)d(p 
0 
mit  der  Summe  ^  ^ 

E{<p)  +  E{tf>)=  f^{<p)d,p  +  \A{(p)d<p 

0  ö 

in  einfacher  Weise  zusammenhängt.     Wir  setzen*) 

1)  E{(p)  +  E{rp)  =  S     , 


*)  SCHLOEMILCH,   Konipendium  der  höheren  Analysis,   2.  Band,   2.  Aufl.,    S.  333.     Braun- 
schweig  1874. 
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und  nehmen  o  als   gegeben,    (p    und  tp    dagegen    als    veränderlich    an.      Durch 
Differentiation  folgt  aus  1) 

2)  A(q)ä(p  +  J{tif)i/y>  =  iiS     . 
Nach  der  Annahme  für  o  gilt 

3)  J{tp)d(f>  +  A{(p)dtp  =  0     , 
daher  hat  man 

4)  [J{q^)  +  A{ip)]{ä(p  +  dyj)  =  dS     . 

Setzt  man  den  Wert  für  cosa  aus  Nr.  2,  7)  in  6)  ein,  so  erhält  man 

sin  99  cos  yj  A(a)  +  cos  99  sini/; 


5) 


Hieraus  folgt 


A{<p)  = 


smo 


-,    .        sinv;cosQ9  J(a)  +  cosi/^sin® 

A{y))=    —- -■ 


sma 


6)  A{q^)±A{ip)  =  ^^-—sm{(p±tp)     , 

sma 

wobei  entweder  die  obern  oder  die  untern  Zeichen  gelten. 

Setzt  man  diesen  Wert  für  A  (9 )  +  A  (tp)  in  4)  ein,  so  entsteht 

_ ^i^}  ±1  ^cos(ff)  +  xp)  =  äS     , 
smo 

und  hieraus  durch  Integration  und  in  Rücksicht  auf  1) 

£{(p)  +  E  (vO  =  —^. [C  —  cos(9?  +  tp)]     , 

sma 

Für  ^  =  0  wird  q?  =  al  wählt  man  iE(0)  ^  0,   so  ist 

_^  .       J(a)  +  1_  . 

-ß  (ö)  = : (^  —  cosa)     . 

sma 

Durch  Subtraktion  von  der  vorhergehenden  Gleichung  ergibt  sich 

-^(9^)  H"  -^(v)  ~  -^{^)  =  -^ (cosa  —  cos^c  cosy;  +  sin 99  sinxp) 

sma 

Nach  Nr.  2,  7)  ist 

cosa  —  cos9r'Cos^  =  —  sin^csiny;  J(a)     , 
und  daher 

Eiq^  -\-  Eiw)  —  E(o)  =^ : —     -  •  singp  sintp     . 

sma 

Ersetzt  man  hier  J^(a)  durch  1  —  yt^sin-a,   so  folgt  schließlich 
7)  E (99)  +  ^  iw)  =  E(a)  -{-  k-  sina  sin 99  sin^;     . 

Dies  ist  der  Summensatz   für   elliptische   Integrale   zweiter   Art. 
Es  ist  selbstverständlich,  daß  man  t  so  bestimmen  kann,  daß  der  Gleichung 
genügt  wird  E{^)  +  E{^)^  E{i)     ; 

dann  würde  aber  sinr   sich   nicht,   wie   sina,   rational   durch   sin 99,    cos 99,   ^^(99), 
siny,  cosy,   A{tff)  ausdrücken  lassen. 

4.    Ähnlich  verfahren  wir  bei  den  Integralen  dritter  Art 

f 

äq? 


n^{h,k,q^)^j 


(l+/isin2  9o)J((^) 
0 
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Wir  setzen 

1)  n^{<p)  +  n,{y>)  =  s 

und  nehmen  wieder  a  als  gegeben,  <p  und  ip  als  veränderlich  an. 
Durch  Differentiation  folgt  aus  1) 


Da  nun 

2^  ^y  I  '^y  _o 

80    folgt 

M  +  i^  sin^^       1  +  ^  sin  2^/  J  (^) 
^(sin^^;  —  sin^^?)  d(p 


3) 


(1  +  //  sin  2^)  (1  -|-  /i  sin  2^;)     A  (qj) 

Aus  Nr.  3,  7)  folgt  durch  Differentiation 

A{(p)d(p  4"  A{\p)d\p  =  >&* sin (7 ^ (sin 9?  sin y;) 

Führt  man  hier  A{yf)  aus  2)  ein,  so  entsteht 

(sin^w;  —  sin^go)— -       =  sina</(sinQo  siny») 

J  (95) 

Dies  in  3)  eingesetzt,  ergibt 

A  sina 
(1  +  A  sm  2  9?)  (1  -}- /;  sm  2  y;) 

Setzen  wir 

sing^  siny'  ==  ^  >     sin  29?  -|-  sin  ^\p  =  p     , 


so  wird 


Asina 

1  +  >^/  +  //2^2  y 


Um  /  durch  g  auszudrücken,  gehen  wir  von  der  Gleichung  aus 

cosa  =  COS9?  cosY^  —  sin 9?  sin^  A{a) 
und  erhalten 

[cosa  +  ^A(o)y  =  cos  297  cos  2^  =  (1  —  sin  297)  (1  —  sin  2^;) 

Daher  ist 

^  =  1  +  ^2  _  [cosa  +  gA{a)Y 

=  sin2a  —  2  cosazd(a)  •  ^  +  ^2sin2a  •  ^2     , 

Setzen  wir  zur  Abkürzung 

^  =  l+>^sin2a,     ^  =  AcosaZl(a),     C  = /ik^sin^a  +  /i^     , 
so  wird 

/i  sina//^ 


dS  = 


Daher  ist  schließlich 


C  dg 

S  =^  h  sina  /  — : r-;:;^ :r— -  +  Konst     . 

J  A—2Bg+  Cg^  ^ 
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Die  Integ^rationskonstante  wird  bestimmt,  indem  wir  ^  =  0  setzen;    alsdann 
wird  q  =  0,  9?  =  o,  S  =  IIq  (ä,  k,  o),  nnd  es  ist  daher 


IIq  (a)  =  Äsma  I  - 


folglich 

5  =  i/o  (o)  +  ^  sin  -  '  ^^ 


-  +  Konst     , 


..„/•_ 


2Bg+  Cq^ 

0 

Wird  dies  in  1)  eingeführt,  so  entsteht  schließlich 

dq 


ilo  (cp)  +  /7o  (vO  -  ^)  W  +  //  sina  r- 


A—  2Bq+  Cq'- 
u 

Sind   also   die  Winkel   9?,  tp,   a  durch   die  vom  Parameter  //  unab- 
hängige Gleichung  verbunden 

sin^  COS1/;  Axp  -{-  sin^;  cos  9?  A{(p) 
1  —  J!i^  sm^q?  sm-^^ 

so  wird  durch  das  Integral  HJ,  (//,  k,  o)  die  Summe  IIq  {h,  k,  cp)  +  Hq  (^  ^y  w) 
bis  auf  ein  Glied  dargestellt,  welches  das  Integral  einer  sina,  cosa  und 
A{a)  rational  enthaltenden  algebraischen  Funktion  ist 

Dies  ist  der  Summensatz  für  Legendres  Normalintegrale  dritter  Art. 


5.    Aus  §  5,  Nr.  12,   12)  entsteht,   wenn  z  —  sinq?,   f  =  sin^.;  gesetzt  wird, 

1)  F{i,(p)  =  (l+i)FH,y,)     , 

wobei 

,        1  —  k"  .  (1+X)sini/; 

1  -]-  k  1  +  Xsm^^; 


2) 


cosw  •  A(k,  w)  ,,,       ^        1 — Asin^w; 

l+Asm^^^  ^'        1+Asm2^ 


Das  Integral  F{X,  \p)  ändern  wir  weiter  nach  Nr.  1,  8).     Ersetzen  wir  dort 
z  durch  siny^,  }  durch  sin^pj,  k  durch  X,  so  ergibt  sich 

3)  F{hxp)^\F{k,q)^)     , 

wenn 

2  sinu»cosi/;zl  (A,  t^) 

4)  sm99i  = .     . 

^  1  —  /2sm*Y' 

Aus  2)  folgt 

C0S9?  sin^?        (1  -f-  X)  cos^  sin^  A  (A,  xp) 

'  Ä{k,^    ^  1  —  A2sin> 

Daher  ist 

(1  +^cosa)sina? 

Hieraus  findet  sich  leicht 
^,  cos2ö9  —  y&'sinäß)  cos 2 (T) -f  ^' sin 2(7? 

0)  C0S9?i  = ~- r ,        A{/„q?i)  =  777 r . 

^^  A{ky  (p)  ^"-^  A(k,  (p) 

Setzt  man  hierin 

cos^^?  =  I  (1  +  cos2  9^')  ,     sin^^p  =  |(1  —  cos29y)     » 
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SO  erhält  man 

l—k'+(l  +  J!rjcos2(p        1+k'     A  +  cos2g? 

Aus  5)  und  7)  folgt  nun 

_.  sin  2  a? 

und  hieraus 

9)  sin(2  cp  —  9?j)  =  k  sincp^ 

Diese  Gleichung  ist  brauchbar  zur  Berechnung  von  q),  wenn  (^^  gegeben  ist. 
Will  man  (p^  aus  cp  finden,  so  kann  man  statt  5)  oder  6)  bequemere  Formeln 
haben,  indem  man  aus  5)  und  6)  durch  Division  bildet 

(1  +^)tangy 

^^°gy-i=l_^^tang-^y      ' 

woraus  folgt 

10)  tang(9:?j  —  <p)  =  >^'tang(^     . 

Aus   1),  3)  und  10)  hat  man  daher 

11)  ir(^,  y,)  =  i+A/-(A,  y,)  =  _i_/-(A,  y,)     , 

wenn 

1  -->^ 
X  =  YTTk' '     *^^°^(^i  —  9^)  =  i^tang^?     . 

Für   die   umgekehrte   Änderung  vertauschen  wir   in    1),    2),  3)   und    9) 

9?,  <pi,  k,  X 
mit 

99i,  9?,  A,  k 
und  erhalten 

12)  ^(>J,  <P)  =  j-|-^  ^(A,  9^1)     . 

wenn 

2  ^k 
X  =  -^-  —  -  ,     sin(2  09.  —  ffj)  ==  ^  sino?     . 
1  +  ä: 

Beide  Änderungen,  11)  und  12),  sind  für  die  numerische  Berechnung  von 
Integralen  erster  Art  sehr  gut  zu  gebrauchen*). 

6.    Bezüglich  der  letzten  bemerken  wir  zunächst,  daß  (1  +  '^)  •  2  <  1 ,    also 

X  >  \k   und  um  so  mehr  also,  da  k  echt  gebrochen  ist, 

X>k     ; 
femer  sieht  man  sofort,  daß 

Durch  diese  Änderung  wird  also  der  Modul  vergrößert  und  die  Amplitude  ver- 
kleinert. Wenden  wir  dies  wiederholt  an,  berechnen  also  eine  Reihe  X^X^^X^^  .  .  , 
von  Moduln 


,  _  2 \k        _  2ix       _;w^  3  _  2|/i,,_i 


i  +  >i'  "*-i  +  r  "»-1  +  ^'  •••  -'"-i  +  yu-: 


*)    Die    erstere   heißt  nach   ihrem   Erfinder   Landen  sehe   Änderung.      Phüosophical   Trans- 
acdons  1775. 
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und  die  zugehörigen  Amplituden  aus 

sin(2  9?!  —  q))  =  k  sinq)  ,     sin (2  (p^  —  (pi)  ==  A  sinqpj^  ,     sin (2  993  —  q)^)  =  ji^  8m<p^  , 

.  .  .     sin(2  (fn  —  (fn-i)  =  i'H-i  sin9^«_i     , 

so   fragt    es    sich,    welchen   Grenzen   diese    zunehmenden  Moduln    und    die    ab- 
nehmenden Amplituden  sich  nähern,  wenn  n  unendlich  wächst     Aus 


Am  — 


1  +  L-i 

folgt 


i_3    i^-iP^^y 

Da  nun   \Xn^i  >  >l»-i  >  k,  so  folgt 

Wendet  man  dies  wiederholt  an,  so  erhält  man 

^  '^  <       1  +  ^      •        1  '^l  <       1  +  ^      <    (1  +  ^)3        ' 

1  _ ;  ^  (L-^-^li  ^  (1  -  ^)'     1  _  3  /  ILr  -^^l  ^  (1  -  ^r 

(1  —  k)^' 


1  -  -  A„  <  -. 


2«— 1 


(1  +  ky 

Hieraus  folgt,  daß  sich  1  —  A«  der  Grenze  Null  nähert,  und  zwar  sehr  rasch, 
wenn  k  nicht  zu  klein  ist;  also  ist 

lim^M  =  1 

Der  Grenzwert  von  cp^  ergibt  sich  durch  wiederholte  Anwendung  der  Gleichung 

sin(2  (p^  —  (p„-i)  =  A«_i  sin<^«_i 

im  Verlaufe  der  Rechnung  von  selbst;  wird  derselbe  mit  ^  bezeichnet,  so  kommt 

man  schließlich  auf  das  Integral 

0 


cos  99 

Ü 

und  hat  daher 


-<'•*) -=^s^  =  '-(f  +  T) 


/     2  2  *^  "^  \  (0       7t\ 

Fik,  V)  =  Hm  ^-_^-  .  -^-  .  ---^-  •   1  ;^  •  .  -j  /tang  ^-  +  - j      . 

Da  2  :  (1  +  >l»)  =  >l«4-i  •  |^«»  so  kann  man  hierfür  auch  setzen 
/•(.,  ^)  =  -  -L-^  -    •/tang(-  +  .J     . 

7.  Die  Änderung  Nr.  5,   11)  gestaltet  sich  besonders  einfach,  wenn  sie  auf 
das  Integral  angewendet  wird 

d(p  1    J^a'^    -32 


--F\ —  ^    —,(7? 


y^^cos'-^^?  +  ^'-sin-f/?        a      \       a 
ö 
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Alsdann  ist 


a 


tang((^i  —  9^)  =    -  tang^     . 

a 

Da  nun 

^9?  a  -\-  b  I  d(p 


i 


1  -  £  +  J)*«''^*^  "     /  yf  ä"T''°'*''  "^  (y^)«sm«9, 


0 

so  ergibt  sich  aas  Nr.  5,   11) 

9  ri 


/ö^9?  /*  d<p 

}^  cos  ■''  9?  +  ^^  sin  ^  9?       /  y^rj  cos  ^  9:^  +  ^ii  sin  *  9? 
0  ü 

wobei 

a  -\-  b         .  r  ,  ,  .        b 

«1  =  — ^      7     b^  =  yab  y     tang(9n^    -  9?)  =  —  tang9?     . 

Wendet  man  dies  wiederholt  an,  so  hat  man  zu  berechnen 

ö^  =  ^ (dj  -f-  ^) ,        b^  =  ]'ab  :        tang(9?i  —  <p)    =  —  tang9?     ; 

a 

^  =  i  K  +  ^1)  y      h  =  i^x  K  '      tang(9)2  ~  (p^)  =  -  ^-  tang9?i      ; 
%  =  i  (^2  +  ^2)  »      ^8  =  y^ä  5       tang(9?3  —  973)  =  -A  tang9?2      ; 

«^4=1  K  +  ^3)  »      h  =  }^^  ;       tang(9^;^  —  9?3)  =    ^  tang9?3     ; 

u.  s.  w.  u.  s.  w. 

Bekanntlich  ist 

daher  hat  man 

^  —  ^1  <  i  (^  ~  ^)     » 

^  —  ^2  <  iK  —  ^1)  <  H^  —  ^)  » 

^8  —  ^3  <  i(^2  —  ^2)  <  i(^  —  ^)  » 

^«  ~  ^«  <  2  (^«~i    ■  ^«—1)  <  "^  (^  ~  ^)     • 

Wächst  n  unendlich,  so  ist  daher 

lim(ü'„  —  b,i)  =  0 

Hieraus  folgt,  daß  die  Zahlen  a^  und  b,i  sich  einer  gemeinsamen  Grenze  c 
nähern;  diese  wird  nach  Gauss*)  als  das  arithmetisch-geometrische  Mittel 
von  a  und  b  bezeichnet. 


*)  Gai'SS,   Sämtliche   Werke,   herausgegeben    von    der    Königl.    Gesellschaft^ der   Wissen- 
schaften zu  Göttingen,  Bd.  3,  S.  361.     18(36. 
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Wenn  ö^  von  by  innerhalb  der  angenommenen  Genauigkeitsgrenzen  nicht 
mehr  voneinander  (und  von  c)  zu  unterscheiden  sind,  so  hat  cpr  eine  bestimmte, 
durch  die  Rechnung  sich  ergebende  Grenze   $  erreicht,  und  es  ist 


i 


yfl'^cos'^9?  +  ^-sin'-^^       2'' 

0 

8.  Auch  durch  den  Summensatz  allein,  ohne  Verbindung  mit  einer  qua- 
dratischen Änderung,  kann  man  ein  Normalintegral  erster  Art  und  auf  demselben 
Wege  eins  zweiter  Art  berechnen.     Ist 

.  2sin9?,  cosQo^  J(q9,) 

1)  sm^p  =  -'  -    7— 

1  —  Ä^  sm*  q)^ 

so  ist  bekanntlich 

2)  F{k,q^)=^2F(k,q),) 

und  nach  dem  Summensatze  für  Integrale  zweiter  Art 

Statt  der  Gleichung  1)  kann  zur  Bestimmung  des  Winkels  ^^  durch  den 
Winkel  cp  passender  die  Gleichung  benutzt  werden,  die  aus  Nr.  2,  7)  folgt,  wenn 
darin  (p^  für  (p  und  \p^  und  cp  für  a  gesetzt  wird, 

cos  9?  =  cos*99j  —  sin2<^^  ^J(9)     > 
woraus  sofort  folgt 

-1  /l  —  COS(^ 

Bestimmt  man  einen  Hilfswinkel  y  durch  die  Gleichung 

siny  =  ^sin^p     , 
so  ist 

A(sp)  =  cosy     , 
und 

sin^pj  =  sin  1 9?  :  cos  \y 

Berechnet  man  nun  eine  Reihe  von  Winkeln  nach  den  Formeln 

sin^?^  =  sin^<^  :  co%\y  ,  siny^  ==  k%\ViCp<^  ; 
sin 9:2  =  sin^^pj  :  cos^y^  ,  sin^g  =  ^sin^?.^  5 
sin  (^3  =  sin  1^9^  2  :  cosj^/g  >  siny^  =  >^sin<^,  ; 
sin^:^^  =  sin|<^3  :  cosi^g  ,     siny^  =^  k^\Ticpj^     ; 


so  ist 


sin9p^  =  sin-^9'V— 1  •  ^^^\yr~\     > 
F{k,cp)^  2-F[k,<pr) 

— (sin(^sin2yj  -|-  2sin9!?j  sin^}/.,  +  'i'-^sin^^g  sin^^^  -[-...  -|-  2''~~^  sin^^^^i  sin^y^) 

Setzt  man  die  Berechnung  so  weit  fort,  bis  höhere  Potenzen  von  9^',  als  die 
fünfte,  vernachlässigt  werden  können,  so  hat  man  zu  setzen,  wenn  vorübergehend 
<fr  durch  q)  ersetzt  wird. 
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^(9')=l-2(9'-V)-8l^-TJ    = 


also 


Daher  ist 


i^(>&,9^.)=-9^.  +  -g9^J ^^^- ^-<pI     , 

^(yt,  9?^)  =  ^^  -  _  y^  H -^^ (p^         . 

Für  hinlänglich  kleine  Werte  von  k  können  diese  Werte  selbst  als  erste 
Annäherungen  für  I^(kt  cp)  und  E{k,  cp)  benutzt  werden,  indem  man  cp^  durch  q) 
ersetzt. 

Führt  man  diese  Rechnungen  mit  fünfstelligen  Logarithmen  für  die  Zahlen- 
werte durch 


so  erhält  man 


>{:  =  0,93970,     9:)  =  80«  0',00     , 

cp   =80«    0',0  y   =  67«44',0 

(p^  =  r)0«43',6  y^  =  460  40',4 

(^,  =  27«48',5  y.2  =  26«    OM 

9)3  =  14«16',7  y^  =  13«24',0 

q^^=     7«  11, 3  yi=    6«  45  ,2 

7^5=    3«36,0  log  sin }/.3  =  8,77094     . 

Bezeichnet  man,  wie  in  den  Formeln,  mit  q^  wieder  den  Arcus,  so  ist 

9:^5  ==  0,002832     , 

daher   ist   995  <  0,000001;  in    den    Formeln   für   F{(pr)    und  £{q)r)  genügen   somit 
die   ersten  beiden  Glieder.     Man   erhält 

F(cp^^)  =  0,062868     , 
^(9.3)  =  0,002796     . 

Aus  dem   ersten  dieser  Werte  folgt 

F(/i,  9.)  =  32  .  F(/:,  g\,)  =  2,01178      . 

Um  £{kt  (p)  zu  finden,  berechnet  man  noch  folgende  Glieder,  die  sich  leicht 
ergeben,  da  man  die  nötigen  Logarithmen  schon   bei  der  Hand  hat, 

sin 9^   sin'^^j  =  0,52116 

2  sin 9^i  sin 2^2  =  0,29757 

4  sin 97.2  sin  2^3  =  0,10024 

8sm9^3sin2;^.i  =  0,02728 

16  sin 9^t  sin  2 ^5  =  0,00697 

Summe  =  0,95322~  . 
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Subtrahiert  man  dies  von 

32  J5'(>&,  9)5)  =  2,0094     , 
so  erhält  man 

E{k,  (f)  =  1,0562     . 

Das  Beispiel  zeigt,  daß  man  auf  diesem  Wege  selbst  bei  ungünstigen 
Voraussetzungen,  nämlich  bei  großen  Werten  von  k  und  cp ,  rasch  zum  Ziele 
kommt. 


9.    Das  geradlinige  Integral 

s 

dz 


i 

0 


)'(1  -  z^-)  (1  -  k^z-i) 


wird  rein  imaginär,  wenn  die  obere  Grenze  z  rein  imaginär  ist;  in  jedem  andern 
Falle  ist  es  real  oder  komplex.     Ersetzt  man  z  durch  iy,  so  entsteht 


ty  y 


r      _         dz  ^J  dy 

j  )Xi  --  ^) (1  - '^'^')     7  i(i+  y') (1  +  ^'y^ 

0  0 


Führt  man  hier  y  =  tang^p  ein,  so  erhält  man 

—  k^^  sin  2^; 


0  0 

und  hat  daher  schließlich 


f  dz 

/  1(1     -:2)(1  -  k'^z^^) 


wobei 

tang7^=j'     . 

Hierdurch  ist  die  Berechnung  eines  rein  imaginären  elliptischen  Integrals  erster 
Art   auf    die    eines    realen    Integrals   mit    dem   Ergänzungsmodul  J^  zurückgeführt. 

10-  Mit  Hilfe  des  Summensatzes  läßt  sich  jedes  elliptische  Integral 
erster  Art,  dessen  obere  Grenze  komplex  ist,  in  die  Summe  eines 
realen  und  eines  rein  imaginären  Integrals  zerlegen.     Aus  der  Gleichung 

a-\-id  X  iy 

"  dz  C  dz  i  dz 


./    l'(l  -  S«)  (1  -  /fc^S^j       _/    V(l  -  5«)  (1  -  k's^)       j  V( 


'(1  —  z«)(l  — -i«s«) 
000 
folgt 

^]U  +7^)(1  +  r-y^]  +jy  V(l  -  x^)(l  -  k^x^)  .  / 

Durch  Vergleichung    des  Realen   und   Imaginären    ergeben   sich   hieraus  die 
beiden  Gleichungen 


i+k^x^y'~     "     ^'  1  +  k'^x^y^ 

oder  die  rationalen 

2)  x^[l  +  (k^  +  l)y^  +  k^y*]  =  a^l+  k^^  x^-y^Y     , 

B)  j^2[l  -  {k^  +  \)x^  +  k'^x^]  =  b^{\+  k'^x'^y^Y     . 

ScHLOBXiLCBS  Handbuch  der  Mathematik,  2.  Aufl.,  Bd.  III.  I^ 
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{ 
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Durch  Addition  folgt,  wenn  a^  -^  d-  =  c^  gesetzt  wird, 

^2  +  ^2  +  ^2  jp2^2  (ji  4.  ^2)  =  ^2  (1  _|.  ^2  ^^ yiy.       , 

und  hieraus  nach  Division  durch  1  +  >^2^2^2 

4)  ^2+^2  =  ^2(1  _|.  ^2  -j;2^2)       . 

Dieser  Gleichung  entnehmen  wir 

^2  _  x^ 

and  erhalten  hieraus  durch  Addition  von  x^ 

6)  .*+^.=,_i__^^     . 

Aus  3)  und  4)  folgt 

y^[\  -  (k^  +  1)^2  +  k^X^]  =  ^(^2  _^^2)2       . 

Führt  man  hier  die  in  5)  und  6)  berechneten  Werte  ein,  so  entsteht 

(^2  _  -j;2)  (1  _  ^2)  (1  _  ^2  x^)  (1  _  ^2  ^2  <x:2)  _  ^2  (1  ._  ^2  jj;4)2       . 

Hieraus  erhält  man  schließlich 

ö2  _  (1  +  ^2)(l  +  >^2^2) -J.2  4.  (1   +  2>^2^2  ^  ^4^4  +  >&2  ^  ^4^2  +  2^2  ^2)^^:4 

—  >^2(1  ^  ^2)(1  _|.  k^c^)x^  +  ö2^4<x:8  _  0       . 

Dividiert  man  durch  x^  und  faßt  die  Glieder  folgendermaßen  zusammen 

öM-^^  4-  k^x^j  -  (1  +  ^2)  (1  +  ,^2^2)  /_L  4_  ^2^2J  +  ^  =  0     , 
wobei 

A=l  +  2e:2^2^^4;^l_l_^2_(_^1^2^2^2;^2       , 

und  setzt 

8)  ^2^2  + i/    , 

X^ 

so  erhält  man  für  /  die  quadratische  Gleichung 

ö2/2_(l  +r2)(l  +k^c^)t+  1  +  4  ^2  ^2  _^  ^4^1  ^^2  ^^4  ^2=,  0     . 

Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  /,  hierauf  x^  aus  8)  und  schließlich  y^ 
aus  5). 

Ebenso  wie  die  Gleichung  7)  für  x^,  erhält  man  eine  Gleichung  achten 
Grades  zur  direkten  Bestimmung  von  y^. 

Beispiel. 

>^  =  0,6,     0=1,623,     ^=0,6114     . 

Die  quadratische  Gleichung  für  /  ist 

/2  —  2  .  1,5846  .  /  +  2,4024  =  0     ; 
die  Wurzeln  sind 

/i  =  1,9140  ,     ^2  =  1,2552     . 

Die  Wurzel  t^  führt  auf  W^erte  von  x,  die  größer  als  1  und  daher  un- 
brauchbar sind,  da  das  entlang  der  realen  Achse  erstreckte  Integral  nur  für  :r  <  1 
real  ist     Aus  /^  folgt 

^=0,7664,    7  =  2,579     . 


§  7  Die  elliptischen  Funktionen.     Entwicklung  derselben  in  Potenzreihen  u.  s.  w.  211 

Daher  hat  man  die  Zerlegung 

1,6234-2 -0,6114   0,7665  <•  2,579 

dz  I  dz         jdz 

Jr    ^  JJr^jJr 

0  0  0 

fk  =  y(l  —  ^2)  (1  -  0,36  •  22)     . 
In  Rücksicht  auf  Nr.  9  erhält  man  hieraus 

1,623 -f;f.0,61U 

4^  =  ^(0,6 ;  500  2',0)  +  iFiOfi ;  68«  48',4)    . 

0 

11.  Denkt  man  sich  in  Nr.  10,  7)  x  gegeben,  dagegen  a  und  b  veränder- 
lich, so  ist  7)  die  Gleichung  der  Kurve,  auf  welcher  sich  der  veränderliche 
Punkt  a  -\-  ib  der  5 -Fläche  bewegen  muß,  wenn  der  reale  Teil  der  Funktion 

a-\-ib 

F      ■  ^' 


i 

0 


y(i  —z^){\  —  k'^z^) 

den  durch  x  gegebenen  Betrag  haben  soll;  diese  Kurve  entspricht  daher 
einer  Parallelen  zur  imaginären  Achse  der  Funktionsebene.  Wie  man 
sieht,  ist  diese  Kurve  vom  vierten  Grade  und  symmetrisch  gegen  die  Achsen. 
Die  Gleichung  achten  Grades  in  y  ist  ebenso  wie  Gleichung  7)  vierten  Grades 
in  a  und  b  und  stellt,  wenn  a  und  b  veränderlich  sind,  y  gegeben  ist,  die  Kurve 
dar,  die  einer  Parallelen  zur  realen  Achse  der  Funktionsebene  ent- 
spricht; sie  ist  ebenfalls  symmetrisch  gegen  die  Achsen. 


§  7.     Die  elliptischen  Funktionen.     Entwicklung  derselben 
in  Potenzreihen  und  in  periodische  Reihen. 

1,    In  der  Theorie  der  Kreisfunktionen  stellt  man  dem  Integrale 

dz 


h 


=  w 


yi  -^2 

0 

die  Umkehrung  gegenüber  sinw  =  s 

und  neben  diese  Funktion  treten  noch  eine  Reihe  algebraisch  mit  ihr  zusammen- 
hängende, cos2£/,  tanga/,  cotw,  sec«/,  coseca/;  es  zeigt  sich,  daß  diese  einfach 
periodischen  Funktionen  für  die  Theorie  sowohl,  wie  für  die  Verwendung  von 
größerer  Bedeutung  sind,  als  die  unendlich  vieldeutigen  algebraischen  Integrale, 
deren  Umkehrungen  sie  sind.  Von  dem  dort  befolgten  Gedankengange  angeleitet, 
betrachten  ^Ax  die  Umkehrung  des  elliptischen  Integrals 


1)  /    , -  -—  =  7a 

-z'^)(l  -  k'^z^) 

0 


Ausgehend  von  der  goniometrischen  Form 

2)  (---'"f^ =u. 

yl  —  k'^sin'^q) 


14 


212 


Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen. 


§7 


die  mit  der  algebraischen  durch  die  Gleichung  z  =  sm(p  zusammenhängt,  führte 
Jacobi*)  für  (p,  als  Funktion  von  7a  betrachtet,  das  Zeichen  ein 

(p  =  am  7t''  (Amplitude  von  Uf) 
Hieraus  ergibt  sich  dann  für  die  Umkehrung  von  1)  die  Funktionsbezeichnung 


Hieraus  folgt 


3:  =  sinam7tv  (Sinus  amplitudinis  7£/) 


fl-z^-  = 


cos  3xaw 


Neben  diesen  beiden  Funktionen  ist  noch  j^l  —  k-  z^  von  besonderer  Wichtig- 
keit; sie  wird  nach  Jacobi  mit 

Asimw  (Delta  amplitudinis  7^/) 

bezeichnet;  sinamTe^,  cosam7tv,  Aannjv  nennt  man  elliptische  Funktionen  im 
Gegensatze  zu  den   elliptischen  Integralen. 
Aus   2)  folgt  d(p  =^  A{cp) div'y  daher  ist 

d  am  w 


dw 


=  AaLvnw 


Hieraus  ergibt  sich  femer 


/   //sinam7€'       //sin  am 7*'      damw 


3) 


d2ü  ddivnw  dw 

d  cos  am  w      d  cos  am  iv     d  am  7ü 


diu 
dAa.mw 


//am  7t'' 
d  A3im7£> 


d7V 

dsimiif 


=       cos  am7e/zlam7£/     , 


=  —  sin  amTe/JamTe/     , 


dia 


da,inw 


d7V 


-  =  —  k^  sin  SLinTV  cos  amta 


Über  die  Vorzeichen  verfügen  wir  so,  daß  dem  Werte  jsr  =  sin ama/ =  0 
die  Werte  cosam7£/ =  Zlam7£/ = +1^   (nicht   — 1)  entsprechen. 

2.  Bezeichnet  7('  den  Wert,  den  das  elliptische  Integral  erster  Art  für  die 
Punkte  der  mit  den  nötigen  Querschnitten  versehenen  ^ -Fläche  hat,  in  welcher  w 
mit  z  zugleich  verschwindet,  so  ist 

z  =  sin  amTe/ 

Der  allgemeine  Wert  des  Integrals  ist  7a  -\-  m  -  4t  K  -\-  n  •  2  K^  i,  es  ist 
daher  auch 

z  =  sin  am(7£/  +  w  •  4  Ä'  +  «  •  2  K'i)     . 

Daher  haben  wir 

sin  am(7£/  -\-  m  •  4:K  -\-  n  •  2  K^i)  =  sin  am7£/ 

Hieraus  ergibt  sich  die  Haupteigenschaft  des  Amplitudensinus,  durch 
welche  er  sich  vor  allen  bisher  untersuchten  Funktionen  wesentlich  unterscheidet: 
Die  Funktion  sinamTc/  ist  doppelt  periodisch;  sie  hat  die  reale  Periode 
4^^  und   die  rein  imaginäre   2  K' i. 

3.  Wir  stellen  hier  einige  Werte  zusammen,  welche  die  drei  elliptischen 
Hauptfunktionen  für  besondere  Werte  der  Veränderlichen  w  haben.     Zunächst  ist 


1) 


^      sin  am  0=0, 
sin  amÄ'  =  1  , 


cos  am  0=1,  A  am  0=1      , 

cosamÄ'=0,  zlamÄ  =  >^'     . 

.  sin  am  2  A!'  =  0  ,     cos  am  2Ä'=  —  1,     zlam2Ä'=l 


")  Jacobi,  Fundamenta  nova  theoriae  functioniim  ellipticarum,  S.  30. 
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Aus 


1 

k 


K 


J  y(l  —  .V2)(l      ->62.r^ 


folgt  weiter 


0 


2) 


3) 


ZU 


1) 


sin  am(A'-f  '  A'')  =       ,       cos  ara(Ä'  +  ^  AT') 


=  t 


k      ' 


Jam(A'+/A'')  =  0     • 


Aus  §  6,  Nr.  9  folgt 


•  /• 


k'^^  sin  -  (p 


u 


Für  (p  =  Iji  ergibt  dies 

sin  am(/ A'')  =  cx) ,       cos  am(i  A'')  =  oo  ,       Jam/ A"  =  oo 

Die   Verhältnisse  dieser  Werte  ergeben  sich  aus 


sin  SLinw 

.  i/    1 

sin  am7£' 

/    1 

=  1  : 

sin*-am7£' 

-1, 

Janwt' 

cos  am7£/ 

sin  -  am7£^ 

4) 

sin  am /A'' 

• 

sin  am/ A'' 

• 

/ 

cos  am/A'' 

Jam/ A'' 

.i  • 

Femer  ist 

k^ 


-^) 


sin  am  ( —  tc)  =  —  sin  amrc     , 
cos  am  ( —  7i')  =      cos  am  7t/     , 
Jam( — 7£')  =  Jam7£' 


4.    Aus  dem  Summensatze   ergeben  sich  sofort   die  Gleichungen 


sin  am(7£/  +  7C\)  = 


cos  am(7£/  it  «'i)  = 


sin  am7f'  cos  am7£'^  J  am7£'j  :h  sin  SiTn7c\  cos  amTd'  A  amw 

1  —  k*  sin^  am7£'  sin-  am7i'^ 

cos  am7£'  cos  am7£'i  ip  sin  amte/  sin  am7£'j  J  am7£/  A  am7£'i 


X'-  sin*^  am7£/  sin^  am 7t' 


1 


.       ,      ,        .        .  Iam7t'zfam7£',   t-X'-sinam7t'COS  am7£/sinam7£/t  cosam7£/i 

zlam(7£/±74:/i)  =  \'    --    t  t, .-, . 

1  —  A^  sm-  am7£/  sm-*  SLm7c\ 

Wendet  man  dies  auf  das  komplexe  Argument  u  -\-  iv  an,  so  erhält  man 
die  Hauptfunktionen  für  ein  komplexes  Argument  in  ihre  realen  und  imaginären 
Bestandteile  zerlegt.     Aus  §  6,  Nr.  9  ergibt  sich 


sin  am(/7')  =  /tang  am(v,  k') 


Mithin  ist 


cos  am  (/ 7')  = 


1  4       /.    V         ^am(7s  k') 

cos  am {Vy  k)  cos  am (v ,  k) 
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§  7 


Berücksichtigt  man  dies,  so  erhält  man 

sin  am  {u  -j-  /  v) 

sin  amw  A  am(zs  ^  +  /  cos  am//  J  am//  sin  am(?',  k^  cos  am(z^,  J^) 
cos^  am(7',  k')  +  ^'-  sin2  am«  sin*  am(f ,  >&') 

cos  am  (u  +  ^  ?') 
2)         {         cos  am«/  cos  am(zs  /t')  —  /sin  am«  /Jamw  sin  am(z^,  k')  Aajn{v,  k') 

cos^  am(f',  k')  +  >&2  sin2  am«  sin^  am(2/,  /^') 

Jam(«  -f  /r) 

J  am  //  z(  am  (?' ,  >&')  —  /  k^  sin  am  «  cos  am  u  sin  am  (7' ,  k*) 
cos-  am(z',  k')  +  >^2  gjnS  am«  sin^  am(t/,  ^') 

Unter  Berücksichtigung  der  in  Nr.  3  gegebenen  Werte  ergeben  die  Summensätze 

cos  am«/ 


:i) 


sin  am  (zf'  dz  Ä')  =  : 


L 


^  am  w 


cos  am  (7«:/  4:  K)  =  -^  k 


sm  amre/ 


Jam7i' 


A  am  (7^/  i  A')  = 


k" 


sowie 


J  am  7u 

Isin  am  (7f'  x  2  K)  =  —  sin  am7£/     , 
cos  am(7£'  i  2  Ä')  =  —  cos  am7£'     , 
A  am  (7t'  4:  2  Ä")  =  J  am  7a     . 

Aus  der  zweiten  folgt 

cos  am  (74V  +  4  A')  =  cos  am  74'     . 

Um  die  Funktionen  des  Arguments  7t'rr /A"'  zu  erhalten,  teilen  wir  Zähler 
und  Nenner  der  Summenformeln  durch  sin'-am?*'',  und  ersetzen  dann  7£ß'  durch 
iÄ:';  in  Rücksicht  auf  Nr.  3,  4)  folgt 

sin  am(7£'  +  i  K')  — 


5) 


cos  am(7£'  -\-  /  A"')  =  — / 


A  am  (7t'  4"  ^  '^')  =  ~  ^ 


^'sin  3Lunv 

AaiTtiw 


>('sin  am7£/ 


cos  am7£/ 


sm  am7iv 
Durch  wiederholte  Anwendung  entsteht 

'   sin  am(7tv  +  /  •  2  A"')  =  sin  ama/     , 
6)         <  cos  am(7£'  +  /  •  2  A'')  =   -cos  am7e/     , 
Jam(7<:'  +  /  •  2  A'')  =  —  Jam7f'     . 
Aus  den  Gleichungen  4)  und  G)  folgt 

cos  am  (7t'  +  2  A'  +  /  •  2  A"')  =^  cos  am7£'     , 

und  aus  6) 

Jam(7f'  +  /  •  4  A'')  =  Jama/     . 

Hieraus  folgt:  Die  Funktion  cosam7t''  hat  die  reale  Periode  4A'und 
die  komplexe  2A'4-/«2A''';  die  Funktion  Asimic  hat  die  reale  Periode 
2A'und  die  imaginäre  /  •  4  A''. 
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5.  Um  diese  Ergebnisse  anschaulich  zu  machen,  zeichnen  wir  auf  der 
«£/ -Ebene  zunächst  die  Linien,  für  welche  eine  elliptische  Funktion  dieselben 
Werte  hat,  wie  für  die  Punkte  der  realen  und  der  imaginären  Achse;  die  Punkte, 
für  welche  die  Funktion  verschwindet,  unendlich  groß  oder  gleich  der  positiven 
oder  negativen  Einheit  wird,  sind  der  Reihe  nach  durch  kleine  Kreise,  Sternchen, 
einfache  und  doppelte  senkrechte  Striche  ausgezeichnet. 


— 6 — I — c> — H — (!) — I — <;> — I — (!> 


---X-----X-----X — i — % — -)k-----x — -t — ^" 


<}> — \ — cj) — H — 6 — I — (? — I — 6 — \ — (> — I — A — 1 — (}) — ^ 


H — (?— f 


<!>— H-<i^-4— i— 


■         X"  )s  A  X  ^  /N  /f-        "         ^  ^ 


\ — 0 — H — P — I — <? — ^—^^-l — ^ — * 


^JC 


\ — ^ — I — 9" 


--  X ^ X-  -  -  -X- X X ^  —  % Y- 


\ — O-Hl — 0—1 — <>— + 


H (J) — h 


H — ^ — H-<> 


--X X — X- X — -X- — )k- ¥ X X-- 


— 0 — I — <J) — H — (j> — I — Q — fr 


<j) — I — cj) — l — 6 — I — (J) — I — 6 — 


Fig.  70. 


Der  Amplitudensinus  (Fig.  70)  hat  die  reale  Periode  4  A'  und  hat  daher 
für  die  Punkte  der  imaginären  Achse  dieselben  Werte,  wie  für  Parallele  zur 
imaginären  Achse,  die  durch  die  Punkte 

...  — 8Ä',       — 4Ä',       0,       4A',       SA',       12Ar... 

gehen;  wegen  der  imaginären  Periode  /  •  2  AT'  hat  sin  am«/  in  den  Punkten  der 
realen  Achse  dieselben  Werte,  wie  in  den  Parallelen  zu  dieser  Achse  durch 
die  Punkte 

...-/.  6  Ä",     -  /• .  4  A^     —  / .  2  A",     0  ,     /  .  2  X\     i  •  4  A",     /  .CA"',... 

Durch  beide  Scharen  von  Parallelen  wird  die  ganze  «/-Ebene  in  kongruente 
Rechtecke  geteilt,  welche  die  Länge  4  K  und  die  Breite  2  K'  haben.  Durch- 
läuft w  das  ganze  Gebiet  des  Rechtecks,  das  die  Ecken  hat 

0,       4A',       4A'+/.2A",       /.2Ar'     , 

so  nimmt  sinaraz£/  alle  möglichen  realen  und  komplexen  Werte  an.  Denkt  man 
sich  jeden  Punkt  dieses  Rechtecks  mit  dem  zugehörigen  Werte  von  sin  am«/ 
belegt,  so  erhält  man  die  Werte,  die  sin  am«/  für  die  Punkte  irgend  eines  andern 
der  Rechtecke  annimmt,  indem  man  das  erste  Rechteck  parallel  verschiebt,  bis 
es  mit  dem  andern  zur  Deckung  kommt 

6.  Die  Punkte,  in  denen  der  Amplitudencosinus  infolge  der  komplexen 
Periode  2  AT  +  /  •  2  AT'  denselben  Wert  hat  wie  im  Nullpunkte ,  liegen  auf  der 
Geraden  OA,  die  den  Nullpunkt  mit  dem  Punkte  2Ar+i-  2Ar'  verbindet  (Fig.  71), 
und  zwar  liegen  sie  hier  zu  beiden  Seiten  von  O  um  natürliche  Vielfache  der 
Strecke  OA  entfernt  Die  Punkte,  in  denen  cos  am«/  infolge  der  komplexen  Periode 
denselben  Wert  hat,  wie  in  irgend  einem  Punkte  B,  liegen  auf  der  durch  B 
gehenden  Parallelen  zu  OA^  und  sind  von  B  um  natürliche  Vielfache  von  OA 
getrennt 
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Die  Punkte,  in  denen  cos  am«/  infolge  der  realen  Periode  ^:K  dieselben 
Werte  hat,  wie  in  den  Punkten  dieser  Parallelen,  sind  auf  Parallelen  zu  OA  ent- 
halten, die  von  B  in  der  Richtung  der  realen  Achse  um  Vielfache  von  4  K 
abstehen,  und  zwar  liegen  die  Punkte  dieser  Parallelen,  die  einenä  bestimmten 
Punkte  B  entsprechen,   auf   der   durch  B  gehenden  Parallelen   zur  realen  Achse. 

/         /         /         /         /         /         /         / 

/  /  /  /        j/  /  / 

/         /         /         /^^  /        /         / 


/  /  ^  /  *  /  / 

/  /  /  /  /  /  /  / 

Fig.  71. 

Zerlegt   man   die  7£/-Ebene    durch  Parallele  zu   OA^   welche    die  Punkte  ent- 

•  .  •  —  8  K ,        —  4:  K ,        0  ,        4  K ,        o  K ,     ...     , 

sowie  durch  Parallele  zur  realen  Achse  durch  die  Punkte 

...-/.  4^',        -i'2K\     0,       i'2K\       i'^K\     ...     , 

so    zerfällt    sie    in    kongruente   Parallelogramme;    eins    derselben    hat   die   Ecken 

0,    4A',     6A'+/.2A",     2Ä'+/.2Ar'. 

Durchläuft  w  dieses  Parallelogramm, 
so  nimmt  cos  am7£'  alle  möglichen  realen 
und  komplexen  Werte  an.  Denken  wir 
uns  wieder  jeden  Punkt  dieses  Parallelo- 
gramms mit  dem  zugehörigen  Werte  von 
cos  am7e/  behaftet,  so  erhalten  wir  die 
Werte,  welche  den  in  einem  andern 
Parallelogramme  enthaltenen  w -Werten  zu- 
gehören, indem  wir  das  erstere  mit  dem 
letzteren  durch  Parallelverschiebung  zur 
Deckung  bringen. 

7.  Die  Funktion  zlam7<y  hat  die  reale 
Periode  2  K  und  die  imaginäre  /  •  4  AT' 
(Fig.  72);  daher  ziehen  wir  in  der  w-Ebene 
Parallele  zur  realen  Achse  durch  die 
Punkte 


I 


j 


»Xii 


I 

r 

^^    Q 


/ 


O    -^    Q    ^    Ö    * 


^p*o*<)-*-ö^e 


h 


I 


2£ 

4  < 


"7|\ 


-f-h- 


9  ^(-   (>  9^  9  4   i  ^^ 


I 


4„4...|_ 


Fig.  72. 


t  •  A:  K  y       /»oAT, 


0. 


sowie  Parallele  zur  imaginären  Achse  durch  die  Punkte 

...  — 4A',        —2K,       0,       2Ar,       4A', 
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Durchläuft  w  das  Rechteck,  das  die  Ecken  hat  0,  2  Ä',  2  K -{- i  -  A.  K\  i  -  4  K\ 
so  nimmt  Aannw  alle  möglichen  Werte  an.  Denken  wir  uns  auch  diesmal  die 
Punkte  dieses  Rechtecks  mit  den  zugehörigen  Funktionswerten  behaftet,  so  erhalten 
wir  die  Funktionswerte  für  die  Punkte  eines  andern  der  Rechtecke,  indem  wir  das 
erstere  parallel  verschieben,  bis  es  mit  dem  letztern  zusammenfällt. 

8.    Setzt  man  im  Summensatze  7C'i  =  w^  so  folgen  die  Formeln 


sin  am  2  ii>  = 


2  sin  2iVCiW  cos  ^wlw  A am7£/ 
1  —  >^'- sin^  divciw 


cos 2  am«'  —  sm2  am7£'  zl-  am//  1  —  2  sm^  am^tv  -^  k-  sm"*  am?;^ 

cos  am  2  iv  ^  — —      —  —  -    = , 

1  —  kr  sin'*  am/^  1  —  k-  sin*  am«/ 

J-amtt'  —  z&'^sin*^  am7£' cos^am«/      1  —  2 /^^sin^amr^/ +  >^^sin^  ama/ 

Jam2 %v  = \—i,>  ^-7 =  — T —  a>   •    f  • 

1  —  k^  sm^  amz£^  1  —  k* sm*  amr^/ 

Setzt  man  in  der  zweiten  Gleichung  w  =  JA",  so  erhält  man 

1  —  2  sin2  am  JA'  +  k^  sin*  am^A""  =  0     . 

In   Rücksicht   darauf,    daß    sin  am ^A"  positiv   und   kleiner   als   1    ist,    folgen 
hieraus   die  Werte 

,  ,        J  am      =  }V      . 
dt 


K 

sm  am  — -  = 
2 

1 

cos  am 

K 
2 

y'i 

Auf  ähnliche 

Weise  erhält 

man 

.K' 
sm  am  /  -  -  = 
2 

.  1                        .A- 
=  /  -      ,       cos  am  /    ^ 

^k                         '^ 

/i  +7 

K' 


J  am  /■     -  =  ]'  1  4-  ^     . 
2        ' 


Mit  Hilfe  der  Summensätze  findet  sich  dann  noch 


sm  am  I     -   t  t  Ä.  ]  =  —-         -  ,       cos  am  -  -  -  4-  ^  AT'^    =  -\-t\/  —      , , 
\2  -        /        yi->^'  \2  -        /       ^    Y  1  -  k' 

A  am  [^  ±  i  k\  =  -fif^     : 
sm  am  I  AT  i  t-    \  =  —-  ,       cos  am  (AT  +  /       1  =  4-/1/  — - —     , 

JamfA:±/-^-j  =yi^l    : 

smam —  =  1/1  +  /-,      cos  am =- (1  +  0  1/ yj 


"V^'-V-^-4 


Für  den  drittletzten  Wert  erhält  man  nämlich  zunächst 


r     ^      1  +  >&  +  >^ ^^  |/ "">& '  *  7i  _|.-^ +yiTn   • 

Die  Quadratwurzel  aus  der  zweiten  Potenz  hier\'on  liefert  den  mitgeteilten  Wert 
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9.  Die  Funktionen  sinamw,  cosamTf/,  Jamw  sind  eindeutige  Funk- 
tionen von  w. 

Nehmen  wir  an,  sinama/  sei  eine  mehrdeutige  Funktion  von  w  und  dem 
Werte  Wq  entsprechen  sin  ama/Q  =*  f^  und  sin  am «/q  =  Zq',  bewegt  sich  z  auf  der 
durch  Querschnitte  auf  einfachen  Zusammenhang  gebrachten  Riemann sehen  Fläche 

von  Co  ^^ch  Zq  (Fig.  73),  so 
beschreibt  w  eine  Kurve,  die 
in  7('o  anfängt  und  auch  da 
endigt,  da  7if  eine  eindeutige 
Funktion  der  Punkte  der  einfach 
zusammenhängenden  2:-Fläche 
_  ist     Der  Weg  ^qZq  sei  so  ge- 

^         wählt,  daß  der  zugehörige  Weg 
von   7£f   keinen  Windungspunkt 
Fig'78.  enthält.    Geht  7a  über  B  nach 

A  und  hierauf  denselben  Weg 
zurück,  so  geht  ein  Wert  der  Veränderlichen  von  f„  bis  zu  einem  A  ent- 
sprechenden Punkte  a  und  dann  denselben  Weg  zurück  nach  ^q.  Wir  wollen 
nun  den  Weg  1=^AB7Vq  stetig  so  verändern,  daß  er  in  den  Weg  ACw^  über- 
geht. Solange  bei  diesen  Veränderungen  der  Weg  nicht  einem  Pimkte  unendlich 
nahe  kommt,  für  den  dz  :  dw  unendlich  groß  ist,  solange  gehört  zu  jeder  unend- 
lich kleinen  Verrückung  eines  Punktes  der  Kurve  /  auch  eine  unendlich  kleine 
Verrückung  des  zugehörigen  Punktes  der  i;-Fläche,  solange  ist  also  auch  die 
Änderung  des  Weges  öfo  stetig  und  f^  der  Endpunkt.  Da  nun  der  Weg  a^^ 
nicht  durch  stetige  Änderungen  in  den  AC7C'q  entsprechenden  Weg  azQ  über- 
geführt werden  kann,  so  folgt,  daß,  wenn  anders  die  Annahme  der  Vieldeutigkeit 
von  sinamw  zutreifen  soll,  die  Kur\e  7VqCAB  einen  Punkt  einschließen  muß, 
für  den 

unendlich  groß  wird.     Dies  tritt  nur  ein,  wenn  z  =  oo,  und  hierfür  ist 

7V  =  iA''+  2mK+  2niK'     . 

Es  müßte  also,  wenn  7v  einen  geschlossenen  Weg  beschreibt,  der  einen 
dieser  Punkte  umgibt,  z  von  einem  Anfangswerte  ^q  zu  einem  andern  Endwerte  Zq 
gelangen.  Wir  können  uns  dabei  darauf  beschränken,  w  einen  unendlich  kleinen 
Kreis  beschreiben  zu  lassen,  der  einen   dieser  Punkte   einschließt.     Nun  ist 

sinam(/A''+  2viK+  2inK'-\-  p^>)  =  -f  sinam(/ A'M"  P^''0  =  +7-; 7-  ; 

^  '  ^  I    5-      y       _  V         I    cf       /       —  >C'smam^^^ 

wächst  q)  von  0  bis  2  tt,  so  beschreibt  7ct  ^  ge^'f  einen  unendlich  kleinen  Kreis 
um  den  Nullpunkt;  dieser  schließt  keinen  Punkt  ein,  für  welchen  dz  :  d7v  =  00, 
also  erlangt  sin  am ^"?'  am  Ende  desselben  Wegs  denselben  Wert,  wie  am  An- 
fange; mithin  gilt  das  gleiche  auch  für  sinamrt's  wenn  7t''  einen  der  Punkte 
/Ä''+ 2  ;«Ä'+ 2/«  Ä''  umkreist.  Hieraus  folgt,  daß  bei  jedem  geschlossenen 
Wege  von  w  auch  ä  =  sin  am 7t'  einen  geschlossenen  Weg  beschreibt;  folglich 
kann  sin  am7£/  nicht  eine  mehrdeutige  Funktion  von  7t''  sein. 

Da  z  =  sinamT«/  eine  eindeutige  Funktion  von  7t''  ist,  und  cos  Rvatu  =  yi  —  2* 

und  A  am7£/  =  ^1  —  k^  z^  eindeutige  Funktionen  von  z,  d.  i.  der  Punkte  der 
Riemann  sehen  2-Fläche  sind,  so  folgt,  daß  auch  cos  am  7^'  und  A  axnw  eindeutige 
Funktionen  von  7a  sind. 
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10,  Die  elliptischen  Funktionen  sin  am«/,  cosamre/»  A  annw  sind  eindeutig 
und  endlich  innerhalb  des  mit  dem  Halbmesser  Ä''  beschriebenen  Kreises;  folg- 
lich lassen  sie  sich  in  Potenzreihen  entwickeln,   die  für  mod«'<  AT'  gelten. 

Da  sin  am«/  mit  «;  das  Zeichen  wechselt,  cosam7£'  und  A  a,m7C'  aber  nicht, 
so  folgt,  daß  die  Reihe  für  sin  aimif  nur  ungerade,  die  beiden  andern  Reihen  nur 
gerade  Potenzen  von  7if  enthalten;  wir  haben  daher  Reihen  von  der  Form 

sin  amzf/  =  ^^  «/  -j-  a^  w^  +  a^  7if^  +  •  •  • 

cos am7f/  =    1     -\-  b^w-  -r  b^w^  -{-  .  .  . 

A  am«;  =     1     -\-  c^7v'^  -\-  c^  7£'*  +  .  . . 

Zur  Bestimmung  der  a,  b,  c  bedienen  wir  uns  der  Methode  der  unbestimmten 
Koeffizienten.     Nach  Nr.  1,  8)  ist 

^ sin  am«/ 

=  cos  am«/ ZI  am 7f/ 

auf 

Differenzieren  wir  nochmals,  und  benutzen  die  Formeln  für  den  Differential- 
quotienten von  cos  am«/  und  J  amzc/,    so  erhalten  wir 

^-sinamw  .^         ,,     .  r.  ,o   •   o 

=  —(1  -{-  k')  sm  dimw  -\-  2  k^  sux^  am«/ 


d7v'^ 

Setzen  wir  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  die  Potenzreihe  für  sinam7f/ 
ein  und  vergleichen  die  gleich  hohen  Potenzen  von  w,  so  erhalten  wir  für  die 
Koeffizienten  ö^,  Ö3,  a^,  ...  die  Gleichungen 

3  .     2  .  «3  -=     -(1  +>&')Är    , 

5-    4.^,  =     -{\-\-k')a,  +  2ea\     , 

7.     6  .  Ä,   =     -(1 +>^')ä5  + 6>&'ö;^3     , 

9.     %.a^   =  -{l^k')a,J^^k''{a\a,  +  a,al)     , 
11  .  10  .fl„=  -(1  +k')a^-\-2k'{^a\a,  +  a\  +  (Sa,a^a,)     , 
13  .  12  .  dfi,  ==  —(1  +  k^)a,,  +  2k''{^a\a^  +  3^7, 0^+  6^1  ^3^^-  +  ^a\a.^     . 


Idsvi 


Aus 

sm  amrf/ 

dw      /tt,  =  o 
ergibt  sich 

^  =  1     ; 

hieraus  und  aus  den  entwickelten  Gleichungen  folgt 

sm  am«/  =  w  —    —  -        -  7v^  +  - — - — - — - — -  •  7v^ 

1»2«3  l»2«o»4«5 

1  +  135  k^  +  135  k^  +  >&«   _   1  +  1228  k^  +  5478  k^  +  1228  >&«  +  Jk^       ^ 

1.2.3.4.5-6.7  ^  1.2.3.4.5.6.7.8.9 

_  1  +  11069  >t2  4-  165826  k^  +  1658^6  k^  +  11069  >^^  +  k^^       ^^ 

T~2~^'6  .4.5  .  6  .'7~^8~.  9  .  10  ."11  --    •  ^^     +  •  •  • 

modw  <  Ä''    . 

11.   Wir  bilden  in  gleicher  Weise 
/f-cos  am7£' 


=  — (1  -  -  2  k-)  cos  am7£/  —  2  >t-  cos^  am7f/     , 


nnd  setzen  auf  beiden  Seiten  die  Potenzreihe  für  cos  am«'  ein;  dadurch  gelangen 
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wir  zu  den  Gleichungen 


2  .  1 
4  .  3 
6  •  5 
8  .  7 
10  .  9 
12  .  11 


^  =-1     , 

d,  =-(1  +'Lk')d,-ßk'dl     , 

^12  =  -(1  +  4/&^)^,o  -  6/&^(^,^J  +  dld,  +  2b,b,  +  2b,b,) 


Hieraus  findet  sich 


cosam7c/  —  1 


ze/'^  4- 


1+4  k'^ 


7Cr 


1.2     '  1  .  2 . 3  .4 
1  +  3G8R  k^  +  30768  >(-*  +  1 5808  >^«  +  256  >^« 


1-2. 3. 4. 5. 6.  7. 8.  9.  10 
moda/  <  Ä''  . 

12.    Für  die  Funktion  Asuntv  ergibt  sich 


woraus  die  Gleichungen  folgen 


~-^  (2  —  k^)  A am7i:'  —  2  S^  siaw 


2 

4 

6 

8 

10 


1 
3 

7 
9 


12  .  11 


fco     K        } 

^10  =--^  — (4  +  >^')  r,  —  6  (^^  r,  +  2  ^2  c^  +  rj)     , 


«/ 


7£/10  _|_  . 


Diese  ergeben 

Zjam7c/  ==  1  —  - — -  .  «/-  +  :;—,.     ö~  a  "^ 


>&2(16  +  44>&2_|_^4)  >^2(64  +  912.^2_|_408>^i  +  ^ß) 

1.2.3.4.5.6  ^       1.2.3.4.5.6.7.8 

k^  (256  +  15808  k^  +  29768  k^  +  3686  >^6  +  >&^) 


7£;8 


7^,10  _i 


1.2.3.4.5.6.7.8.  9.  10 

modtt/  <  Ä''    . 

Die  Reihen  für  die  Produkte  je  zweier  der  Funktionen   sinam7£/,   cosama/, 

AdLvaw  erhalten  wir,  indem  wir  die  soeben  entwickelten  Reihen  nach  w  diflferen- 

zieren;   es  entsteht 

cos  am a/  •  Aamw 


=  1 


1  +  k^ 


1  +  14/^24.^4 


.2         ^     1.2.3. 


w^ 
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sin  araa/  •  Jam«/ 


=  w 


1  +  4>^^ 


1.2.3 


iv^  + 


1  +  44;^2_|_  1(5^1 
1  .  2  .  3  .  4^5 


w^  — 


sin  araw  .  cos  am«/ 


4  -l->^2 


7tv 


T 


3  ,    16  +  44  /fä  +  >J4 
1.2.3  ^1.2.3.4.5 

raodre/  <  K'    . 

13.    Wir   werden    nun    die    elliptischen   Funktionen    in    FouRiERsche 
Reihen    entwickeln;     vorher    wollen 
wir  die  Fourier  sehen  Reihen  auf  kom- 
plexe Veränderliche  ausdehnen*). 

Die  Funktion  f{z)  sei  periodisch 
und  habe  die  reale  oder  komplexe 
Periode  a>;  sie  sei  femer  endlich  und 
eindeutig  innerhalb  eines  unendlichen 
Streifens  AqA^BqB^  (Fig.  74),  dessen 
Ränder  die  Richtung  der  vom  Nullpunkte 
nach  dem  Punkte  co  gezogenen  Geraden 
haben.  Nach  der  Voraussetzung  zerfällt 
dieser  Streifen  in  kongruente  Rechtecke, 
deren  in  der  Richtung  des  Streifens  ge- 
messene Länge  AqA^  einer  Änderung 
des  s  um  den  Periodizitätsmodul  cü  zu- 
gehört, so  daß  für  entsprechende  Punkte 
dieser  Rechtecke  /{z)  denselben  Wert  hat. 


Fig.  74. 


Wir  führen  eine  neue  Veränderliche  /  durch  die  Gleichung  ein 


1) 

und  setzen  t  =  rg'^;  dann  ist 


2jts  . 

e  '"  '=  t 


2) 


9  -TT  ^9 


^n 


2n 


Bewegt  sich  z  auf  einer  Parallelen  zu  AqA^j  so  durchläuft  es  die  Werte  z-\-m(09 
wobei  m  real  ist.     Gehören  r^  und  '&^   zu  s  +  wco,   so   ist 


3) 


2  +  w  w  =  -  ^—  /ri  +  -  -  1^1 


Durch  Subtraktion  von  2)  und  Division  durch  o)  ergibt  sich 


m  = 


Da  m  real  ist,  so  folgt  hieraus  f\  =  r;  ferner  folgt  für  m  =  1  der  Wert 
^^  =  1? -}- 2  tt;  beschreibt  also  z  eine  Parallele  zur  Streifenrichtung,  so  bewegt 
sich  t  auf  einem  Kreise,  schreitet  z  um  co  fort,  so  durchläuft  /  einen  vollen  Kreis. 

Hieraus  folgt,  daß  den  Loten  zur  Streifenrichtung  in  der  2-Ebene  Strahlen 
durch  den  Nullpunkt  in  der  /-Ebene  entsprechen. 

Gehören  nun  zu  AqA^  und  B^^ß^  die  Werte  r  =  Tq  und  /•  =  r^ ,  so  entspricht 
dem  Rechtecke  AqA^B^Bq  der  zwischen  den  mit  den  Radien  r^  und  r^  beschrie- 


*)  Briot  et  BouQUET,  Theorie  des  fonctions  elliptiques,  2.  Aufl.  Paris  1875.  S.  161. 
Königsberger,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Funktiouen,  Leipzig  1874,  1.  Teil, 
S.  230. 
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benen  Kreisen  enthaltene  Ring.     Da  nach  der  Voraussetzung  f{z)  innerhalb  dieses 
Rechtecks  eindeutig  und  endlich  ist,  so  ist  die  Funktion 


A-'-rA  • 


die  aus  f{z)  durch  Ersetzung  von  z  durch  /  hervorgeht,  eindeutig  und  endlich 
für  den  zwischen  r  ^=  rQ  und  r  ^  r^  enthaltenen  Kreisring.  Daher  kann  diese 
Funktion  (§  2,  Nr.  13)  in  eine  Reihe  von  der  Form  entwickelt  werden 


n 

•oo 


Ä.r 


Wenn  man  /  w^ieder  durch  z  ersetzt,  so  hat  man  daher 


4)        m  - 


4-00  2i>:ts  . 


oo 


gültig  zunächst  für  das  Rechteck  AqA^B^B^\   da  aber  für  zwei  Werte  z  und  z  -\-  o> 

2HJtZ 

sowohl  /{z)  als  e  ^  denselben  Wert  haben,  so  folgt,  daß  die  Reihenentwicklung 
für  den  ganzen  zwischen  den  Geraden  A^A^^  und  BqB^^  enthaltenen  Streifen 
gültig  ist. 

Für  die  Koeffizienten  hat  man 


""  ^  21^/^ 


I  — «— 1 


ät    , 


erstreckt  über   einen  Kreis,   dessen  Halbmesser  zwischen   Tq  und  r^  liegt;    führt 
man  z  ein,  so  entsteht 

5)  an  =  -\f{z)e      ^      dz 


erstreckt  über  AqA^,   oder   eine   innerhalb   des   Streifens   liegende   parallele    und 
gleiche  Strecke. 

Ersetzt    man    in    4)    und    5)    die    Exponentialgrößen    durch    goniometrische 
Funktionen,  so  erhält  man  die  FouRiERsche  Reihe  in  der  Form 

/(-)  =  «0  +  *'  ^(^«  —  ^-«)  •  sin     — - 

1 

vr^/  \  2ftJiz 

+    >(«»+  ^-n)  •   COS , 

^J  Ü) 

1 

die  mit  der  im  1.  Buche  §  11,  Nr.  15,  3)  mitgeteilten  übereinstimmt 

14.    Ist /{z)  =sinam5*),  so  schlagen  wir  zur  Ermittlung  des  Integrals 


1 


4.K 

n:xz  . 


«.  =  ^//W«    '''   dz 

0 

folgenden  Weg  ein. 

Hat  das  Rechteck  OABC  (Fig.  75)  der  Reihe  nach  die  Eckpunkte  j?  =  0, 
4Ä',  4A'4-2Ä''/,  2K'i,  und  umgehen  wir  die  beiden  Punkte  D  und  E,  für  die 
s  = /Ä'' und  ^  K  -\-  iK\  also  sin  am 2:  unendlich  ist,  durch  verschwindend  kleine 
Halbkreise,  und  schließen  den  Punkt  2  Ä"  +  2  K'iy  in  welchem  sin  amjsr  ebenfalls 


*)  Den  bisher  aus  leicht  erkennbaren  Gründen  festgehaltenen  Gebrauch,  die  Veränderliche 
in  den  elliptischen  Funktionen  mit  w  zu  bezeichnen,  geben  wir  nun  auf. 


§7 


Die  elliptischen  Funktionen.     Entwicklung  derselben  in  Potenzreihen  u.  s.w.  22^ 


unendlich  ist,   durch  einen  verschwindend  kleinen  Kreis  H^H^H^  aus,   so  ist  für 


U7t» 


n:tz 


^B 


die  Funktion  f(z)e    *'^    dz 

jOA+fAD^  +fD^D^D^  +jD,B+jBC+jC£^  +JE^E^E^ 

+  JE,O+JH^ffiH^  =  0     . 

In  entsprechenden  Punkten  von  OC  und  AB  haben  sinam^  und  e  ^^  den- 
selben Wert,  dz  aber  entgegengesetzt 
gleiche  Werte,  mithin  verschwindet  die 
Summe  der  auf  diese  Strecken  bezüglichen 
Integrale.  In  entsprechenden  Punkten  der 
Seiten  OA  und  BC  hat  sin  am  2  gleiche 
Werte,     zur    Exponentialgröße     tritt    aber     j<i,   \j* 

der  Faktor  ^     ^   . 
Wir  setzen 

e 


So 


J)i 


^l    fJJ^s 


n 


K 


=  ^ 


0 


Fig.  76. 


und  haben  daher 

J0A+JBC={1  -^'"*)jOA     . 

Statt  des  Integrals  j E^E^E^  können  wir  j D^D^D^  setzen,  da  in  ent- 
sprechenden Punkten  beider  Halbkreise  die  zu  integrierende  Funktion  gleiche 
Werte  hat.  Für  die  Kreisintegrale  über  D^D^D^  und  HqH^H^  setzen  wir  der 
Reihe  nach,  indem  wir  den  Halbmesser  mit  r  bezeichnen, 

s  =  2  Ä'  +  K'i  +  r  /r'>  ,     bezw.  =  4  Ä'  +  K'i  +  re'^     , 

bezeichnen  die  verschwindende  Größe  re^*^  mit  q  und  beachten,  daß 

sin  am  (2K+K'i  +  ^)  =  — 


sin  am  (4  K  +  K'i  +  q) 
Somit  erhalten  wir 


^sin  am^ 

1 
y^sin  am^ 

2.-1 


0 


U  7t  O 

2/C 


sm  am^ 


ä(p 


Wir  gehen  nun  zur  Grenze  für  ein  verschwindendes  q  über;  da 

lim-T-^^ =  1  ,      lim<!r     *^ 


•  7 


=  1 


80    folgt 


sm  am  g 


Hieraus  erhalten  wir 

IK    J  2K 

Daher  ist 


» —  «jr» 


y?" 


cosnji  —  1 


1  -  -  $r« 


ö«  +  Ä_„  =  0 


a^n  —  ^—2«  =  0  ,       ^2«4-l  —  rt_2«-l  =  — '  • 


2^      y^-2«4-i 


kK       1— ^2«  +  l 
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Dies  ergibt  nun  die  gesuchte  Entwicklung 


sm  am. 


271 


i^ 


kK  VI 


.     nz 


IV^      .    Otts:    . 


15. 


Zur  Ermittlung  des  geradlinigen  Integrales 


ü 


tiJlZ  . 

cos  am^:  •  e    ^X'   Jz 


Fig.  70. 


bilden   wir   ein   Parallelogramm   OABC  (Fig.  76),   für   dessen  Ecken   5  =  0,  ^K^ 

6  A"+  2  K'i,  2  Ä'+  2  A!''  /  und 
schließen  die  beiden  Punkte 
2KArK'i  und  ^  K -^  K' i  im 
Innern  dieses  Parallelogramms,  in 
denen  cos  am 5  unendlich  wird, 
durch  gleiche  verschwindende 
Kreise  aus.  Das  Integral,  erstreckt 
über  den  Umfang  des  Parallelo- 
gramms, ist  gleich  der  Summe  der 
beiden  Kreisintegrale.  In  ent- 
sprechenden Punkten  der  Seiten 
AB  und  OC  haben   cos  ams   und 

die  Exponentialgröße  gleiche,  dz  entgegengesetzt  gleiche  Werte;  also  verschwindet 

die  Summe  der  über  AB  und   CO  erstreckten  Integrale. 

In  entsprechenden  Punkten  von  OA  und  BC  hat  cosams  gleiche  Werte  und 

zur  Exponentialgröße   tritt  der  Faktor 

e   ^^  =  (— ^)~       • 

Die  beiden  Integrale  geben  daher  vereint 

[l-{-g)-''].jOA      . 

In  den  Kreisintegralen  setzen  wir 

z  =  2K+K'i+Qy     bezw.      =^4.K+K'i+Q     , 


und  beachten,  daß 

—  ^(2A'4-A''/4-o) 

cosam(2i^+ i^'/+^).^    «^ 


n 


2 


-„„,       _           Aamg 
=  t  •  e  •  q    ^  •  -^-^ ^ —  .  e     ^^ 


^sin  am^ 


nnt 


-^(4A'+A'';4-fl)  „ 

cosam(4ir+A^'/+^).^     '-^^  ^^' ^ —i  .  q     2  .  _jr_.   _^  .  ^     2K       ^ 


— Y       ^4am^ 


nno 


ksin  dimg 


Die  Summe  der  beiden  Kreisintegrale  ist  daher 


n 


k  j  smam^ 

0 


^zlam^      -w' 


2A' 


d(p     ; 


ihr  Grenzwert  für  ein  verschwindendes  q  ist 

--  nm 

e  iq 


2  JT  /  -  -- «jr»\ 


2" 
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Daher  ergibt  sich 

an  = 


n 


2kK^  'l—{—q) 


—  n 


Ist  n  gerade,  so  ist  0^  =  0  ;  für  ungerade  n  hat  man 


r        2 


a%n-\-l  = 


mithin  ist 


kK     ^««  +  1+1 


%«-f  1  —  ^— 2«— 1  =  0  ,  Ö2»-f  1  +  ^— 2»  — 1  = 


271 


2«  +  l 

r        2 


Dies  ergibt  schließlich  die  Entwicklung 


kK     ^»"+1+1 


cosamjs  = 


Jk 


y^ 


:t5 


cos 


/ 


rS 


3  71Z 


-I — cos 1- 


y^ 


ÖTiar 


2K   '   1+/5^'''YZ  +  "" 


1  +  ^      2Ar  '  1  +  ^3 

16,    Um  Jams  in   eine  FouRiERsche  Reihe   zu   entwickeln,   haben   wir   das 
geradlinige  Integral  auszuwerten 

2A-  r 


nnz 


I  Aa.mze     ^ 


ds 


B 


Wir  integrieren  auf  dem  Umfange  OABC  (Fig.  77),  in 
dessen  Ecken  js;  =  0,  2  AT,  2Ar+4Ä''/,  ^K'i,  und  schließen 
die  Punkte  K'iy  SK'i,  2K+K'i,  2K^ZK'i,  wo  Jamw 
unendlich  groß  wird,  durch  kleine  Halbkreise  aus.  Die 
Integrale  über  AB  und  CO  haben  wieder  die  Summe  Null. 
In  entsprechenden  Punkten  von  OA  und  CB  hat  Aamz 
gleiche  Werte,    die  Exponentialgröße   nimmt   den   Faktor  an 

4«.-rA'' 


/ 


T 


1 


A'      _ 


—  4« 


die  beiden  Integrale  geben  daher  zusammen 

{l^q-^^).jOA     . 

Anstatt    der    vier    Halbkreisintegrale    kann    man    zwei 
Kreisintegrale   um   iK'  und  3  iK'  nehmen.     Wir  setzen 

z=^iK'+Q,       bezw.   =  3/Ar'+ß,       Q  =  r^v 

und  bemerken,  daß 


■    • 


r 


0 


Fig.  77. 


Jam(iAr'+  0)  •  e 


-  —  (rA'-fß) 


nm 


=  — t 


.cosam^       —n     — ..-» 


sm  am  q 


•^ 


HTtQ 
K 


4  ,n      zrf    ,        X        v^(8rA'+f>)  _    .COSam^         -3« 

Jam(3/Ar'+ p)  •  <f     ^  =^  — -'g 

sm  am^ 


nrtQ  . 
—  3h      — ,   f 

e      ^ 


Für  die  beiden  Kreisintegrale  ergibt  sich,  wenn  man  g  unendlich  klein  nimmt, 

2  7i{q^''  —  q-^")     . 


da  a«. 


Daher  ist                                                   . 

TT       ^"^  —  q-^^        71 

?- 

*        K  '     1       ^-^^          Ä' 

1  +  jT«« 

-1,  =  fl«  ,    so  ist 

2  7t          q** 

«0     oA- 

"-    ''-"    ^  1  +  ^»  • 

SCHLGEMILCUS  Handbuch  der  Mathematik,  2.  Aufl.,  Bd.  IIL 
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Dies  liefert  schließlich 


n         27i(     q  nz  q^ 

n  amjs:  = .   -  cos  -      A 

2  Ä'  ^  A'  VI  +  ^2         K^  \-\-q^ 


2nz 


^  cos— - 

+  q^  K 


+  T- 


1+^« 


COS 


3  715  \ 


Diese  FouRiERschen  Reihen  für  sinam^:,  cos  am 2:  und  Jams  gelten  für  alle 
Werte  von  z  innerhalb  des  Streifens,  der  sich  parallel  der  realen  Achse  erstreckt 
und  dessen  Ränder  durch  die  Punkte  -V^i  K^  gehen.  Jenseit  dieses  Streifens 
wiederholen  sich  die  Werte  der  elliptischen  Funktionen,  gemäß  ihrer  komplexen 
Periode,  und  zwar  bei  cosams:  und  A  ajnz  mit  Vorzeichenwechsel;  die  Fourier- 
schen  Reihen  sind  aber  nur  einfach  periodisch  und  setzen  sich  jenseit  des 
Streifens  mit  andern  Werten  fort,  als  die  Funktionen,  mit  denen  sie  für  Punkte 
im  Innern  des  Streifens  übereinstimmen. 

17.  Aus  den  in  Nr.  14,  15  und  16  entwickelten  Reihen  lassen  sich  durch 
Differentiation,  Integration  und  geeignete  Ersetzungen  eine  große  Anzahl  brauch- 
barer Reihen  ableiten.     Wir  beschränken  uns  hier  auf  wenige  Beispiele. 

Ersetzt  man  in  den  drei  Reihen  z  durch  /^  —  5 ,  so  entsteht 


1) 


2) 


COS  am  2 


2ji 


Aaiaz       kK\l 
sin  am  2         2  Ji 


\q  71  z 

' cos  ~ — 

—  q        2K 


^r 


r  , 
I//7O 


1— ^« 


?>  nz         \q^  h  nz 

cos H —    cos 

2K^  \-Q^^         2K 


>V 


zlams        /'/''Ä'\l  +  ^ 


.     nz 


i\ 


.    3  nz 


3) 


1 
Aamz 


sm 


7  + 


iq^ 


2K   '    1+^^ 


^       ,    5  nz 
sm 


2A' 


n  2  n  I      q 

^2>^Ar~>^x  Irr 


q  nz 

—  ö  cos  -— 


q'^  2nz  q 


3  n . 
-  cos  -  - 
+  ^«  AT 


Aus  den  Änderungsformeln  §  6,  Nr.  5 


4) 


^^1  +  ^'  'Pi]  =  Ci-+^'}^i^'<P)    . 


sm^Pj  = 


(1  +  /^)  cos9?sin99 


A{(p) 


COS^j   ^ 


1  —  (1  +>i')sin*9' 


J(9P) 


J(«p,)  = 


1  _(1  -.-i')sin^(p 


erhält  man  sofort,  indem  man  F{kj  9?)  =  w  setzt. 


sm  am 


cos  am 


(l+>^)«s 


(1  +>^')«/, 


J^ 


1+>^'J 
1  -     k' 


(1  -{-  k')  cos  amo/  sin  am7£/ 
Aannw 

1  —  (1  +  ^')  sin^  am7£/ 


Jam 


7V 


...  I    . 


Da  nun  nach  4)  die  Werte  q=  In  und  ^^  =n  einander  entsprechen,  so  ist 


also 


1  -    /f     ; 


=  ^h:|'2)  =  (^  +  ^')^- 


lA-k" 


1  +  J^ 


I » 


K     . 
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Der  Ergänzungsmodul  zu ist  - — —  -,    Aus  §  6,  Nr.  5,  11)  erhält  man 

1  +  Ä  1  -{-  J^ 

leicht 
also 

Ersetzt  man  also 

1  ~  k' 
k  durch  - — ■ — --  und  w  durch  i\  -\-  )f)w     , 
1  +  Ä 

so  hat  man  für  iT,  K\  q^  sinamze/  und  cosamze/  der  Reihe  zu  setzen  ^(1  4*^ -AT, 
(1+^')-^'»  ^*»  (1 +  ^')  sin  am«/ cos  am«/:  zl  am«/,  [1  —  (1 +>t)sin2amw] :  zfam«/. 
Hierdurch  erhält  man  aus  der  Reihe  für  sinam^r*): 

sin  ami?  cos  am^ 


zjams 


4jr  l      q        ,    7iz    ^        q^       .    3jrs  q^        .    bnz   .         \ 


§  8.     Die  Thetafunktionen. 
1.    Die  FouRiERsche  Reihe 


1)  S{z)  ==:^a„e 


-}-0O  2».TS    . 

a> 


■oo 


ist  eine   einfach  periodische  Funktion   von  z  mit  der  Periode  a>.     Ersetzt  man  z 
durch  2;  +  /i,  so  erhält  man 


Siz  +  ju)  ^^a„€ 


4-00              injzu                2h:tm  . 
—t / 


00 


oder,  wenn  £  ^      =  q  gesetzt  wird, 

4-00  2«Ä» 


V 


5(»  +  jM)  ==^  a„  jT-»  .  e 


t 


00 


Ist  ^  nicht  o),  so  ist  <^  von  1  verschieden,  und  daher  S{z  +  fi)  nicht  gleich 
5(2r),  also  gibt  es  neben  co  nicht  noch  eine  zweite  Periode.  Wenn  es  nun  auch 
nicht  möglich  ist,  durch  FouRiERsche  Reihen  eine  doppeltperiodische  Funktion 
darzustellen,  so  kann  man  doch  versuchen,  die  Koeffizienten  a^  so  zu  bestimmen, 
daß  S{z  +  fj)  bis  auf  einen  von  den  a^  unabhängigen  Faktor  mit  S{z)  über- 
einstimmt Wäre  es  dann  weiter  möglich,  eine  ähnliche  Reihe  anzugeben,  die 
beim  Übergange  von  z  auf  z  -\-  fx  denselben  Faktor  einnimmt,  so  würde  dann 
der  Quotient  beider  Reihen  doppeltperiodisch  sein. 

Unterwirft  man  in   1)  die  Koeffizienten  der  Bedingung 


*)  Weitere  Entwicklungen  dieser  Art  und  einen  Übergang  von  FouRiERschen  Reihen   auf 
unendliche  Produkte  siehe  Schloemilch,  Kompendium  Bd.  U,   Abschn.  Elliptische  Funktionen. 
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wobei  y  von  n  unabhängig  sein  soll,  so  erhält  man 

Nimmt  man  oq  =  1,  so  ist 

a^     =    yg,  a^     =    y2^B^  ^^ySgP,^  _, 

«(«-f  1) 
Hier  kann  man  noch  über  y  frei  verfügen;  nimmt  man 
SO  wird 

und  man  erhält  zwei  Formen  für  5,  nämlich 

2)  ^(-1)«^'-  und      2l^  ' 

—  oo  — c» 

Um    ähnlich   gebaute    Reihen   zu   erhalten,   die    beim  Übergange  von  z  auf 
z  -{-  jbi  um  einfache  Faktoren  wachsen,  betrachten  wir 

•4-00  (2«-{-l).T5     . 

3)  5i(ä)  =  "V^H^ 


oo 


Setzt  man  hier  »  +  A*  ^^^  ^»  ^^  entsteht 

4-O0 


2«  +  l  (2«+l)7t«   . 


oo 


Bestimmt  man  die  d  durch  die  Bedingung 

_2»-fl 

so  wird 


2713 

1 


S,{z  +  ß,)  =  y,.,     -     .S,{z)     . 
Aus  4)  folgt 

^1   =  ^0  J'l  ^*  »        ^2  =  ^1  71  ^*    '         ^8   =  ^2  7l  ^^    »        •  •  • 

«3-1-2« 

Wir  nehmen 

yi  =  y  =  :r^    ^  ,    ^0  =  ^'^    » 

und  erhalten 

Für  die  Reihe  S^   erhalten  wir  somit  die  beiden  Formen 

—  oo  — oo 

Wir  sind  hierdurch  auf  die  Untersuchung  der  vier  Reihen  2)  und  5)  geführt 
worden.  Wir  ersetzen  in  denselben  nz'.co  durch  z  und  i^n'.O)  durch  — q\ 
femer  fügen  wir  zur  letzten  Reihe  den  Faktor  /. 
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Die    vier    Reihen,    die    wir    so    erhalten,    führen    nach    Jacobi    den    Namen 
Thetafunktionen  und  werden  durch  die  Funktionszeichen 


bezeichnet,  so  daß 


6) 


§^{z)  =  /2'(-l)V-(«+4)"ö-«(2«+i)»     , 

Wird  unter  e~^  ein  realer  positiver  echter  Bruch  verstanden,  so  haben  diese 
Reihen  für  jedes  endliche  z  endliche  Werte  und  werden  nur  mit  z  zugleich 
unendlich  groß. 

Wir  werden  nun  die  wichtigsten  Eigenschaften  der  Thetafunktionen  ent- 
wickeln; am  Schluß  dieser  Untersuchungen  wird  der  Zusammenhang  mit  den 
elliptischen  Funktionen  hervortreten. 

2.  Rechnet  man  je  zwei  Glieder  der  Thetafunktionen  zusammen,  die  zu 
entgegengesetzt  gleichen  //  gehören,  so  erhält  man  die  Reihen  in  folgender 
Gestalt 

#(5r)  =  1  —  2^-ecos2s;  +  2^-*öcos4iJ  —  2<?-»öcos6  5  +  .  .  .     , 


1) 


1*1  (z)  =  2  fe-Q  sin  s  —  2  y  <r-«^  sin  3  2  +  2  y^-^^ff  sin  5  z 


K, 


4  , 


2) 


3) 


4) 


%{z)  =  2  yr-e  cos«  +  2  j'*?-»''  cos3  z  +  2 V^-**e  cos5  «  +  .  . .     , 
i?3(2)  =  1  4-  2 ^e  cos2 0  +  2  <^*e  cos4  3+2 r-^e  cos6 «  +  . .  . 
Hieiaos  erkennt  man  die  Beziehungen 

*(»)  =  ^8(J^--^).       &^{z)  ^  »^{\n  -  z)     , 
^^iz)  = -».ii  TT  -  z)  ,       i?,(5)  =  <?(|;r-«)     . 
Bezeichnet  m  eine  ganze  Zahl,  so  ist 

§(z  +  m7i)  =  '»{z)  ,  i>2 (^  +  w^)  =  (- ir  1*2 W     ' 

i?i(0  +  mji)  ==  {-iy'&^{z)  ,     9^{z  +  wtt)  =  i?3(ä)     . 
Ersetzen  wir  in  Nr.   1,  6)  die  Veränderliche  durch  z-{-^igt  so  folgt 

'    ^i^  +  i^'Q)  =  ie^o-'''»^{z)  , 

Eisetzen  wir  hier  wieder  z  durch  z  -{■  \iQ,  so  entsteht 

&i{z  ^  i Q)  =  - eB-*'* &^{z)     , 

[^,{z+iQ)=      ee-'"»,{z)     . 

Wenn  man  dies  mehrmals  wiederholt,  und  dann  noch  z  —  i  •  m^g  für  5  setzt, 
so  erhält  man  für  jede  ganze  Zahl  m^ 

'    ^{z  +  m^'  ig)  ==  {—lY'^e^'Q-^^'^^'»{z)     , 

#i(0  +  »ii  -tg)  =  (— l)'"i^'«?ff-«'**i**i(2:)      , 


5) 


6) 


7) 
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Aus  3)  und  6)  folgt  noch 

l  1^3(2  +  m7i  +  mj^'  ig)  ==  e^*o-i^''»i»^^(2)     . 

Aus  diesen  Gleichungen  erkennt  man  sofort,  daß  der  Quotient  je  zweier 
Thetafunktionen  doppelt  periodisch  ist;  die  Perioden  sind  von  der  Form 
m  •  71  -{-  n  •  tQf  wobei  m  und  n  gleich  0,  1   oder  2  sind. 

3.    Die  Multiplikation  der  beiden  Funktionen 

ergibt  die  Doppelsumme 

Für  den  Exponenten  von  e  kann  man  schreiben 

-2e[i(«  +  my  +  \(n  -  «)«]  -2i\i(n  +  m){z  +  0  +  4(«  -  »«)(«  -  0]     • 

Die  Zahlen  n  -\-  m  und  n  —  m  sind  gleichzeitig  gerade  oder  ungerade;  be- 
zeichnen a  und  d  ganze  Zahlen,  so  ist  also 

n  -\-  m  ^=  2  a  ,  und  zugleich     n  —  m  =  2  d     , 

oder  r.  ,       ^ 

n-^m  =  2a-\-l,     und  zugleich     n  —  m  =  2  o  -{-  1 

Durchlaufen  a  und  d  alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen,  so  erhalten 
n  -{-  m  und  n  —  m  alle  möglichen  Werte. 

Ersetzt  man  m  und  n  durch  a  und  d,  so  erhält  man 

Hieraus  folgt 

1)       *8(^)-*8(f)  =  *8(-  +  C,2^).*3(^-C,2^)  +  ^2(s  +  f,2^).*,(2r-C,2ö)    . 

Ersetzt  man  hier  z  durch  ^ji  —  z,  ^  durch  Jtt  ~  C»  ^^^  beachtet  Nr.  2,  2) 
und  3),  so  erhält  man 

Aus  Nr.  2,  4)  ergibt  sich  leicht 

Ersetzt  man  hier  q  durch  2q,  so  entsteht 

•»^{z-tQ,  2^)=^*?+'*.  '»i{z,2Q)     • 

Ebenso  erhält  man 

*2(^  -  '■?»  2  ^)  =  ^ie+''  .  ^^(z,  2  o)     • 

Wenn  man  nun  in  1)  z  durch  s  —  J  /  ^,  C  durch  f  —  i  /  ^  ersetzt,  und  Nr.  2,  6) 
beachtet,  so  folgt 

Werden  hier  e  und  f  durch  \n  ^  z  und  -|  ;r  —  C  ersetzt,  so  ergibt  sich  noch 

4)  y?,(5) . ^,(0  =  -d,(5  +  c, 2e) . ^3(^5 -  c, 2e)  +  ^8(-  +  C. 2e) .*,(a-  c. 2e). 


§8 


Die  Thetafunktiouen. 


231 


o) 


Ans  diesen  Gleichungen  erhält  man  leicht  die  folgenden 

&{z)i  =  ds(0.  2  q)  •  »g{2  3,2q)-  i>2(0,  2  q)  •  »,{2  z,  2  q) 

*i  (2)*  =  d«(o,  2  e) .  *3(2 s,  2 e)  -  <>8(o,  2  e) .  0.(2 5, 2  g) 
l  *3(5)«  =  i?3(o,  2  e) .  ^3(2 s,  2 e)  +  ^,(0, 2 0) .  d,(2 5. 2 e) 

Hieraus  ergeben  sich  die  Gleichungen 

(  *(«)»  + ^3(3)*=    2d,(o,  2e)<>3(2  5,2e)   , 
&{zy-  -  ^,(5)»  =  -  2  ^,(0, 2  e) i^,(2 s,  2 e)   , 

t>i (s)«  +  d, (a)«  =      2  y>, (0,  2  e)  *s (2  s,  2  e)     , 
l  *,(2)*  -  d,(«)«  =  -  2 <?3(0,  2 0)<?,(2 5.  2 ß)     . 


6) 


Wenn  man  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  dg (2  5,  2^)  und  ^^(^z,  2  g) 
entnimmt  und  in  die  erste  und  letzte  Gleichung  5)  einsetzt,  so  erhält  man 


7) 


2j>g(0,  2g)  »3(0,  2g) 
dg(0,2g)»  +  i?,(0,  2g)'' 


d(s)«  =  *i(s)«  + 


y>3(0,  2g)«    -  &,(0,  2g)« 


M0,2Qr  +  9,{0,2Q)* 


&,(zy 


8) 


^^(0.  2g)*3(0,2g)_  ^^,(0.  2g)»-*,(0,  2.0)« 

Setzen  wir  ^~^=y^,  so  ist 

dj(0,  2g)  =  2 1'^  +  2i7»  +  2}/4r«' ...     . 

d,(Ü,  2g)  =  1  +  2^  +  2?*  +  2y»  +  . . .     , 

beide    GröOen    sind    daher    positiv.      Aus    der    Ungleichung    (a  —  ^)«  >  0    folgt 
a*  -^-  ö*'>  2  aö,  setzt  man  also 

2tf«(0,2g)^3(0,2g)     ^ 
<>3(0.  2g)i  +  *3(0,  2g)i 

so  ist  ii  ein  positiver  echter  Bruch;  man  erhält  leicht 

»^{0,  2g)»  -  ö,(0,  2g)» 


i?3(0,  2g)«  +  i>,(0,  2g)«      ^^       '*"'      '*'     ' 

wobei   die   Wurzel   positiv   zu    nehmen   ist,   wie   man   aus   7)    für  « =  0    erkennt. 
Hierdurch  wird  aus  7)  und  8) 

10)  k .  &^{zy  =^  k' &,(zy  +  ^,izy   . 

Wir   setzen   hierin   z  =  0   und   beachten,   daß   i>j(0)  =  0;   dadurch   erhalten 
wir  für  k  und  k'  die  einfachem  Ausdrücke 


11) 


A  = 


A(0) 

1*8(0)  J ' 


/i'= 


^0) 

L*8(«) 


4.    In  Nr.  3,  4)   ersetzen  wir  s  durch  z -\- ^/,   C  durch   -17,  g   durch    lg! 
dadurch  entsteht 

M'  +  0  •  *«(«)  - *2(«  +  0 '  M=)  =  *i(2  +  i^  ie)  •  *i(iA  Je)   • 

Hieraus  folgt 


1^ 
7 


L<^,(2  +  /) 


Ms+y,  \q)    »ijy,  ig) 
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Aus   dieser  Gleichung   gelangen   wir   zur  Kenntnis   des  Differentialquotienten 
von  ^2(^)  •  ^sC^)»  indem  wir  zur  Grenze   für  ein  verschwindendes  /  übergehen. 

Setzen  wir  „  ,, 

^.{U.  l-o) 


lim 


-  —  ^  a 


so  ergibt  sich 


1) 


=  — a 


»i{='  \q) 


dz  -      &,(zy^ 

Um   rechts   die   Funktion    t^ii^fig)   zu   beseitigen,    beachten   wir,    daß    aus 
Nr.  3,  3)  folgt,  wenn  wir  z  durch    \ji  —  Zf  ^  durch  0  und  q  durch  ^g  ersetzen, 

»,{z,Iq)^,{0,Iq)^2^,(z)'9{z)     . 
Setzen  wir 

2) 
so  erhalten  wir 

3) 


•da 


^2(0.1«?) 


i;:v  =  ^ 


^,(z) 


^, (s)  m 


äz  P'      &^(z)^ 

Wir  setzen  hier  \jt  —  z  für  z  und  erhalten  so 

^,iz)Mz) 


4) 


^{z) 


=  ß 


dz  ^  ■&[zf 

5*  Die  soeben  gewonnenen  Differentialfonneln  setzen  uns  in  den  Stand,  die 
Quotienten  zweier  Thetafunktionen  mit  bestimmten  Integralen  in  Beziehung  zu 
bringen.   Wir  definieren  drei  neue  Funktionen /(s),  g{z),  h{z)  durch  die  Gleichungen 

^('^==^(.)'         ^^'^--m'         ^^'^=-&{^       • 

Zufolge  Nr.  3, 10)  bestehen  zwischen  diesen  Funktionen  die  beiden  Gleichungen 

1)  /{zf  +  k'.g(zr-  =  k  , 

2)  k'/(z)i  +  g(zy  =^  k  .  A(zy     . 

Femer  ist 


3) 


k  = 


//(0)2  ' 

Die  Gleichungen   1)  und  2)  ergeben 


/:'  = 


/{or 


4)            g{=r  -  j, 

5)                        h(z)^-  -  i 
Aus  der  Gleichung  Nr.  4,  4)  erh 

1  -  -V .  /{zy 

[l-k.ßz)^] 
alt  man  nun 

> 

• 

^^                                  dz     -^'li'    '\ 
also  ist                                 ^, 

z  —  -      -  ■  1 

1    l/i^y] 

d/(z) 

[1  -  kf{zy] 

ß)k    y 

1 

k  M 

[ 

1  - 

-  kf{zY] 
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Wir  ersetzen  hier,  um  mit  frühem  Bezeichnungen  in  bessere  Übereinstimmung 
zu  kommen,     r^f{^)  durch  f  und  z  durch  7u\  alsdann  ist 

fk 

//  r  dt, 


-    i  *-  ^ 

w  =  -  I  -     ~  ^   z=_  =.   --=-  +  Konst. 

J  y(i  -  r-] 


ßj  l'(l  -  C-)  (1  --  i'  C') 

Da  &i{s)  verschwindet,   wenn  ;s  =  0  ist,    also  C  =  0  und  7£/  ^  0  zusammen 
gehören,  so  folgt  - 

-s  ß      r       '^c 

^     j  i'(i-r^)(i->i«c*) 

0 

Die  Konstante  ß  :  k'  läßt  sich  durch  das  geradlinige  Integral 


1 


j 

0 


=  Ä' 


}(1  -  C)  (1  -  ^'  O 


ausdrücken;  denn  dem  Werte  C  =  1   entspricht  /(:;)  =  |'A',  also  bestimmt  sich  das 
zugehörige  z  aus 

Dieser  Gleichung  wird  durch  s  =  \ji  genügt,  w^ie  man  sofort  erkennt,  wenn 
man  in  Nr.  2,  2)  z  durch  Null  ersetzt. 

Der  Differentialquotient  ä^  :  dz  ist  für  ein  hinlänglich  kleines  z  positiv;  das- 
selbe gilt  für  *2 W*8 W  •  *(^)*  ^^^  ^<l^'  folglich  ist  /?  >  0  (Nr.  4,  4)).  Damit 
f  =f{z)  :  yJ  von  0  bis  1  wächst,  hat  man  daher  für  z  von  s:  =  0  an  zunehmende 
Werte  zu  setzen,  bis  man  an  einen  Wert  von  z  kommt,  der  C  =  1  entspricht. 
Man  hat  daher  von  den  unendlich  vielen  Wurzeln  der  Gleichung  8)  (vgl.  Nr.  2,  7)) 
die  Wurzel  z  =  in  zu  nehmen.     Folglich  ist 

«)  M-A-. 

Aus  7)  und  9)  entsteht  schließlich 

2K  r  dl, 


10) 


\K       r 

0 


V(i  -  c*)  (1  -  k^  :^) 


Dem  Werte  ^  =  1  \  k  entspricht 

/(.)=-^.     oder      *,fU^!     . 
Aus  den  letzten  beiden  Gleichungen  Nr.  2,  4)  folgt  für  5  =  0 

und  aus  Nr.  2,  2)  für  z  =  \iQ  folgt  weiter 

Daher  ist  a;  aus  der  Gleichung  zu  bestimmen 
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Dieser  Gleichung  genügen  die  Werte 

z  =  \7i  —  \iQ  -\-  2nn  -\-  tn  '  io     ; 
folglich  ist  ^ 

k 

2K  [dl 

11)  {\n  —  \iQ  -\-2nn  -{^  m  -  ig)  = 


0 

Nimmt  man  rechts  das  geradlinige  Integral,  so  hat  man  bekanntlich 


J  1(1  -  c'K 

0 


/ 


=  K+iK'    . 


y(l_f2)(l_i2^») 


Man  hat  daher  «  =  0,  und,  wenn  q  positiv  vorausgesetzt  wird,  ««=1 
zu  nehmen.     Hieraus  folgt 

71 

also  ist 

Aus  den  ersten  beiden  Gleichungen  Nr.  2,  7)  folgt,  daß 

sich  nicht  ändert,   wenn  w  um  2m7i-\-m^  'ig   zunimmt,   wobei  m  und  m^    be- 
liebige ganze  Zahlen  sind ;  in  Rücksicht  auf  den  soeben  gefundenen  Wert  von  g 

wächst  dabei 

2  J^ 

•  w     um     /«  •  4  A'  +  Wi  •  2  /  Ä''    . 

Ji 

In  gleicher  Weise  vieldeutig  ist  bei  gegebenem  f  bekanntlich  die  rechte 
Seite  der  Gleichung  10);  diese  Gleichung  ist  daher  umfassend  gültig,  sie  enthält 
links  und  rechts  Größen,  die  dieselben  beiden  Periodizitätsmoduln  haben.  Aus  10) 
folgt  nun 

L  =  —r-  •  f\^')  =  sm  am 7v     , 

also  ist 

2ä:        1     '»J7v) 

sm  am 7Cf  =    ,     •    «;"  . 

Ersetzt  man  hier  w  durch  nw  :  2  K^  so  ergibt  sich 


1  ^^(?3 

1  \^A/ 

12)  sm  am«;  =  —  • 


\2Ä' 


Aus  den  Gleichungen  4)  und  5)  folgt 


2  Ä'w       k' 
1  —  sin  2  am =  —g(u>)-     , 

71  k 

1  —  k'^  sin  2  am =  k'  h (a^)«     , 
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also,  wenn  man  auch  hier  w  durch  n  7v  :  2  K  ersetzt. 


/^ 


13)  C08am7£/=  l/   ,   •      -y- 


14)  A  am70  =  |^' 


Setzt  man  die  Reihen  selbst  ein  und  bezeichnet  wieder 


so  erhält  man 

^       2iq.  sin  -j^  -  2  y^" sin  -^  ^-  +  2  V ^r« sin    -^ 
15)      sinamn/  =  - 


'^     1  — 2^cos-     +2^*cos— 2j»co8--    ^    +  ... 

ü    -y^cos  ,,  ^  +  2>y  cos-^-^  +  2|V-  .  cos  g-^.  +  . . . 


16)     cos  am?e/  =  1/  -  -  . 

'  1  —  2  ^  cos 


_«/     ,    ^     ,  2  717^/         ^    ,.  671W    ^ 

q  cos  -  ,  -  +  2  ^*  cos  — — 2  ^-^  cos      - — h  •  •  • 

K  K  K 

1  +  2  q  cos  -  „   +  2  ^^  cos  -        +  2  ^^ cos      - — h  •  •  • 
-  —v           >«                   rr,                             -AT                           A                             A 
17)        AaLmw  =  yk''  , . 

7t  W  ^     .  2  7r7£'  ^     ,.  A7ZW    , 

1  ~  2q cos    ^    +  2 ^* cos  — — 2 ^•' cos  — — — r  •  •  • 

iC  A  iC 

6.  Nach  der  Betrachtung  von  algebraischen  Integralen,  die  eine  Irrationalität 
zweiten  Grades  enthalten  und  einfach  periodische  Funktionen  zu  Umkehrungen 
haben,  wendeten  wir  uns  zu  algebraischen  Integralen  mit  Irrationalitäten  dritten 
oder  vierten  Grades,  erkannten  zwei  verschiedene  Periodizitätsmoduln  und  wurden 
durch  die  Umkehrung  zunächst  der  einfachsten  Integrale  dieser  Art  auf  die  doppelt 
periodischen  Funktionen  geführt. 

Man  kann  auch  den  umgekehrten  Weg  einschlagen.  Von  der  Existenz  ein- 
fach periodischer  Funktionen  ausgehend,  kann  man  fragen,  ob  es  auch  doppelt 
periodische  Funktionen  gibt.  Man  wird  versuchen,  solche  Funktionen  durch 
Reihen  darzustellen,  deren  Glieder  selbst  einfach  periodisch  sind. 

Hierdurch  wird  man  auf  die  Betrachtungen  geführt,  die  wir  in  Nr.  1  an- 
gestellt haben,  gelangt  so  zur  Aufstellung  der  Thetafunktionen,  bildet  die  doppelt 
periodischen  Funktionen /(u),  ^(s),  A{z)  und  findet  dann,  daß  diese  Thetaquotienten 
Umkehrungen  bestimmter  Integrale  sind.  Auf  diesem  Wege  gelangt  man  sehr 
rasch  und  ohne  schwierige  Betrachtungen  zur  Kenntnis  einer  Fülle  von  Beziehungen 
über  die  doppelt  periodischen  Funktionen;  die  Hauptschwierigkeit,  die  in  der 
Untersuchung  der  Integrale  komplexer  irrationaler  Funktionen  liegt,  erscheint 
erst  am  Schlüsse.  Dieser  Gedankengang  war  vorzuziehen,  solange  die  Theorie 
der  Integrale  komplexer  Funktionen  noch  nicht  die  gegenwärtige  Stufe  erreicht 
hatte. 
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7.  Wir  wollen  nun  zeigen,  wie  der  Sammensatz  elliptischer  Funk- 
tionen  mit   Hilfe    der   Thetafunktionen    gefunden  wird*). 

Aus  den  Gleichungen  Nr.  3,  1)  bis  4)  erhalten  wir,  indem  wir  s,  ^  und  q 
durch  ^(s  +  C)>   4  (^  —  0  ^^^  io  ersetzen, 

2)  ^1  [i (=  +  C) ,  i q]  •  ^1  [l(=  -  0 .  i el  =  9, (s) *2 (C)  -  ^. (-) <>s (0    , 

3)  ^2[i(-  -i-  C),  kl  •  ^.IH-  -  C),  iel  =  »?i,(«)i!>s(0  +  '»2(^)^3(0    , 

4)  *>s  [i ('  +  C) .  i  e]  •  <?3  [  U5  -  0 .  J  el  ^  '^3  («)  '>a (0  +  ^2  (2)  *2  (0    • 

Die  Ersetzung   Ijz  —  z  und   ^jt  —  C  für  ;s  und  ^   liefert  hieraus 

T')  ^a  f  J  (« +  0 .  ie]  •  <ni(=  -  0 .  1  el  -  *(-)  no  -  »i  (2)  *,  (C)  . 

6)  ^2li(-  +  0.  JeJ  •  MK^ -  C),  4(?]  =  i?i(s)i?(C)  -  <>(2)^i(:)  . 

7)  ^1  [i  (2  +  « .  i e]  •  »^2  [i(-"  -  0 .  i  e]  =  ^1  (=)  *(C)  +  *  (^)  ^1  (0  . 

8)  nu=  +  0 .  I  e]  •  *8  [i  (-  -  C) ,  i  e] '-  » (=)  * (0  +  t>i  («)  *i  (C)  ■ 

Femer  erhält  man  leicht  durch  Addition  und  Subtraktion  aus  den  Glei- 
chungen 0)  und  8),  4)  und  1),  indem  man  nachher  s,  f  und  q  durch  2  +  ^, 
z  —  f  und   2  Q  ersetzt, 

9)  2^(s  +  C,2q)'    »(=-^,2q)=    n'')&HiO  +  M")9(C)  . 

10)  2^,(5  +  C,  2e)-^,(s-C,2ß)=   i?(2)^,(C)-^s(2)^(C)  . 

11)  29,(z  +  C,2q).&,{s-^,2q)  =  &^{z)9,(0-  ■»{s)9{0  . 

12)  2t?, (s  +  i,  2q)  .  ^3(3  -  ^,  2ß)  =  Mz)9,i0  +  t?(s)i>(C)  • 

Durch  Sonderwerte  leiten  wir  hieraus  einige  brauchbare  Formeln  ab.  Setzen 
wir  in   9)    C  =  - »  so   entsteht 

13)  ^{z)'»^{z)  =  -9{0,2q)'9{2z,2q)     . 

Aus  6)  erhalten  wir,  wenn  ^  =  0,   2z  für  z,  2  q  für  q  gesetzt  wird, 

14)  dl  (z)  ^, (z)  =  <?(0 ,  2  e)  d,  (2  z,  2  q)     . 
Setzen  wir  in  7)  und  3)    f  =  s ,  so  folgt 

15)  *(a)i?i(2)  =  i^2(0,  ie)i?,(s,  iß)     , 

16)  9,iz)9^{z)=l&,(Q,  le)&,{z,\Q)     , 

von    denen   wir    15)   bereits   in   Nr.  4   abgeleitet   und   benutzt    haben.      Aus    den 
Gleichungen  5)  und  8)  folgt  durch  Multiplikation 

m(= + 0 .  iQ\  •  m  (*  -  0 ,  ig]  •  ^3  [i  (-  +  c).  j  e]  •  *3  [i  (=  -  c) .  ie] 

=  i>(s)2d(C)2-i?,(5)»*,(C)«    . 

Ersetzt  man  in  13)  z  durch  -J(^  +  f)  ^^^  dann  durch  i(z  —  f),  sowie  g 
durch  -|^^  und  führt  die  Resultate  in  die  soeben  gewonnene  Gleichung  ein,  so 
erhält  man 

In  6)  und   7)  setzen  wir  z  -\-  ^  und  z  —  f  für  ir  und  f ,  und  erhalten 
18)  t>,  (z,  \q)  ^,  iC,  ig)  =  ^1  (z  +  0  9(z  -0  +  H=  +  0  9,  (z-0     , 

19)        9,(z,  ie)MC,  Iq)  =  *,(«  +  09{z -0- 9{z  +  o*i(s - 0    • 


*)  Die  Herleitung  des  Summensatzes  elliptischer  Funktionen  mit  Hilfe  der  Thetafunktionen 
und  weiteres  über  die  Theorie  der  Thetafunktionen  findet  man  in  Schellbach,  Die  Lehre  von 
den  elliptischen  Integralen  und  Thetafunktionen,  Berlin  1864. 
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Aus  15)  und  16)  ziehen  wir 

Da  nun  aus  16)  folgt,  wenn  man  c  durch  0  ersetzt 

1^,(0,  ie)2  =  i>,(0)i?3(0)   , 

SO  geht  18)  über  in 

20)  2  ^(z)  ^, {z)  t>, (C)  1?, (0  -  »2 (<J)  ^8 (0)  i&t  («  +  C)  *(=  -0  +  »{'  +  C)  ^1  (^  -  Ol  • 
In  gleicher  Weise  ergibt  sich  aus  19) 

21)  2&,{z)&,(z)O(OA(O  =  »A0)9,(0)[M=  +  OH=-  0- 0(2  +  0*1  (s-Ol- 
Wir  erhalten  aus  20)  zunächst 

*(0)«^(0)  A(0) ^{z  +  0  d(5  -  0 1/(s  +  0  +/(5  -     0] 
=  2^(2)2.  i?(0^./(z)^(0>i(0     • 
Bezeichnen  wir  die  rechte  Seite  von  17)  durch  2  7*,  so  folgt 

22)  ^(0)//(0)  .  T  .  [/(z  +  0  +/(^  -  Ol  =/(=)^(0/'(0     • 
Ebenso  ergibt  sich  aus  21) 

23)  i^(0)>5(0)r[/(5  +  O-   /(s-01=/(0^(-')^(-')     • 

Hieraus   folgt   schließlich   durch   Addition   und   Subtraktion,    und    indem   wir 
für  T  wieder  seinen  Wert  setzen 

24)  /(s±0=         ^  /(=)^(0/'(0±/(0^(=)>i(=) 


■ • 


Beachten  wir,  daß 


^(0)=}/;.  ^(0)=-^,- . 


und  setzen 


2/i:s  .  .      i/k  2/Cz 

•  cos  am 


r-        .  2/C3  .        1/  ^ 

f{z)  =  }^  .  sm  am-  ^     ,        g(z)  ^  1/  ^, 


71 


'hiz)  =       _  J  am , 

so  erkennen  wir,,  daß  24)  den  Summensatz  für  den  Amplitudensinus  enthält 
8*  Die  Summensätze  für  cos  am«/  und  Aannw  ergeben  sich  in  ähnlicher  Weise. 
Ersetzen  wir  in  Nr,  7,  9)  und  1 0)    js:  und  f  durch  s  +  C  ^^^  ^  —  C  >  so  er- 
gibt sich 

2^{2z,  2q).'»  (2C,  2e)  =  »?(s  + 0*8(2- 0  +  <>8(«  +  0*(«-0     . 

2*,(2«,  2e).*i(2C,  2e)  =  *(s  +  0*»(2-0-*«(s  +  0*(«-0    • 

Aus  Nr.  7,  13)  folgt 

*(o,  2e)2 .  &(2z,  2e)*(2C,  2e)  =  *(«)*3(2)* (0*3(0    • 

Femer  folgt  für  z  =  0 

Dies  ergibt  *(0.  2,)^-=  *(0)*3(0)     • 

1)  2*(«)*8(«)*(0*4(0  =  *(0)*3(0)l*(-'+0*8(=-0  +  *3(2+0*(2-0]- 

Aus  Nr.  7,  14)  ergibt  sich 

*(0  ,  2  e)« *i (2 z ,  2 q) *, (2  C,  2  e)  =  *i (5) *j(«) *, (0  *, (0     . 
und  hieraus  folgt  weiter 

2)       2*,(a)<>,(a)<>,(C)*,(0  =  *(0)<>a(0)f*(3  +  0*8('      0- *3(2  + 0*(^-0J  • 
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Aus  1)  und  2)  erhalten  wir 

=  ^(0)«>i(0) .  &(s  +  0  »{^  ■  -  0  [H^  -  C)  -  >4(5  +  C)J    . 

In  Rücksicht  auf  Nr.  7,   17)  folgt  hieraus 

A{0)T[A(s  --  C)  +  ;«(=  +  f)]  =  A{z) m     . 
/4(0)  T[Mz  -.C)-Hz  +  Ol  =/(s)^(2)/(C)^(C)     . 
Hieraus  ergibt  sich  schließlich 

dies  ist  der  Summensatz  für  die  Funktion  Jamzc/. 
Ans  Nr.  7,  9)  und  11)  folgt  durch  Multiplikation 

i»{s  +  C,  2e)#8(5  +  c,  2e)i?(5  -c.  2e),?j(2-c,  2e) 
=  d(3)  d,  (3)  [d,  (0*  -  ^(0'\  +  ^HC)  »s (C)  [»B W-  ■  -  'n=)*]    . 

Setzen  wir  in  Nr.  7,   11)  js  =  C,  so  entsteht 

2  <>2  (2  s ,  2  o)  .9,  (0 ,  2  e)  =  <?«  (5)2  -  -  ^8  (2)'     • 

Benutzen  wir  dies  und  Nr.  7,  13),  so  erhalten  wir,  wenn  wir  schließlich  2q, 
2z,  2  C  mit  Q,  z  -\-  ^,  3  —  ^  vertauschen, 

2&(z}&^(z)^{0^,(0  =  &(0)&,(0)[d(z  +  C)d,(s  -  C)  +  ,?,(«  +  C)*(2  -  Ol     . 
Auf  gleiche  Weise  gelangen  wir  von  Nr.  7,   10)  und  12)  zu 
2  ,?i  (s)  i>3  iz)  &^  (C)  1?»  (0  =  »{0)  9^ (0)  [,9 (z  +  C)  ^g  (5  -  -  0  -  *«  (s  +  C)  ^(2  -  OJ      . 
Aus    diesen   beiden    Gleichungen    erhalten   wir    in   Rücksicht    auf   Nr.  7,   17) 

giO)T[g(z  -  0  +  g(s  +  0)  =  ^W^(C)     . 
g{0)T[g{z  -0-  g(:  +  0]  ^Az)h(z)M) h{!:)     . 

Hieraus  folgt  schließlich  der  Summensatz  für  die  Funktion  cosama/  in   der 

^(0)^(.±0  = 1  -/(.)V(C)^ • 


§  9.    Entwicklung  der  elliptischen  Funktionen  in  unendliche  Produkte. 

1.  Eine  Funktion  q)[z)  sei  eindeutig  und  stetig  für  alle  Punkte  im  Innern  einer 
Kurve  c   mit  Ausschluß    der  Punkte  a^y  a^,  .  .  .  a^,    in   welcher   cp   unendlich   sei. 

Wir  schließen  die  Punkte  äj  ,  .  .  .  a/,,  durch  verschwindend  kleine  Kreise  aus: 
alsdann  bilden  c  und  diese  Kreise  zusammen  die  vollständige  Begrenzung  einer 
Fläche,  innerhalb  deren  q^  eindeutig  und  endlich  ist.  Daher  ist  für  jeden  Punkt  z 
im  Innern  dieser  Fläche 

')       ^'■'■•.w=/T/'-/H"'-- -/?-/'  • 

(f)  («i)  («/fr) 

wobei  durch  r        r  r 

Jy     Jy  ...  j 

Integrale  über  c ,  bezw.  über  die  Kreise  um  a^,  a^,  ,  ,  ,  ük   angedeutet  sind,    alle 
in   positivem  Sinne  rücksichtlich  der  von  ihn^n  umschlossenen  Flächen. 
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Es  sei  f{z)  eine  Funktion,  die  für  alle  Punkte  innerhalb  einer  Kurve  c  ein- 
deutig und  endlich  und  von  Null  verschieden  ist,  mit  Ausnahme  der  Punkte 

«1 »  Qa »  ^3 »  •  •  •  ^*     I 
in  denen  sie  Null,  und  der  Punkte 

ßi>  ß2^  ßa^  '  "  ßi     » 

in  denen  sie  unendlich  groß  sei.  Alsdann  wird  /\z)  :/{z)  =  dlf(z)  :  dz  unend- 
lich groß  in  den  Punkten  a  und  ß\  ersetzt  man  daher  in  1)  {p{z)  durch  /'(2r):/(s), 
so  hat  man 

./(«)       />'(/)       dt         -ci/Vv)       dt         Sr  f/V)       dt 


Bekanntlich  ist  (§  2,  13) 

Jf(t)     t-z  z-aJAt)  (,-arJ/(t)     ^         > 

(o)  (ö)  (o) 


Wir  wollen  nun  die  Voraussetzung  machen ,   daß  (s  —  a^)  :  /(z)    für    z  —  ajt 
endlich  und  von  Null  verschieden  sei;  da 


/w     /(2)  -/(«) 


<r 


—  a  z  —  a 


so  ist 


lim  /^'^- =/'(«)     . 


Nun  ist 


>:(^^,=  r'-«-./w  .,,  , 


(o)  (a) 


-\ 


gehen   wir  zur  Grenze   für   einen   verschwindend    kleinen  Kreis  über,  so  wird  für 
seinen  Umfang  (/  —  a)  :  /(/)  konstant  gleich  1  :  f\a) ;  femer  ist  bekanntlich 


i 


•^  ^^    dt=^2nif\a)     , 


folglich  ist 


t—a 

(«) 


3,  /'^•"-■^'"     • 


In  dem  Integrale 


cm 

I  An 


(/  —  ay  dt 


setzen  wir  t  =^  a  -\-  q^^  \  hierdurch  entsteht 


QpUp<f'- 
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§» 


Das  hier  vorkommende  Integral  enthält  die  Elemente  des  Integrals  3)  mit 
einer  endlichen  Größe  multipliziert,  ist  also  mit  3)  zugleich  endlich;  läßt  man 
nun  Q  verschwinden,  so  folgt,  daß 


4) 


f/V) 


(/  —  aydt  =  0     , 


für  jedes  positive  /. 
Femer  ist 


(«) 


'A 


z  -ßj 

1    ff' 

(z  -  ßfj  /( 


rV.-fi<'-«^' 


iß) 


{t  —  ßY^dt—  ... 


Wir  machen  nun  die  zweite  Voraussetzung,  daß  f{z)  •  (s  —  ßk)  für  z  =  ßj^  bei 
jedem  Werte  von  k  eine  endliche  und  von  Null  verschiedene  Größe  sei.    Setzen  wir 

so  ist  also  {z  —  ßjk)  "'  g(z)  für  z  =  ßj^  endlich  und  von  Null  verschieden;   da  nun 


/(«) 


-f(-) 


so  ist 


6) 


li 


und 
7) 


At)  J  g{i) 


(ß)  m 


Aus  2)  bis  7)  folgt  schließlich 

/(«)  1     CnO      dt 

A 


!(1  =  J_/Zw 

f(z)        2ni]f{t)'t 


+  .._!_+    1 


z       z  —  a, 


1 


+  ...+ 


z  —  ak 
1 


^-ßi        ^  -  Ä 


ß^ 


i 


Durch  Integration  folgt  hieraus 

oder 

8)  f{z)  =  C .  «• 

wobei  zur  Abkürzung 


i^-'ßi)i^-ß2)'"i^-ßd 

jUdm       (z  —  Gl)  (;sr  —  Og)  .  .  -  (^  —  O*) 
'    {^-ßl){^-ß2)'"{^-ßJ 


1        ff  in 

2nij'f{t)      t 


dt 


z 


gesetzt  worden  ist. 

Wenn  nun  die  Anzahl  der  Punkte  a  und  ß  unendlich  groß  ist  und  keine 
endliche  Kurve  alle  diese  Punkte  einschließt,  so  kann  man  die  Kurve  c  nach 
einem  bestimmten,  willkürlich  gewählten  Gesetze  unendlich  erweitem;  von  diesem 
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Gesetze  wird  dann  im  allgemeinen  der  Grenzwert  abhängen,  gegen  den  das 
Integral  ( Udz  konvergiert;  gleichzeitig  hängt  von  diesem  Gesetze  auch  die  An- 
ordnung ab,  nach  welcher  neue  Faktorengruppen  in  den  Zähler  und  Nenner  des 
Produktes  8)  eintreten.  Wir  erkennen  so  die  Möglichkeit,  daß  je  nach  der  Wahl 
dieses  Gesetzes  verschiedene  Entwicklungen  derselben  Funktion  in  Form  eines 
unendlichen  Produktes  erhalten  werden  können,  indem  dabei  die  Art  und  Weise, 
nach  welcher  die  Anzahl  der  Faktoren  des  Nenners  zugleich  mit  denen  des 
Zählers  unendlich  wächst,  verschieden  ist 

Die  Konstante  C  kann  aus  Formel  8)  entfernt  werden  mit  Hilfe  des  Wertes, 
den  die  Funktion  f{z)  für  irgend  einen  bestimmten  Wert  der  Veränderlichen  z=^Zq 
annimmt     Man  erhält 

)     JK)     J''^^-(s,-a,){z,-a,)...(z,-aM)'    {z--ßt){z-ß,)...{z-ß,)    ' 

2,    W^ir  wenden  diese  Entwicklung  zunächst  auf  die  Funktion  /(z)  =  sin  z  an. 

Der  Sinus  von  z  wird  nur  für  ein  unendlich  großes  imaginäres  z  unendlich, 

und  verschwindet  für 

z  =  fn  jt     , 

wobei  m  alle  realen  ganzen  Zahlen  zu  durchlaufen  hat 

Wir  wählen  zur  Kurve  c  ein  Rechteck,  dessen  Länge  der  realen  Achse 
parallel  ist,  und  das  symmetrisch  zu  den  Achsen  liegt;  die  beiden  zur  realen 
Achse  lotrechten  Seiten  legen  wir  durch  Punkte,  in  denen  sinz  nicht  verschwindet 

Die  Seiten  des  Rechtecks  nehmen  wir  unendlich  fem   an. 

Für  das  Integral   (7  haben  wir 

dt 


2  7ii.  [/  = 


j  cos/ 
J  'sin7  '  7 


z 

Für    alle   Punkte    auf    dem   Umfange    des   Rechtecks    ist   /  unendlich   groß; 
daher  kann  in  dem  Integrale 

durch  /  ersetzt  werden.  In  je  zwei  Punkten  des  Umfangs,  die  auf  einer  durch 
den  Nullpunkt  gehenden  Geraden  liegen,  haben  /,  sin/,  dt  entgegengesetzt  gleiche 
Werte,  cos/  denselben  Wert,  mithin 

cos/      dt 

«  — 

sin  /        / 

entgegengesetzt  gleiche  Werte;  folglich  zerstören  sich  je  zwei  zu  Gegenpunkten 
gehörige  Bestandteile  des  Integrales  (7  und  es  ist  somit 

[/=  0     . 

Wir  erhalten  daher,  indem  wir  die  zu  entgegengesetzten  m  gehörigen  Faktoren 

vereinigen  .  .     jn  /  j       n    i\ 

smz        z      (sr  —  tt)  (r  —  4  jz^)  (r  —  9  tt)  . . . 

Sin;^0   ~  Zq       (4  —  Jt")  {zl  —  4:71^)  {zl  —  9  71^)  ..  . 

Setzen  wir  Zq  =  0  und  machen  von  dem  Grenzwerte  Gebrauch 


I  smz\ 


1 


so  erhalten  wir  (vgl.  Differentialrechnung  §  17,  Nr.  1) 

.)        .„=..(,_-)(,_/i,)(,_^)... 
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gültig  für  jedes  endliche  z.    Diese  Gleichung  können  wir  durch  folgende  ersetzen: 

CO 

sinjiz        ^^^/.         z^ 


^>       ^'=Z('-5-)  ■ 


1 

oo 


K 


wobei  das  Zeichen    J /     bedeutet,  daß  alle  Faktoren  der  Form 

1 

1  — - 


z- 


/^' 


für  ju  =  1  bis  ju  =  oo  zvL  multiplizieren  sind. 
Wird  unter 


m 


% 


f{*n) 


tn 


das  Produkt   aller  Faktoren  f{fn)f{—^m)  für  alle  Werte  «r  =  1   bis  m  =^  oo  ver- 
standen, so  ist 

a  —  z 

m  m  m      \  _j_  

—  w  — tn  — »f  1  -J-  - 

m 
Also  folgt 


M 


3)        7r(i___^.  u^^.'^.Ti)  . 

/  W  \         m  -{-  aj  sina  n 

—  m 

3«    Die  Funktion  sinamsr  wird   Null  für 

z=2mK+2nK'i     , 

und  wird  unendlich  groß   für 

z=-.  2mK^-  {2n  +  l)K'i     , 
daher  ist  die  Funktion 

=  0  ,     wenn     z  -^  mn  -{-  nx     , 
=^  oo  ,    wenn     s  =  w  tt  +  («  -f"  i)T 


2K 

sin  am z 

71 


wobei 

.      71 K' 

'-"     K        ' 

Die   Voraussetzungen  für  Nr.  1   sind  hier  erfüllt;   denn  es  ist 

-.               z                ..     z  —  THTi  -  '  nr         ...           z--m7T  —  nx  .      tx 

hm =  hm —  — — =    ^Iim    . —        - =    +- 


a  =  o.  2  Äs       i-o        siuam^;  smam(5  — »/tt  —  nx)  2A 

sm  am 

71 

Ferner  ist 

a  =  /A"  c-  0  ^-  =  o^smam;        k 

Da  nun 

X  71    12  K 


=  ■    -    5  —  K'f 


2        2K\  7t 
so   folgt  zunächst,  daß 


lim  \z  —   o  )  ^^'^  ^"^ 


2  Kz  TT 


TT  2kK 

'=2 
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Da  femer  ,^  ,,  ^  ,, 

sin  am ="  +  sin [z  —  mji  —  {n  -\-  -|-)t]     , 

71  71 


lim(5-    /J).sinam =+..,-     ■ 

Z—ß  ^  ^  K  TL 

wobei  »ITT  +  («  +  ■J-)t  durch  ^  bezeichnet  worden  ist. 

Als  Kurve  c  wählen  wir   ein  Rechteck   mit  unendlich  fernen  Seiten,   das  zu 

den   Achsen    symmetrisch    Hegt,    und   dessen   Umfang    keinen   Punkt    enthält,    in 

2  IC 
welchem  sin  am  "    -  z  verschwindet,  oder  unendlich  groß  ist.     Alsdann  ist 


71 

tn 


%% 


{z       m7i    -  nx) 


9  K' 

sm  am  -      z  =  Cz  •  —      •  zs 

71  m  H 


J^J^{^-rn7t-[n+\]T) 


•m  — »  —  1 


wobei  £  die  als  Faktor  auftretende  Exponentialgröße  bezeichnet.  Hierbei  ist 
noch  zu  bemerken,  daß  im  Zähler  m  und  n  nicht  gleichzeitig  Null  sein  dürfen; 
der  hierzugehörige  Faktor  z  ist  vorausgeschickt  worden.     Femer  soll  mit 


n 


—  H-l 

das  Produkt  bezeichnet  werden,  das  entsteht,  wenn  man  jedem  Faktor  mit  dem 
positiven  Werte  n  den  Faktor  zuordnet,  in  welchem  n  durch  —  n  —  1  ersetzt  ist. 
Setzen  wir,  um   C  zu  entfemen,  z  =  0,  so  erhalten  wir 

2K  2K       JLJL\        ~^n  +  nx 

1)  sm  am z  =  z     ^  ^  ^  ^  ^ 

7t  - 


JL  JLv       m7i  +  {n^\)x) 
Das  in  E  vorkommende  Integral 

2Kt 


cos  am 

71  dt 


2Kt      t 
sm  am  - 

erledigt  sich  ebenso,  wie  das  entsprechende  Integral  bei  der  Entwicklung  von  sins. 

Für  jedes  endliche  z  kann  1  :  (/  —  z)  in  allen  Punkten  des  unendlich  fernen 

Rechtecks   c   durch    1  :  /  ersetzt  werden.      In   Gegenpunkten   des   Rechtecks   hat 

cos  am  —  -    denselben  Wert,  sin  am  ,  /  und  dt  haben  entgegengesetzt  gleiche 

71  71 

Werte;    es   zerstören   sich   mithin   die    zu  je    zwei  Gegenpunkten  gehörigen  Teile 
des  Integrals   U\  daher  ist   (7=0  und  £  =  1. 
Hieraus  folgt  „^       ^ 

1-  ' 


7l7l^ 


o  A^         o  jr      ^w^w\  m7i  +  m 

d)  sm  am       -z  =  ~      z 


^  ^  m  H 

TT  jT 


7l7l^ 


1- 


m  TT  +  («  +  I)  T 

///      — ;/ 1 


16^ 
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wobei  m  und  n  alle  ganzen  Zahlen  von  0  bis  oo  anzunehmen  haben,  mit  der 
Beschränkung,  daß  im  Zähler  m  und  n  nicht  zugleich  Null  sein  dürfen.  Vor- 
läufig ist  dabei  noch  die  aus  der  Herleitung  fließende  Bedingung  zu  beachten, 
daß  man  im  Zähler  und  Nenner  immer  bis  zu  denselben  Werten  von  m  und  n 
zu  gehen  hat 

4.  Wir  werden  nun  nachweisen,  daß  die  unendlichen  Produkte  im  Zähler 
und  im  Nenner  einzeln  gültig  sind;  damit  wird  die  soeben  hervorgehobene  Be- 
schränkung gegenstandslos,  denn  der  Grenzwert  des  Quotienten  der  unendlichen 
Produkte  ist  dann  unabhängig  davon,  wie  man  im  Zähler  und  Nenner  m  und  n 
unendlich  wachsen  läßt,  und  ist  einfach  gleich  dem  Quotienten  aua  dem  Grenz- 
werte des  Zählers  und  dem  Grenzwerte  des  Nenners.     Wir  setzen 

m  n 


—  nt 
rn  H 


x7r('-.-5-+i+«7)=«« 


—  m  — H — 1 

und  untersuchen  diese  beiden  Funktionen.  Bilden  wir  in  Q^  {z)  das  Produkt 
aller  Faktoren,  für  die  n  einen  gegebenen  von  Null  verschiedenen  Wert  hat,  so 
erhalten  wir  nach  Nr.  2,  3) 


m 


^jl  '/  z         \        sin(«T  —  z) 

/^\  m7i-\-nx)  sin«T 


nt 


die  Faktoren,  für  die  «  =  0  ist,  geben 


m 

z  \        sinz 


m 


mnl  z 

■m 


daher  ist  « 

2Ä^  ^  1 1  'sin(«T  —  z) 


®i  (^)  =  -'  •  ^^^^  'J^ 


sin  n  T 

H 


ist 


Nach  der  gleichmäßig  für  reale  und  komplexe  Bogen  gültigen  Gleichung 

sina  sin/8  =  ^  [cos(a  —  ß)  —  cos(a  +  ß)\ 
1)  sin(«T  —  5)  •  sin(— «T  —  s)  =  4^(cos2«r  —  cos2£;)     . 

Benutzt  man 

cos2«r  ^K^f»'"^  +  ^-*'«')     , 
sin«T  .  sin(— «t)  =  |(1  —  ^«'«t)»^.-«'«^     , 

jtK' 


2) 


und  setzt  t^^  =  e      ^   =  ^,  so  erhält  man 

2K  .        ^fr^  —  2^««cos2  2;  +  / 


3)  0^(^)  =  ^sins.77' 


8n\2 


1 

2K  .         (l-2^2cos2  2  +  ^^)(l-2^*cos2  0  +  ^«)(l-2^ßcos2:2r  +  ^i2)._ 

sin  2  •  - -- — 

(l_^2)i(l_^4)2(l._.^6y.... 

Da  q  ein  echter  Bruch  ist,  so  konvergiert  der  Nenner 

(1   -i^2)2(l   -^4)2(1   -^«)2... 
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Das  unendliche  Produkt  im  Zähler  ist  von  der  Form 

(1 +«i)(l +«,)(! +^3)...    ; 

dasselbe  ist  bekanntlich  gültig,  wenn  die  Reihe 

^1    1    ^2  ~r  ^3  H~  •  •  • 
gilt,  und  diese  gilt  mit  der  Reihe 

mod2^  +  TCiodz^  +  mod^g  +  •  •  • 

Es  kommt  daher  in  unserem  Falle  auf  die  Reihe  der  Moduln  an 

mod(^*«  —  2  ^**  cos2  z)  ^  q^""  mod(>*«  —  2  cos2  5r)     . 

Der  Quotient  zweier  benachbarten  Glieder  der  Reihe  dieser  Moduln  ist 

^2«+2„2cos2iJ 


q^  •  mod 


^2»  —  2  cos2£: 


Wächst  n  unbegrenzt,  so  nähert  sich  diese  Zahl  dem  Grenzwerte  ^2;  da 
nun  ^*  <  1 ,  so  folgt,  daß  die  Reihe  der  Moduln  und  mithin  auch  das  unendliche 
Produkt  im  Zähler  gilt 

Hiermit  ist  die  Gültigkeit  von  0^  {z)  für  jedes  endliche  z  bewiesen. 

In  dem  unendlichen  Produkte  Q(z)  nehmen  wir  ebenfalls  alle  Faktoren  zu- 
sammen, die  zu  einem  gegebenen  n  gehören;  ihr  Produkt  ist 


m 


%\ 


1    - 


sin  \{n  +  I)  T  —  z\ 


tn 


wi  Ji  +  («  -f  ^)^J  sin(«  +  i)T 


Daher  ist 

e(z)       ^sin[(«  +  -J-)T-5l 


/C        sin(«+  ^)t 


—»—1 
Das  Produkt  zweier  zusammengehörigen  Faktoren  ist 

sin[(«  +  -i)T  —  ^]sin[(— «  —  ]^x  —  z\ 
sin(«  +  i)  7  sin(— «  —  ^)  r 

Die  goniometrischen  Formeln  1)  und  2)  liefern  hierfür 

1  —  2  ^««+*cos2 :?  +  /«+« 

Folglich  ist 

(1  — 2^cos2  5  +  ^2)(i_2^3co82»  +  ^«)(l  — 2^5cos2«  +  ^io)... 


4)         e(z)  = 


(1-^)2(1— ^3)2(1  _  ^5)2... 


Die   Gültigkeit   des   Nenners   erhellt   ohne   weiteres;    die   des   Zählers   hängt 
von  der  Gültigkeit  der  Modulreihe  ab,  deren  allgemeines  Glied  ist 

(^««+imod(^«»+i—  2cos2s)     . 

Der  Quotient  zweier  benachbarter  Glieder 

^  ^««+3— 2  cos 2 2 

g^  mod  — r — T-. 

^  (7««  +  i— 2cos2^ 

hat  den  Grenzwert  q^^  folglich  ist   Q^(z)  gültig. 
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Daher  gilt  für  jedes  endliche  g  die  Entwicklung 


2Ä' 
Sin  am  —  z 
n 

^,  ,      2K  .        (1-  2^2cos25  +  ^4)(l  — 2^*cos22  +  ^»)(l  — 2^«cos25  +  ^i2),. 
'  ^  ^        71  (1  —  2^  cos22  +  ^2)(l  —  2^3cos22  +  /')(l       2^^cos25  +  ^^^)-- 

(1  —qY(\  —g^Yi^  ~~  rY i^ 
'  (F—  g^)^  (1  —  ^*)2  (1  -  ^«)2  .  .  . 

5.    Zwischen    den   beiden   Funktionen   0(z)   und   0^  (s)   findet   ein  einfacher 
Zusammenhang  statt,  den  wir  zunächst  aufdecken  wollen.     Es  ist 

—  m    —  «  —  1 

Wir  wollen  die  Kombination  m  =^  0,   n  =  0   ausschließen;    den  zugehörigen 
Faktor  —  2  z  :  r  müssen  wir  dann  voranstellen  und  haben 


m  H 


1) 


-hD-mXl 


«+lT 


—  m  — H  —  1 


m  71  -\-  {n  -{-  \)  X 


1  - 


Da  nun 


mji  -{-  nx  —  » 


MTi  -{-  {n  -\-  \)x       m  71  '\-  {n  +  \)  X 


=    1 


tn 


71  +  nx/     \         m7i-\'  nx} 


so  ist 


m 


m 


—  m   — M — 1  — m   — n  —  1 

In  dem  für  ein  gegebenes  von  Null  verschiedenes  m  gebildeten  Produkte 


/C\         m7i  +  nx) 


-li— 1 


hat  n  die  Werte  anzunehmen 


während  für  das  Produkt 


0  12  3... 

_1'     _2'     -3'     -4'    ... 

TTfi  -  -  -  -— ) 


die  Werte  für  n  sind 


0; 


-1'     -  2'     -3'    ... 


Hieraus  folgt 


3)       < 


JL\         m7i  +  nx)      /LI 


—«—1 

^    —H  —  l 


mTT  + 


__\ .  lim  f  1  _     ^    ] 

'IT/  „=oo\         mn  —  m) 


1  + 


ir 


—  n 
n 


mjt  -{-  nxj 


/L\         mTT  +  nxJ  „^oo\         niTi  —  nx/ 


—  H 
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Jst  m  =  Of  so  ändern  sich  die  Wertsysteme  für  n  nur  insofern,  als  die 
Werte  0  in  beiden  wegfallen:  die  Gleichungen  3)  gelten  also  auch  für  diesen 
FalL     Aus  3)  folgt  weiter 


/      fft 


m 


1H 


XlZk  "^;».)  '%%k  -.irk.)  -.Ü-Xl' 


z 


tnn 


nx]  ' 


4)  { 


—  m    — n  —  1 


m 


m      — tt 

tn  n 


—  m 
fit 


JLJL\       mn+nx)      J  L  J  L\       mn+nx)  n=o^J  L\       mn—nxj' 

\  — m    — n  —  1 

Nach  Nr.  2.  3)  ist 


—  m 


—  nt 


m 


Ti'  — '—) = 

/C\         mn  —  nxf 


s\ii{z  +nx)       /r^'C^+'O  —  ^-»>+*0 


smfr  T 


e^'^—e 


—  int 


nt 


€^'  .  ^' 


nt 


-  -  f 


t% 


attnx 


<?*•-•  —  1 
Da  ix  eine  negative  Zahl,  nämlich   — nK'\Ky  ist,  so  folgt 


m 


lim 

ff  =  öo 


/^\         mn  —  nx) 


ebenso  ist 


m 


m 


lim  7r(l+—^^-)  ='*'■'      • 
;=oo/W\         mn  —  nx) 


—  m 


Hieraus  ergibt  sich  schließlich 

Ersetzt  man  hier  z  durch  (z  —  ^t),  so  erhält  man 


6) 


e(«)  = 


IS 


0,(a   -ir)     . 


Öi(-lT) 

Die  Funktion  Q^iz)  geht  also  bis  auf  einen  bestimmten  Faktor  in  ©(2)  über, 
wenn  man  z  durch  (2  —  ^t)  ersetzt. 

Ersetzt  man  ter  durch   — s  und  beachtet,  daß 

0(-2)  =  0(2),        e^{-z) 01  (2)       , 

so  entsteht  aus  5)  und  6) 


7) 


8) 


0(2  -  \  X) 


0(2) 


Öi(it) 


öl  (2)     . 


0,(2+H       . 


01  (ir) 
Ersetzt  man  in  6)  z  durch  z  -\-  x  und  benutzt  8),  so  entsteht 

9)  e(z  +  r)  =  -^-'(2«+r)  Q(z)     . 

6«  Die  Funktion  Q(z)  ist  periodisch  und  hat  die  Periode  jt,  sie  ist  femer 
endlich  für  jedes  endliche  z\  hieraus  folgt,  daß  sich  Q{z)  in  eine  FouiUERsche 
Reihe  entwickeln  läßt,  die  für  jedes  endliche  z  gilt,  und  die  Form  hat 


•oo 
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Ebenso,  wie  die  Entwicklung  einer  Funktion  nach  steigenden  und  fallenden 
Potenzen  der  Veränderlichen  nur  in  einer  Weise  möglich  ist,  kann  auch  die 
damit  engstens  zusammenhängende  Entwicklung  in  einer  Füurier  sehen  Reihe  nur 
in  einer  Weise  existieren.  Wenn  daher  zwei  Entwicklungen  derselben  Funktion 
vorliegen 

f{z)  =  IA„  ^  •  2/«  =  ZBn  <?«•«''     , 
so  folgt 

An  -  Bn 

für  jeden  Wert  von  //. 

Mit  Hilfe  dieser  Bemerkung  und  der  Funktionalgleichung  Nr.  5,  9)  sind  wir 
imstande,  die  Koeffizienten  A^  zu  bestimmen,  bis  auf  einen  konstanten  allen 
gemeinsamen  Faktor.     Ersetzen  wir  in  der  Gleichung 

die   Veränderliche  z  durch  s  +  t,  so  entsteht 
^       Ferner  folgt  aus  Nr.  5,  9) 

Vergleichen  wir  in  beiden  Entwicklungen  die  Koeffizienten  von  ^•*'*,  so  folgt 

oder 

dies  ergibt 

A„e-'''"''^i-\)^A     , 

wobei  A  eine  noch  zu  bestimmende  Konstante  bezeichnet. 

Wir  haben  somit  den  Satz:  Jede  eindeutige  Funktion,  die  die  reale 
Periode   ji   hat,   der  Funktionalgleichung   genügt 

und  für  jedes  endliche  z  endlich  ist,  gibt  die  FouRiERsche  Entwicklung 


cx> 


^>  (— 1)«^*-'^+2«-'^    , 


oo 


wo  alles  bis  auf  A  völlig  bestimmt  ist;  jede  solche  Funktion  ist  daher  von  S{2) 
nur   durch   einen   konstanten   Faktor  verschieden. 

7«    Setzen    wir    --/t  =  ^,    also    t  = /ß,    und    vertauschen    n    mit    — «,    so 
erhalten  wir  sofort  die  Beziehung 

1)  e(z)  ==  A  '  '»{z)     , 

diese  Gleichung  lehrt,  die  grundlegende  Thetafunktion  ^(2)  in  ein  unend- 
liches Produkt  zu  verwandeln;  die  Verwandlung  ist  bis  auf  einen  Zahlen- 
faktor A  geleistet,  der  noch  bestimmt  werden  muß.     Der  besondere  Fall  s=0, 

lehrt  ^, 

0(0)  =  A  .  t?(0)     . 

Da  nun  0(0)=  1,    so  folgt 
Nach  Nr.  5,  5)  ist 
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da  nun  bekanntlich 
so  folgt 


3)  e,(5)  =  /^i«.^'y^'^di(.)  . 

Setzen  wir  in  dem  Quotienten 


0,(s)         2Ä'5 


JLJLv'    m'^  +  m) 


71      /L/w\         mji  -\-  nr)  '      z 
5  =  0,  so  erhalten  wir 

Da  nun  nach  3)  das  Verhältnis  0^  (5)  :  &^  {z)  konstant  ist,  so  folgt  schließlich 

Hierdurch  ist  die  Funktion  ^^(z)  durch  das  unendliche  Produkt  Si{z) 
ausgedrückt 

Wir  woUen  noch  zeigen,  wie  it?(0)  durch  ein  unendliches  Produkt  ausgedrückt 
werden  kann.     Nach  2)  ist 

{l  —  2qcos2z  +  q^){\  —  2q^co^2z  +  q^)(l —  2q'^ cos2z  +  q^^)  .  .  .  _      1 
Wir  setzen 

6)  -^'(X-<iy-iX-9r-{^-g'Y---  =  Ji(9)    . 

und  haben  somit 

(1  —  2fcos2  2  +  ^*^)(l  —  2^3cos2  2  +  ^«)... 
=  R{q)  (1  —  2  ^  cos2  5  +  2  ^*  cos4  s:  —  2  ^^  cos6  s:  +  •  •  •)     • 
Ersetzen  wir  hier  z  durch  \7iy  so  entsteht 

^8(0) 

Aus  6)  und  7)  folgt  durch  Multiplikation 

Setzen  wir  in  6)  q-  statt  q,  also  2q  statt  ^,  so   erhalten  wir 

Nun  ist  nach  §  8,  Nr.  7,  13)  für  s  =  0 

^(0,  2e)«  =  ^(0)i?3(0)     , 
mithin 
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Durch  Division  folgt  aus  8)  und   10) 


1 


•         « 


11) 


R(q^)       (l-j,«)(l-j,«)  (1-^10)... 
Hierfür  schreiben  wir 

Ki9)  (1  -  ?*)(1  -  -  4''*)(1  -  ?^*)(1  -    ?'")  •  •  • 


R{q^)       (1  -  q^)  (1  -     q^)  (1  -  jr«)  (1  -  •-  q»)  (1  -  q^O)  .  .  . 

Ersetzen  wir  hier  der  Reihe  nach  g  durch  g'^,  g*,  q^,  ^^^*,  .  .  .  multiplizieren 
alle  Resultate  und  bemerken,  daß  nach  6) 

lim^(^«)  ==  1      , 

«  =  00 

und  daß 

lim(l  -^i-2'')(l  -^«•«'•)(1  -q^'^^){l  -/•««).__  1      ^ 


«=00 


so  erhalten  wir  aus   11) 

^^^  ^^^^  ^  (1  -  q'){i  -  q'){\  -  !?«)(1  -  4^«)  •  •  •      " 

Hieraus  ergibt  sich  nach  6) 
13)  m))  =  (1  -  q){l  -  q^)(\  -q^)...{\-q){l-  q»){l  -  q^)  .  .  . 

Benutzt  man  die  Identität 

(1  -    qi){-i-q>.){l-q^)... 


{l+q){\+q^){\+q»)...^ 


1 


(1-     q)(\-q^){l-qo).:.      ' 
so  kann  man  statt  13)  auch  schreiben 

(l_^)(l_^*)(l_^3)(l_^4)... 


U) 


i?(0)  ■■ 
''       {l+q){l+q'}(l  +  q'')(l+q')... 

8,    Vergleichen  wir  die  beiden  Entwicklungen 


1) 


sm  am 


und 


^    "        ]'k       *(^) 


2  A'  ©1  (5) 

sm  am ^  ^   Arr     » 

jr  ü'(ä) 


d.  i.  nach  Nr.  7,  2)  und  5) 


2  a:    ^((0    ^1^ 


so  folgt  die  Gleichung 

•■^) 


.T  '^HO)    ' 


1    _  2^     t?(0) 

die  auch  aus   1)  für  z  =  0   hervorgeht. 
Aus  Nr.  7,  3)  und  5)  folgt 


B) 


2A'       1     _  .     i  öi(-  J«e) 
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Der  besondere  Wert  0i(-    |^^)  ergibt  sich  aus  Oi{z)  wie  folgt.     Es  ist 

cos{—iQ)  =  J  V  ^'  -f  ^    A'    /  =  J  (^  - 1  -f  ^)     , 

sin(-  1  ig)  =  —  (f- 1  -  ^/)  =  --^1(1-^)     , 

folglich  ist 

1  -    2^**cos2^  +  /«  =  1  -  ^**"~^    -  ^2*  +  ^  +/" 

Hieraus  ergibt  sich  (Nr.  4,  1)) 

^       "'n       2;        '^      j/^     ^         ^^  (1-  jr=')«(l-^*)*(l-ir«)«... 


Daher  ist  nach   3) 

2  AT     i>(0)  _  _^     a  -  ^)g(l  -^3)2(1  _  ^)2  _  ^ 

und  nach  2) 

TT  l^^'    (1  -^)«(1   -^8J2(i  -^ö)2  ... 

Dies  führen  wir  in  Nr.  4,  2)  ein  und  erhalten 


4 


2K         2l7      .        (1  —  2^2cos2^  +  ^*)(l  —  2^<cos22  H-^»)... 

:>)        Sin  am z  =   -  -  -  •  sm«  •  — ■ — 

'  71  p  (l  -  2^cos2s  +  ^^)(l  "  2^3cos2s  +  ^«)... 

9.    Um  auch  für  die  Funktionen 

2K  ^       ^       2K 

cos  am z     und     Jam        z 

n  71 

unendliche  Produkte  zu  erhalten,  ersetzen  wir  zunächst  in  Nr.  7,  5)  die  Ver- 
änderliche z  durch  ^71  —  z.  Hierdurch  erhalten  wir,  wenn  wir  Nr.  8,  2)  berück- 
sichtigen 

in  Verbindung  mit  Nr.  7,  2) 

und 

2  AT         1  />i'     1?»  (2) 

cosam  — .  =  y^.-L^^^^_! 

_2^yJ'  (l  +  2^2cos22+^^)(l  +  2(^»cos22+^«)..   (1  —  ^)2(1-  f/^)Hl—^^f" 

___      '^^^'^\i:^2gcos2z+^^){l^'2^^cos2z  +  g^)./  (]^^mi-g^^  " 

Benutzt  man  Nr.  8,  4),  so  erhält  man  einfacher 

(l  +  2^2cos25  +  $^*)(l  +  2^icos25:  +  ^»).. 
(1  —  27cös 2  z  +  f/^) (i  —  2  (f  cos 2s;  +  ^♦') . .  ' 


2)       cosam z  =  2  1/  -  •  jY  •  coss: 

TT  w     K 
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Wir  ersetzen  ferner  in  Nr.  7,  2)  s  durch   In  —  z  und  erhalten 

«(?-')-4*&-')=4-*'«=>  • 

In  Verbindung  mit  Nr.  7,  2)  und 
liefert  dies 

2K  r-      e{\7t-z) 

zJam         z  =  \k  '        "        - 

(l  +  2i7Cos2g  +  y2)(l  +  2^«cos2g  +  ^^)(l  +  2<^5cos22  +  ^i»).. . 
(1  —  2^cos22  +  ^y2)(l  —  2  ^3  cos  2:2  +  ^«)  (1  —  2^5cos2i:  +  ^^o)... 

Die  Gleichungen  2)  und  3)  ergeben  für  5  =  0 


3) 


=  p 


4) 


l/^•.r7 


5)  }V 


(1  -  q)^   (1  -  i^8)«  (1  -  q^Y 
(1  —  5^P(1  —  ?»)*(1  —q=Y... 


Aus  4)  und  5)  folgt 


6) 


7) 


2K}[k'  _  (1  -  y'^)*  {\  —  q^Y{\  —  q^y  .  .  . 
~~n       ~  (1  +  q*r{l+  q^Y{l  +YY  . .'.     ' 


2^  _  (1  +qy{l-qy(l+q»)2(l-fiy.  .  . 
'  n  (\-qf{l+q^-)H\-qYO-+g^Y---     ' 

Aus  7)  und  5)  folgt  durch  Multiplikation 

2Kkf  _  (1  -  qY  (1  -  q'^y^  (1  -  q^  (1  -  q^Y  ■  ■  • 

"V~  ~  (1  +  qY{i  +^^TMi  +  q^?{^  +  ^!)^ . . . 

Vergleicht  man  dies  mit  Nr.  7,   14),  so  erhält  man 


9)     »(«)=)/^f . 


Die  Nullwerte  von  ^^  und  ^3  können  durch  die  Konstanten  des  elliptischen 
Integrals  ausgedrückt  werden,  indem  man  9)  mit  den  beiden  Gleichungen  ver- 
bindet />     ,^X  «  /^  V 

Aus  der  letztem  folgt  zunächst 

10)  d,(0)="l/^-     . 

und  hieraus  weiter 


11)  *.(0)=[/'f 


*)  Weitere  verwandte  Formeln  siehe  Jacobi,  Fundamenta  nova,  Seite  84  u.  f. 
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10,  Die  Thetafunktionen  geben  brauchbare  Mittel  zur  numerischen  Be- 
rechnung elliptischer  Funktionen. 

Zu  einem  gegebenen  Modul  k  hat  man  zunächst  die  Zahl  q  zu  berechnen. 
Dazu  geht  man  am  zweckmäßigsten  von  der  Formel  aus 

^(0)        1  -  2  ^  +  2  ^*  -  2  ^«  +  2  ^1«  -  .  .  . 


>^'= 


%{K))       1  +  2^  +  2^^  +  2f  -r  2^1«  +  .  .  . 


Hieraus  folgt 


—  —  • 


P 


g  -T  /•*  +  q^'^  +  ^Z-'  +  . . . 


2      i+|/^'       1  +  2^  +  2^1''  + 2^3«  +  ... 

Bezeichnet  man  die  bekannte  linke  Seite  mit  X  und  führt  die  Division  rechts 
aus,  so  entsteht 

1)  X^q-  2q^-\-hf  -  10^13 +  18  ^17  _  32^21  _|.  .  .  . 

Setzen  wir  q  ^=  a^X  -^  a^^X^  -\-  a^X^  -\-  , ,  ,  in  diese  Gleichung  ein,  so  be- 
stimmen sich  flj,  Og,  Ö3,  .  .  .  durch  Vergleichung  gleich  hoher  Potenzen  von  X. 
Zunächst  erkennen  wir  leicht,  daß  mehrere  der  a  verschwinden.  Da  q^  mit  X^ 
beginnt,  so  folgt 

^2  =  ^  =  ^4  =  0     , 
also  ist  q  von  der  Form 

Dann  erhält  aber  q^  nur  die  Potenzen  >l^,  A*^, 
folglich  ist  „         ^        „        i\ 

Nun  enthält  q    die  Potenzen    A,  il^  A^,  .  .  .     , 

q^  die  Potenzen         jl^,  >l^,  X^'^  ... 

q^  die  Potenzen  jl^,  X^^  ... 

folglich  ist 


und  q^  beginnt  mit  >l^ 


^10 


^11  =^12  =  0 


Hieraus    geht    hervor,    daß    in  ^^,   q^    und    q^'^    hinter    X^^   sofort   X^'^   folgt, 
also  ist 

Dies  bedingt  wieder,   daß   in  ^^,   ^^,   ^^^,   ^^^   nach   A^^  sofort   A^i    kommt 
es  ist  <}aher 

mithin  ist  q  von  der  Form 

2)  q  =  aX-\-bX'^-\-  cX^  +  //A13  +  eX^'^  +/A21  +  . . . 

Anstatt  dies  in   1)  einzuführen,  ist  es  zweckmäßiger,  für  X  aus  1)  den  Wert 
in  2)  einzusetzen.     Man  bildet  zu  diesem  Zwecke 

X5    =qh_  10  q^  +  65  Z»  -  330  ^^^  +  142O  $^21  - 

A9    =       +       ^ö— 18^13+ 189  ^17  „    810-72^  + 

Ai8=  +       ^13  _    26^7+       65^2i_ 


+ 


rl7    


34(^21  + 


+ 


,21  


und  erhält  die  Gleichungen 

a=l,        -2  +  ^  =  0,        5  —  10^  +  ^  =  0     , 
-10  +  65/^--  18^  +  //=  0  ,        18  —  330^+  189^-  26^+<r  =  0 

-32  +  1420 -J--  800^  +  65//—  34^+/=  0     . 
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Diese  Gleichungen  ergeben 

i^  =  2,     ^=15,     //-=150,     ^=1707,    /=  57470     , 
also  ist 

3)  q  =  X  +  2X^+  15  a'-»  +  150  A»»  +  1707  X^"^  +  57630  ^21  4.  .  .  . 

Aus  g  findet  man  K  (wenn  man  nicht  vorzieht,  K  aus  k  nach  den  früher 
mitgeteilten  Methoden  direkt  zu  berechnen)  aus  der  außerordentlich  rasch  kon- 
vergierenden Entwicklung  Nr.  9,  9) 

4)  y  ^  ^  =  1  _  2  $^  +  2  ^1  -  2  ^»  +  2  ^1«  -  -  2  /^^  +  . .  . 

Da  q  selbst  für  große  k  stark  von  1  abweicht,  so  genügen  in  den  meisten 
Fällen  die  ersten  drei  Glieder.  Schließlich  findet  man  sinamzc/,  cos  am«/,  zJam?;' 
aus  den  ebenfalls  sehr  rasch  konvergierenden  Thetaquotienten  §  8,  Nr.  5,  15, 
16  und   17. 

Man  kann  diese  Gleichungen  auch  dazu  verwenden,  w  zu  finden,  wenn 
sin  am7£s  cosamrtv  oder  d^mw  gegeben  sind,  also  dazu,  ein  elliptisches  Integral 
erster  Art  aus  dem  Modul  und  der  Amplitude  zu  berechnen.  Wir  bedienen 
uns  dazu  am  zweckmäßigsten  der  Gleichung 

1  +  2  <^  cos  -  -    +  2q*  cos  —        +  .  .  . 
i))  Jamw  =  1^  •  -  ^ 

JT7if  ^     ,  2  71W 

1  ~  2q  cos  — --  +  2  q^  cos  -—         ... 
IC  K. 

Setzen  wir  nw  \  K  =v,  so  folgt 

1       A  am«/  —  '\k'       cos  2  V  -\-  q^  cos  Gv  -{-  q^^  cos  10  7.'  +  ■  •  • 
^^     A SLmw -{- yjk' ~     i  +  2^'^cos4  2;  +  2^i«cosHr -j    .  .  . 

Die  linke  Seite  ist  bekannt,  wir  bezeichnen  sie  mit  d  und  erhalten 

cos2z/  =  d(l  +  2^^cos4z/  +  2q^^cosSv  +  .  .  .) 
-  -  {q^  cos  ßv  -{-  q'^^  cos  10  Z'  +  .  .  .)     . 

In  den  meisten  Fällen  ist  q  so  klein,  daß  2  q^  vernachlässigt  werden  kann: 
alsdann  hat  man  einfach 

6)  cos 2v  ^  ö     . 

Ist  dieser  Wert  nicht  hinlänglich  genau,  so  benutzt  man  ihn  als  erste  An- 
näherung und  berechnet  einen  genauem  Wert  2/  nach 

cos2z^=  d{l  +  2^^cos4r+  2^i<'cos87'  +  ..  .) 

~  (<^^cos6z/ +  ^2-*  coslOz^  +  ...)     . 

Durch  wiederholte  Anwendung  von  7)  erhält  man  eine  Reihe  von  immer 
bessern  Annäherungen,  die  man  so  weit  fortsetzt,  bis  zwei  folgende  genau  genug 
übereinstimmen. 


7) 


§  10.     Die   elliptischen   Integrale   zweiter  und  dritter  Art. 
1.    Die  Integrale  zweiter  und  dritter  Art  §  6,  Nr.  8,   9) 


z 


/l 

0  0 


1        k'^z'^  .  ,      /  äz 

dz     und 
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werden  nach  Jacobi*)  als  elliptische  Funktionen  betrachtet,  indem  man  eine 
neue  Veränderliche  w  durch  die  Gleichung  einführt 

s 

dz 
z  =  sin  2tffiw  ,     also     w  = 


Hierdurch  ergibt  sich 


1  am7ct  ,     also     w  =  1  

'^  J}'(1-3»)(1 

0 


^2^2) 


I  1/      7-Ä5  =  lü^dimwdw 


Jacobi  bezeichnet  das  letztere  Integral,  zwischen  den  Grenzen  U  und  w  ge- 
nommen,  als   Integral    zweiter   Art:  wir   schreiben    dafür  ©(«/)  und   haben  daher 


w 


6(«')  =  fA^SLiawdw 
ö 

Ersetzt  man  Aziaw  durch  sin  am a/,  so   folgt 

w 

g(7tv)  =  7f ;  —  ^  k'  sin-  2Lmw  dw     . 

ö 

In  dem  Integrale  dritter  Art  setzen  wir 

X  =  — k'  sin-  ama 
und  erhalten 

dcp  f  dw 

kr  sin'^  am  a  sin'^  am7£/ 


r  d(p  _  r 


Wird  das   letztere  Integral   zwischen   den  Grenzen  0  und  w   genommen,   so 
erhält  man  sofort 

k-  sin  2  am  a  sin  *  am  lu  dw 


r  dw  r  k 

I =  w  +  /  — 

j  1  —  k'  sin2  ama  sin-  ama/  f  1 


—  k^  sin2  ama  sin^  amw 

0  0 

Wir   werden   nun  zeigen,   wie   die   beiden   Integrale,   um   die    es   sich    noch 
handelt,  nämlich  . 


/' 


w  tu 


-„   .   ,,  .  -         .  k'8m-3imwdw 

A^  sin- SLinw  dw       und 


0  0 


/  1  '--~¥ii 


sm-  ama  sin2  amw 


auf  Thetafunktionen  zurückgeführt  werden  können. 

2«  Vorher  haben  wir  noch  zu  untersuchen,  ob  diese  beiden  Integrale  vom 
Integrationswege  abhängen. 

Die  Funktion  sin  am«/  wird  unendlich  in  den  Punkten 

7a  =  2mA'+{2n+  1)K''  i     , 
wobei  tn  und  n  ganze  Zahlen  sind:  da  nun  (§  7,  Nr.  4) 

sin*  am[2  «  ^  +  (2  «  +  1)  K'i  +  »]  =       ~^^ 

k''  sm-*  amiH 

und  1  :  sin-amJü   im  Punkte  Null  unendlich  wird  wie  to'^,  so  folgt: 

Das  Integral  f sin^ aiiaw d7£f  über  eine  kleine  Kurve  erstreckt,  die 
einen  Ausnahmepunkt  einfach  umkreist,  verschwindet;  das  Integral 
ist  daher   eine    eindeutige   Funktion   der  Punkte    der  i;-Ebene. 


*)  Jacobi,  Fundameuta  nova,  §  47. 
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Die  Funktion 


sin^  B.mu' 


1  —  k-  sin2  ama  sin-^  amze/ 


wird  nur  in  den  Punkten  unendlich  ^roß,  für  welche      v 

1  — k^ sin* a.Tiia  sin2amz£;=0     , 


also 


sin  am  7V  =  + 


>&  sin  ama 


Hieraus  folgen  für  w  die  Auflösungen 


Setzt  man 


so  ergibt  sich 


a/  =  ±a  +  2mK+{2n-\-  l)Ä"/  +  ro     , 


sin^am«/ 


1  —  k^  sin2  ama  sin^  amte'        k^      sin-  am(lü  ih  «)  —  sin^  ama 

Ist  lü  so  klein,   daß   höhere  Potenzen   von  tp   gegen   die    erste   zu  vernach- 
lässigen sind,  so  ist  nach  dem  Summensatze 

sin  am(lü  ih  a)  =  isin  ama  +  cos  ama  Jama  •  Xo     . 

Folglich  ist,  über  eine  verschwindend  kleine  den  Punkt 

±a  +  2mK-{-{2n+  l)K'i 

einmal  umkreisende  Kurve  ausgedehnt. 


/sin  2  ama/ 
1  —  k^  sin^  ama  sin^ 


— d7U  ^=  + 

ama/  2  k'^  sin  am 


4- 


1 Cd)^ 

a  cosamazlamaj   \0 


ni 


k^  sin  ama  cos  ama  Jama 


Hieraus  ergibt  sich:    Das  Integral 


«0 


1-- 


sin^  amze/ 


k^  sin2  ama  sin^  amw 


dw 


ist   unendlich  vieldeutig   und   hat   den   Periodizitätsmodul 

ni 


k^  sin  am  a  cos  am  a  A  am  a 


3,    Nach  §  8,  Nr.  17,  17)  ist 


2 


Ersetzt  man  hier  f  und  2  durch  ^r-^a  und  7.  ^w,  so  erhält  man 

2  AT  2  /C 


tf 


t?(0)2  . 


TT 


[2ä: 


{w  +  a) 


* 


71 


V2K 


{w  —  a) 


& 


im 


=  1  —  k^  sin2  ama  sin^  axnw 
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Wir  nehmen  beiderseits  die  Logarithmen  und   differenzieren   dann   nach   a ; 
dadurch  entsteht 

k-  sin  ama  cos  ama  Jama  sin^  am7£/ 


1) 


k^  sin*  ama  sin^  am  w 


z?„# 


7ia 
2K 


1      ^*^      2K 


1         "         2K 


^ 


na 


2 


1? 


71  {w-\-a) 


2K 


* 


n  (w  —  a) 
2K 


Da  nun 


^^jr(7e/  +  Q)       ^^;^(^^  +  a) 


2K 


2K 


^^n(w-a)       ^^n{w-a) 


2K 


2K 


da 


dw 


da 


dw 


so  erhalten  wir  aus  1),  wenn  wir  mit  dw  multiplizieren  und  zwischen  den  Grenzen 
0  und  w  integrieren, 


2) 


W 


/ 


k^  sin  am  a  cos  am  a  A  am  a  sin^  am  w  dw 


1  —  k^  sin2  ama  sin^  amw 


D^^ 


& 


na  n(w  —  a) 

'2K  ,    1  ,    "    2  K 

'  w  -\ / 

2    ^7i{w-\-a) 


na 
~2K 


2K 


Der  Periodizitätsmodul  des  links  stehenden  Integrals  ist  ni\  ihn  besonders 
hinzuzufügen  ist  weg^n  des  rechts  stehenden  Logarithmus  nicht  nötig.  Das  links 
stehende  Integral  bezeichnet  Jacobi  als  Normalintegral  dritter  Art  77 (w,  ky  a), 
wofür  auch  fl'(«/,  a)  geschrieben  wird,  wenn  über  den  Modulus  k  kein  Zweifel 
sein  kann. 

Wenn  wir  in  2)  rechts  und  links  durch  a  dividieren  und  dann  zur  Grenze 
für  a  =  0  übergehen,  so  erhalten  wir 


^ 


3) 


k"^  sin  2  am  a/  d7V  =  — 


n^ 


'&"(0) 


Aot? 


nw 


4A'2    ^(0) 


w  — 


^ 


n7V 
2K 


denn  es  ist,  wenn  na'.2K=ß  gesetzt  wird, 


4) 


n..^^-^.  =  J^^,^'ß   . 


"     2  A'       2  Ä' 


lim 


^«*., 


na 


2K         n    ^.     Da'»ß 


a 


=  Fz""-7 


n' 


,:_  ^ß 


n' 


=  T^-2-"»7-=4A'. 


:i^"(0)      . 


Es  ist  daher 


{^{7v)  =   /  A^  dim7V  dw 


n' 


4Ä'2'     ^(0)J 


n.u'» 


w  +  - 


nw 
2K 


^ 
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Das  zweite  Glied  rechts  bezeichnet  man  nach  Jacobi  mit  Z{w),  so  daß  also 

Z{7V)  = . 

o  nw 

ir 

4.    Wir  entwickeln  nun  einige  Eigenschaften   der  Funktion  Z.     Wenn   man 
die  angedeutete  Differentiation  ausführt,  so  erhält  man  zunächst 

jiw                   2  7iw                   3  ^w 
2  ^  sin- 4  ^*  sin — -      +  6  ^®  sin ... 


1) 


^«'       r^    A        2  7rze/       ^    _        'Sjiw    , 

1  —  2  ^  cos  —--  +  2  ^*  cos  — — 2  ^^  cos  +  •  •  • 

^  A.  A 

Hieraus  folgt 

Z(-ze/)  =  ~Z{w)  ,       Z(0)  =  0     , 

Z(wAr)  =  0,      Z(«/ +  2  Ä')  =  Z(7z/)    . 

Da  femer  bekanntlich 

so  folgt,  indem  man  beiderseits  die  Logarithmen  nimmt  und  differenziert, 

71 


2)  Z(w  +  2  /  A")  =  Z{w)  -  /■ 


Ersetzt  man  hier  w  durch   — «/,  so  erhält  man 

3)  Z{w  -  2  /  A-')  =  Z{w)  +  i  1^     . 

A 

Ferner  ist  .  . 

^"^  ff +  ^'^ 

Nach  §  8,  Nr.  2,  4)  ist 

I9{z  +  i/ß)  =  //  +  iß  -  /•«  +  l&M 
und  daher 

A  /l?  (S  +   J  iQ)  =  -«•  +  A  /dl  («) 


(71 71'  \  7t  71 

2K  +  ^'^)  ==  -'2Ä-  +  2^^«'^^i(')     • 

Setzt  man  xc/  =  K,  also  2:  =  J^jr ,  so  verschwindet  Z>^  ^j  (;:;) ,  und  man  erhält 


4)  Z(Ä'+,-^')  =  -/2^ 


5.  Geht  z  auf  der  zweiblätterigen  RiEMANNschen  Fläche  für  ]'(l—z-){l~k'^s^) 
geradlinig  von  0  bis  1,  so  durchläuft  w  die  reale  Achse  von  0  bis  A',  geht  z  im 
untern  Blatte  geradlinig  zurück  bis  0,  so  geht  «/  auf  der  realen  Achse  weiter 
bis  2  A".     Für  diesen  Weg  ist  unzweideutig 


j] 


Z  7V 


/l  -  k^Z^ 

Y^z' 


I  —^ ~  dz  ^  \  /J*^ara7£'  dw  =  ^(ic) 


0 
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Das  links  stehende  LEGENDREsche  Integral  zweiter  Art  erlangt  auf  dem  an- 
gegebenen Wege  den  Wert  2  E . 

Da  nun  Z{2  K) -=  0  ist,  so  folgt 


2E  = 


folglich  ist 


1 

71* 

4Ä' 

t>"(0)' 
*  *  *(0)  J 

71» 

-    •    

'(0)       E 

2K 


and  daher 


^        ^K^     '»{0)        K     ' 

1)  (£(«/)=  5  «'  +  -2'W     • 

IC 

Rückt  z  auf  der  realen  Achse  von  0  bis  vor  1,  umgeht  den  Punkt  1  in 
negativer  Drehrichtung  in  einem  verschwindend  kleinen  Halbkreise,  geht  dann 
(auf  demselben  Rande  der  realen  Achse  wie  von  0  bis  1)  geradlinig  weiter  bis 
vor  \\k^  umkreist  diesen  Punkt  in  negativer  Drehrichtung  und  kehrt  hierauf 
(jenseits  der  von  1  bis  \\k  liegenden  Verwachsung)  geradlinig  bis  zu  1  zurück, 
so  durchläuft  w  geradlinig  die  reale  Achse  von  0  bis  K,  und  dann  ein  Lot  zur 
realen  bis  zum  Punkte  K —  2iK'.     Es  ist  daher  für  diese  Wege 

0  1 

da 


s«  Ä"'  '  '    nr 


Das  zweite  Integral  links  ist  bekanntlich  (§  5,  Nr.  19) 

i{E' -  K")     . 
Daher  folgt 

E  +  2i{E'  -  ^0  =  -^-(^-  2 'AT')  +  /•  J-     . 

Hieraus   folgt   die   von   Legexdre   auf   anderem  Wege   gefundene   Beziehung 
zwischen  den  vollständigen  elliptischen  Integralen  Ä",  A",  E^  E' 

TT 


2)  KE'-\-  K'E  -KK'  ^  ^^      . 


Die   Gleichung   «=:sinama/   hat,   wenn  z   einen   Punkt   der    zweiblätterigen 
RiEMANN  sehen  Fläche  bezeichnet,  für  w  die  Wurzeln 

wenn  unter  w  irgend  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  verstanden  wird.     Die  rechte 
Seite  in  1)  nimmt  hierfür  die  unendlich  vielen  Werte  an 

-— (7£/  +  4^i^+/.  2nK')-\-  Z{iv)  —  I--?      . 
Ä  A 

Setzt  man  hier  nach  der  Legexdre  sehen  Gleichung 


so   erhält  man 


A  A 


^Uf  +  Z{w)  +  ^niE-n  -  2i{E'  -  K') 


17 


7« 
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Daher   ist  die  rechte  Seite  von  1)  in  derselben  Weise  unendlich  vieldeutig, 
wie  das  Integral 


Die  Gleichung 


0 


1—k^z^ 


dz 


3) 


0 


p 

dz  =  ~:W  -\-  Z{w)  ,      Ä  =  sin  am«/     , 


ist  daher  erschöpfend,  beide  Seiten  stellen  dieselbe  Gruppe  von 
doppelt  unendlich  vielen  Werten  dar  mit  den  Periodizitätsmoduln  4t  E 
und  2i{E'-  K'). 

6.  Um  für  (ä(w)  und  Z(«/)  eine  FouRiERsche  Entwicklung  zu  erhalten, 
suchen  wir  eine  solche  zunächst  für  die  Funktion  sin^am«/.  Zu  diesem  Zwecke 
haben  wir  das  geradlinige  Integral  zu  ermitteln 


^K 


f 

0 


..  —  t 


sin^amre/«^      ^     •  dw     , 


da  sin^amo/  die  reale  Periode   2K  hat.     Wir  integrieren  die  Funktion 


E 


sin^  amo/  •  e 


flTlW    , 


K 


I      \ 


0 


Pig.7& 


entlang  des  Umfangs  eines  Rechtecks,  dessen  Ecken  OABC 
der  Reihe  nach  tt/  =  0,  2  K,  2K-\-2iK\  2iK'  sind,  und 
umgehen  dabei  die  Ausnahmepunkte  i  K*  und  2  K -{•  i  K' 
durch  verschwindende  Halbkreise  (Fig.  78).  In  gleich  weit 
von  der  realen  Achse  entfernten  Punkten  von  OC  und  AB  hat 
die  zu  integrierende  Funktion  denselben  Wert,  die  auf  diese 
Strecken  bezüglichen  Teile  des  Integrals  verschwinden  daher. 
In  gleich  weit  von  der  imaginären  Achse  entfernten  Punkten 
von    OA    und    CB    hat    sin  am«/    denselben    Wert:    für    die 


Punkte   CB  tritt   aber  infolge  der  Exponential große  der  Faktor  hinzu 


es  ist  somit 


\{0Ä)  +  \{BC)  =  (1  -  s'-*"  )1{0A)     . 

Statt  der  beiden  Halbkreise  um  i  K'  und  2  K  -\-  iK*  kann  ein  Kreis  um  iK 
gesetzt  werden.     Für  dieses  Kreisintegral  J  setzen  wir 

und  haben 


2.-T 


/= 


k^  sin2  am  f 


— « 
q       •  e 


K 


/f  •  d(p 


ü 


Wird  die  Exponentialgröße  durch  eine  Potenzreihe   ersetzt,  so  ergibt  sich 

2.-1 


/= 


>tv 


0 


''---d(p  + 
am; 


2.-T 

nn  r      C2 
K  j  sin'-^amf 

0 


dtp 


2.-T 


—  / 


2J^j  si 


sin  2  amf 


d(p  —  .  .  . 


0 
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Das  erste  Integral  rechts  stimmt  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  mit  dem 
Kreisintegrale  in  Nr.  2  für  die  Funktion  sin^  am«/  überein,  von  dem  wir  bewiesen 
haben,  daß  es  verschwindet;  das  dritte  und  alle  folgenden  verschwinden,  wenn  wir 
zur  Grenze  für  C  ==  0  übergehen,  da  die  zu  integrierende  Funktion  verschwindet; 
das  zweite  liefert  bei  diesem  Grenzübergange  einen  nicht  verschwindenden  end- 
lichen Wert,  und  wir  erhalten 


XIUA    /     ,    ^ • 

-"            k^  Kg'' 

Daher  ergibt  sich  schließlich 

f  ain  2  9tYk  ist  f         ^        n  ^it  —             -            ■ 

nq^ 

1  Olli      diu  iMJ  C                     i*  w   I  a    ET 

11 

^H         ' 

Hieraus  folgt 

7r2 

2nq'' 
1       ^2* 

Für  «  =  0  ergibt  sich 


«AT  iK 

0  0 


Wir  haben  somit 


sin*  amo/ 


1)     <       K—E     ^     n^          q           nw  ^     2  q^         2n7v  ^     3  q^         3nw^       \ 
^     '= — 2      [— — cos ^cos  -    -4-      ^     cos-        +...    . 

Da  nun 

(g  (7f/)  =  /"  J2  am7f/  dw  =  w  —  k^fsin^  am7£/  d7Cf     , 

0  0 

so   ergibt  sich 

^  27r/      q         .    nw  q^        ,    2nw  \ 

Hieraus  folgt  noch 
ox        -yf    \       2jr/      ^         .   nw  q^       .    2mu  q^        .    3nw  \ 

7.    Nach  Nr.  3,  2)  ist 

TT  (z£/  —  a) 

2/r~ 

1)  n{7ayk,a)=Z{a)  -  w  +  ii 


7i{w  +  a) 
*       2Ä^ 


Vertauscht  man  Parameter  und  Amplitude,  so  entsteht 

n{a,  k,  w)  =  ZH  •  a  +  |/  ^  ^ 


TT  (a  +  tt') 
*       2K 
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Durch  Subtraktion  ergibt  sich  hieraus  in  Rücksicht  darauf,  daß 

ist,  die  Beziehung 

2)  II(w,  kj  a)  —  IHa,  k,w)  =  w  Z{a)  —  a  Z{w)     , 

Diese  Gleichung  lehrt,  wie  man  ein  Integral  dritter  Art  durch  ein 
andres  ausdrücken  kann,  in  welchem  der  Modul  gegen  die  Amplitude 
vertauscht  ist 

Ist  w  =  JCf  so  wird  das  Integral  dritter  Art  als  vollständig  bezeichnet     Nach 

^^  '®*  //(AT,  k,  a)  =  77(a,  k,  K)  +  KZ{d)  -  a  Z{K)     . 

Da  nun  

i7(a,  /^,  A^)  =  0  ,       Z(ir)  =  0     , 

so    folgt    die    zur    Berechnung    eines    vollständigen    elliptischen    Integrals 
dritter  Art  brauchbare  Gleichung 

3)  n{/C,  k,  a)  =  KZ{a)     , 

die  auch  sofort  aus  1)  gewonnen  werden  kann. 

8.  Das  LEGENDREsche  Integral  dritter  Art  ist  mit  dem  Jacobi  sehen  durch 
die  Gleichung  verbunden 


-  V  /*  "  ^  »^"K    <»*"  "     TT  / 


dz  tangama 

_  ^=. =    7£/  -| 

{\^'kz^)i(\  -  s2)(l  -  k^z^)  ^ama 


0 

sin  am«/  =  z  ,       sin^  ama  =  — .^      . 

Ist  X  negativ  und  — A>>&*,  so  ist  — X\k^  ein  unechter  Bruch,  mithin  a 
komplex;  ist  X  positiv,  so  ist  sin  ama  und  daher  auch  a  rein  imaginär.  In  beiden 
Fällen  ist,  wie  überhaupt  bei  realem  i,  das  LEGENDREsche  Integral  U^  real  mit  w, 
während  in  1)  rechts  ein  nicht  realer  Parameter  a  vorkommt 

Wir  begnügen  uns  damit,  zu  zeigen,  wie  man  die  imaginäre  Form  bei  dem 
besondern  Integral  vermeiden  kann 

* 

dz 


r. 


(1  -52)y(l  -z^){l  —  k^z^) 

0 

Hier  ist  X  =  —  1 ,  also 

sin  ama  =  —  ,       a  =  Ä'  +  '^'     I 
nun  ist 

femer  ist  nach  Nr.  4,  4) 
nach  §  8,  Nr.  2  ist 

— = =e^  • =e^ 


&  ^{10  +  K  +  i  K')      &^{K+iK'^w) 


& 

71 

2K 

■{w-K) 

& 

n 

(w-\-K) 
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Mithin  ist  ^r/       .     ,^  ,    .  ,^,x 

n{w,k,K-{-iK')  =  0     . 

Da  nun  auch  Jam(Ä'4-  '-^')  =  0,  so  nimmt  das  Glied 

tangam(ir+/ArO  ir/...    a    r-  .    ,->r'^ 

die  Form   0:0   an.     Um   den   Grenzwert   des   Ausdrucks   zu   bestimmen,   haben 

wir  den  Quotienten  von 

d  n(w,  k,  ä)  ,       öjama 

i      und      -    -. 

da  da 

für  den  Wert  a  =  Ä'  +  '  A''  zu  ermitteln. 

Aus 

77(tt/,  k,  a)  =  /7(a,  ^,  w)  +  7£; Z(a)  —  a  Z{w) 

folgt 

d  niw,  k,  a)      >J*sinamtt/cosam7£/ Jamwsin^ama    ,        _,,  .        ^,    , 

1)        ö = :; 77^-^ ^^ [-wZ'{a)  —  Z{w)     . 

da  1 — ye^sm^amo/sm^araa 


Da 


a 

Z(ä)  =  I A^  am«/  dw ~a 


a 


» 


so  ist 


0 

Z'{a)  =  J^ama  — 


K 
Macht  man  hiervon  in  1)  Gebrauch  und  setzt 

sm  ama  =  —  ,       also        cos  ama  =  — r-  ,       Jama  =  0     , 
k  k 


so  entsteht 

d  n{wj  k,  a) 


da 

Femer  ist 

d  Jama 


=  tang  am7£/  A  ama/  —  C(a/) 


=  — k^  sin  ama  cos  ama 


da 
Für  a  =  A'^-  /A''  ergibt  dies  ( — /^.     Da  nun 


tangam(Ar+/Ar')  =  y^,-     , 


so  folgt  schließlich 


/*                       //  r  1 

2)  / ^^  - — =:  =  w  -\-  -^  [tang  ama/  A 2Lmw  —  (£(a/)]     , 


_  <r2Ül    _   Äi«2^  ^'2 


;?2)  (1  —  >ti  ^2) 

ein  Resultat,  von  dessen  Richtigkeit  man  sich  durch  Differentiation  leicht  überzeugt. 
9.    Auf  dieses  Integral  lassen  sich  die  Funktionen  Z{w)  und  (£(ze/)  im  Falle 
eines  rein  imaginären  Arguments  zurückführen;  denn  es  ist 

£ 

Z(iv)  ==  @(/>)  —  i  '  ~^v     , 

IC 

h 

S(/ r)  =  /  1/  — j —  dz  ,       wobei       ^  =  tang  am(z/,  >&')     . 

0 
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Ersetzt  man  hier  z  durch  iy,  so  entsteht 

y 


6 


+  / 


Die  Ersetzung  y  =  t^ngcp,  also  99  =  am(z/,  >^'),  gibt 

dcp 


(iv)  =  ijfl- 


k'^  sin2  w 

cos  2^ 


.  y   (1  —  >&'^  sin  ^99)  aq) 
^  \l  ("1  -  sin  V)  ^  (?7^ 


^^9? 


./  ^  i?'.  >^) 


ITT  +  '■ 


7 

'■"/(TT 

0 


^/99 


—  sm^(p)A((f,k') 


Daher  folgt  schließlich  in  Rücksicht  auf  Nr.  8,  2) 
g  (/>)  =  iJ^H'  +  ik^v  +  /  ,,  -  [tang  am(T',  >&')  ^am(zs  >^')  -  ®  (r,  >&')] 

=  />  +  ^'-777  [tang  am(f/,  >t')  J am(z;,  k')  —  S  (z',  ^')]     » 

K    -  E  k^ 

Z(iv)  =  /■ .  —  ^^ — z»  +  /  .  -  .  -  [tang  am(z',  ^')  Jam(2/,  ^)  —  ®  (r,  ^')]  *) 


§  11.     Geometrische   Anwendungen   der   elliptischen    Integrale. 

1.    Umfang   der  Lemniskate.     Die  Gleichung  der  Lemniskate  in  Polar- 
koordinaten ist  /— 

f=a\  cos  2  (x>     , 

wenn   mit  co  der  Winkel   des  Polabstands  r  mit   der  Achse    der  Lemniskate   be- 
zeichnet wird. 

Die  Konstruktion  der  Kurve  erfolgt  in  einfachster 
Weise,  indem  man  um  O  mit  OA  =  a  einen  Kreis  be- 
schreibt (Fig.  79),  diesen  mit  einem  Polstrahle  in  M 
schneidet,  MN  =  AM  und  NQ  _L  OA  macht;  alsdann 
ist   6^^=ÄCOs2o>,  mithin 


— -...^^AT 


(9ö  =  ^)cos2co     ; 

macht  man  daher  OP  =^  OQ,  so  ist  F  ein  Punkt  der 
Lemniskate. 

Wir  bezeichnen  den  Winkel  ^ö^  als  Amplitude 
fp   des   Lemniskatenpunktes  P\    für   diesen  Winkel   ist 


^        OA 


AQ       )a^  —  /-2 


a 


=  f2 


smo) 


*)  Für   weiteres   sei   ver\viesen  u.  a.    auf  Enn?:per,   Elliptische   Funktionen,   Theorie    und 
Geschichte,  Halle  1876. 
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Der  von  A  bis  P  reichende  Lemniskatenbogen  hat  die  Länge 

C     d(o  a 

s 


-j. 


J 


j  y  cos  d  oj 


u 


Also  ist 


a 


s  = 


i2 


-  -  f-  - 

v-v  yi  - 

0 

(^"72)  • 


J  sin*^ 


und  ein  Quadrant  S  der  Lemniskate 

5  = 


/2     l2 


]-2 


Soll  die  Summe  zweier  Lemniskatenbogen  s^  und  j,  einem  dritten  Lemnis- 
katenbogen s   gleich   sein,   so   müssen  die 
Amplituden    <^|,    q)^,    cp    durch    eine    der 
äquivalenten  Gleichungen   verbunden  sein, 
die  den  Summensatz  enthalten. 

2.  Wir  wollen  bei  dieser  Gelegen- 
heit zeigen,  wie  der  Summensatz  geo- 
metrisch erledigt  werden  kann. 

Man  zeichne  zwei  Kreise  (Fig.  80), 
einen  um  A  mit  dem  Halbmesser  R^  den 
andern  im  Innern  des  erstem  mit  dem 
Halbmesser  r;  die  Mittenstrecke  AB  sei  h. 
Im  größern  Kreise  ziehe  man  zwei  Sehnen 
CD  und  EFj  die   den   kleinern   berühren. 

Sind  2a,  2ß,  2y  die  Winkel  DAC, 
EACy  FAC  und  AH  1.  GBj   so   hat  man 

BG  =  HG  +  BJI    , 

d.  i. 

r  =  Rcos{y  —  ß)  +  h  cos{y  +  ß)     , 
=  (^  +  ^)  cos^  cosy  -\-  {R  —  h)  sin/?  siny 

Ferner  folgt  aus  CBJ 

1)  r  =  {R-\-  /^)cosa     , 

daher  ist 


Fig.  80. 


2) 


cosa  =  cosp  cosy  +  --^mßsiny 

R  -\-  h 


Man  kann  nun  h  immer  so  bestimmen,  daß  für  einen  gegebenen  Modul  k  <il 

R--h 
R+'h  '' 


3) 


fl  —  k^  sin  "2  a 


es  folgt  nämlich  hieraus 

4)  h  =  R' 


1  —  yi  —  >^2sin2a 


1  +yi  --  k'^sm^a 

Man  sieht,  daß  dieser  Wert  von  h  kleiner  als  R  ist,  und  daß  nach  3)  ^  —  h 

größer  ist  als  {R -\- h)yl  —  sin^a,  also  größer  als  r;  es  wird  also  immer  mit 
willkürlich  gewählten  R  und  a  und  aus  4)  und  1)  bestimmten  h  und  r  die  Figur 
mit  der  vorausgesetzten  Anordnung  der  Kreise  erhalten.     Führt  man  nun  3)  in  2) 

ein,  so  erhält  man  ,     .    d   •       a/  \ 

cosa  ==  cospcosy  4- sinpsmyid(a) 
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Dies  ist  aber  bekanntlich  die  Bedingung,   unter  der 

F{a,k)  +  F(ß,k)=F(y,k)     . 

Sind  nun  k^  a,  ß  gegeben,  y  gesucht,  so  wähle  man  Ä  beliebig,  zeichne 
dann  A  und  r  nach  4)  und  2),  mache  EAC  =  2ß,  und  ziehe  von  £  die  Gerade 
£F  so ,  daß  sie  den  kleinen  Kreis  berührt ;  alsdann  ist  ß  =  i  FAC. 

Die  zweite  von  E  an  den  kleinen  Kreis  gelegte  Tangente  EFy  bestimmt 
einen  Winkel  /  =  i  CAF^ ,  der  die  Aufgabe  löst 

F(a.k)~F{ß.k)^F{y,k)     . 

Zieht  man  von  F  aus  eine  Tangente  F'  an  den  kleinen  Kreis,  von  F*  aus 
eine  Tangente  F'F"  u.  s.  w.  und  bezeichnet  die  Winkel,  die  AF\  AF'\  AF'"  u.  s.  w. 
mit  AC  bilden,  mit  2  y^,  2y^,  2y^  u.  s.  w.,  so  hat  man 

F{a)  +  F{ß)  =  Fiy)       , 

F{a)  +  F(y)   =  F{y,)     , 

F{a)  +  F(y,)  =  F(y^)     , 


Hieraus  fojgt  durch  Addition 

Fiyn)  =  {n+l)F{a)  +  F(ß)     , 
oder,  wenn  ß  =  0,  also  ^  ^  C  ist, 

F{y,)  =  {n+l)F(a)     . 

Hierdurch  ist  die  Aufgabe  gelöst:  Durch  Konstruktionen  von  geraden 
Linien  und  Kreisbogen  die  Amplitude  eines  Lemniskatenbogens  zu 
erhalten,  der  gleich  der  Summe  oder  der  Differenz  der  zu  gegebenen 
Amplituden  gehörigen  Lemniskatenbogen  ist;  oder  der  gleich  einem 
ganzzahligen  Vielfachen  des  zu  einer  gegebenen  Amplitude  gehörigen 
Lemniskatenbogens  ist 

3.  Die  Aufgabe,  einen  (in  A  anfangenden)  Lemniskatenbogen  in  eine 
Anzahl  gleicher  Teile  zu  teilen,  ist  der  geometrische  Ausdruck  der  arith- 
metischen Aufgabe,  sin  am  —  w  durch  n,  k  und  elliptische  Funktionen  von  w  aus- 

ti 

zudrücken.  Man  wird  zunächst  durch  wiederholte  Anwendung  der  Gleichungen 
für  sin  am  (?£/  +  ^i)i  cos  am  {w  -f-  w^),  zlam  («/  +  ^i)  die  Funktionen  sin  am  n  «s 
cosam;2ze/,  oder  Aainnw  durch  7V  ausdrücken:  man  erhält  so  eine  Gleichung, 
welche  elliptische  Funktionen  von  w  mit  einer  von  nw  algebraisch  verknüpft. 
Ersetzt  man  nun  hierin  nw  durch  «/,  also  w  durch  7V  :  n,  so  erhält  man  durch 
Auflösung  dieser  Gleichung  eine  Funktion  von  w  :  n  durch  w  ausgedrückt 

Diese  ist  bereits  für  «  ^  2  vom  8.  Grade.  Wir  müssen  hier  darauf  ver- 
zichten, die  allgemeine  Gleichung  der  Teilungsaufgabe  aufzustellen,  und 
ihre  algebraische  Lösbarkeit  nachzuweisen*),  und  geben  nur  die  Lösung  für 
den  einfachsten  Fall. 

Se^tzt  man  in 

cos 2 am tt'  —  sin*  ama'zl^amxe/ 
cos  am  2  z«;  = ;.r^ri » 

w  für  2w  und  z  für  sinam^a/,  so  erhält  man  für  z  die  Gleichung 
1)  {1  —  k^z*)cos'^am7v=l —  2z^  +  k^z^     , 


*)  Vgl.  KüNKiSKERGER,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen,  2.  Bd. 
Seite  210. 
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aus  welcher  folgt 


^}      1  +  yi  —  sin2ä 


'^amo/ 
am^i/ 
Die  vier  Auflösungen  sind 


w 
sin  am  -—  ,     sin  am 


f^  +  2 AH  ,     sin amf|-  +  iK\  ,     sin amf^  +  2 ir+  ^'i^')    ■ 


Ausdrucke,  die  außer  rationalen  Größen  nur  Quadratwurzeln  enthalten,  lassen 
sich  bekanntlich  mit  Lineal  und  Zirkel  konstruieren.  Ohne  auf  die  Einzelheiten 
einer  solchen  Konstruktion  weiter  einzugehen,  können  wir  daher  den  Satz  aus- 
sprechen: Ein  Lemniskatenbogen  kann  durch  Lineal  und  Zirkel  in 
2*  gleiche  Teile  geteilt  werden. 

4.  Umfang  der  Ellipse.  Werden  die  rechtwinkligen  Koordinaten  eines 
Ellipsenpunktes   mit  Hilfe    eines  Winkels  99   durch   die    Gleichungen   ausgedrückt 

j;  =  ösin9s>,    y  =  bcos(p     , 

80  ist  ein  vom  Endpunkte  der  kleinen  Achse   an    gerechneter  Bogen  der  Ellipse 


0 


cos 2^  -\-  b^sm^tpdq) 


Bezeichnet  man  die  numerische  Excentrizität  '^a^  —  b'^  :  a  mit  k ,  so  erhält  man 

s  =^  a£{(pj  k)     . 

Alle  auf  Integrale  zweiter  Art  bezüglichen  Sätze  finden  also  ihre  geometrische 
Deutung  als  Sätze  über  Ellipsenbogen.     Der  Summensatz 

-^(9^)  "I"  -^(V^)  —  ^W  =  >^^sinasin99  sini^ 

lehrt:     Zu    zwei    gegebenen    Winkeln    9?    und    yj   läßt    sich    immer    ein 

dritter  a  konstruieren,  so  daß  die  a«s  den  zugehörigen  Ellipsenbogen 

abgeleitete  Länge  /  \   \     /   \         /  \ 

6  6  s{(p)  +  s{y;)  —  s{a) 

geometrisch  konstruiert  werden  kann. 

5.    Umfang  der  Hyperbel.     Aus  der  Identität 


COS -9? 


—  k^^tang^ip  =  1 


geht    hervor,    daß    man    die  Koordinaten   der   Punkte    einer  Hyperbel   durch  die 
Formeln  darstellen  kann 

1)  ^_?_J?}       y^bk't^ngcp     , 

cos  (9p) 

wobei  k  noch  ganz  beliebig  bleibt     Aus  1)  folgt 

ak'^smcp  b  k^ 

dx  = -—  --  ~-  dq)  ,     dy  = — -  d(p     , 

cos  ^9?  ZI  (99)  cos  2  9p 

2)  ds^  =-  — — —  (^2  +  [«2  k'^  —  b^  k^]  sin  ^w)  dw^     . 

Dies  wird  möglichst  einfach,  wenn  man  k  so  wählt,  daß 

a2^2_  ^2^2=^0      , 

woraus  folgt 

a'-  b^ 

3)  >^*  =  -^^-r.,    >^*=^- 


««  +  ^»  a«  +  b^ 
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denn  alsdann  wird  aus  2)  /<  , 


Nach  §  10,  Nr.  8,  2)  ergibt  dies 

4)  s^y[k'^F{,p)-£{q>)  +  tang<pA{<p)]     . 

Der  Abstand  r  der  Hyperbelnormalen  voni  Nullpunkte  ergibt  sich  leicht  zu 

r  = -^  tang<p  A  {(p)    , 

also  ist 

r-s  =  -^£{<p)-di'F{<p)     . 

Wird   cp  =  ^7Zf   so   geht  r  in   die    Asymptote  über;   für    den  Unterschied  u 
zwischen   Quadrant   und   Asymptote   hat   man   daher  die  bemerkenswerte  Formel 

u=  -,  .  E  —  bf^'K     . 
k 

6.    Flächenmessung     auf     Mittelpunktsflächen    zweiter    Ordnung. 

Aus  der  Gleichung  Ax^  ^  By^  ^  Cz^  =  X 

folgt 


bz 

l/l       Ax-^      By'i 

''\              C          '     ' 

Ax                           dz 

By 

C  X 

\C(1  - 

Ax^      By^y         <^y            iC(l- 

Ax^       By 

Bezeichnet    co    den  Winkel    des    Flächenlotes    mit    der    A'K- Ebene,    so    ist 

die  Oberfläche 

1 


1)  S  =  ll- dxdy  ^      sin  CO  = 

j  J  smcü 


2 


!/• + £)•-  m 


dz  dz 

Setzt  man  für  -.       und  -^r—  die   obigen  Werte   ein,  so  erhält  man 

ex  öy 


yv= 


2)  sinco  =  -'  Cd-Ax^-Br-) 


C-A(C-A)x^-—B{C—By^) 

Behält  man  die  rechtwinkligen  Koordinaten  bei,  so  führt  bereits  die  erste 
Integration  auf  elliptische  Integrale,  deren  Modul  die  zweite  Veränderliche  ent- 
hält; dadurch  ergeben  sich  Schwierigkeiten,  die  man  zu  vermeiden  suchen  muß, 
indem  man  geeignete  neue  Koordinaten  einführt. 

Als  solche  empfehlen  sich  der  Winkel  co  und  der  Winkel  X,  den  das  Richt- 
bild des  Lotes  auf  der  ^F- Ebene  mit  der  X-Achse  bildet.  Die  neuen  Ver- 
änderlichen sind  mit  den  bisherigen  durch  die  Gleichungen  verbunden 

Der  letzten  Gleichung  wird  identisch  genügt,  wenn  man  setzt 
4)  X  =  BJ^cosX  f    y  =^  AÄsinl     , 

führt  man  diese  Werte  in  die  erste  ein,  so  folgt 

C  COSTCO 

5)  7?2  _ 


AB      BC  cos- CO  cos'n  +  ^Ccos'^cü  sinU  +  ABs'm'o) 
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Die  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  ergibt  zunächst 

J  J  smo}  \c)  CD     CA.        CA.     c  ü)/ 

Für  die  in  Klammem  stehende  Determinante  findet  man 

dx      Sy        dx      dy 


AB 


dco     6X        ßX     d  (o 
cR 
.S  (o 


COS/  l-^-T-smX  -f  ircos/l r —  smxl-r-;   cos/  —  Asm/I 


CO)  2     c  (o 

ABCsm(oco8(o 


(BC cos  ^(o  cos  ^ X  -\-  C^cos^cüsin^A  + -^-^sin^cü)'"* 

Daher  ist  schließlich 

cosa>  da)  dX 


6)  S  =  ±ABCJJ-^ 


(BC  cos^  CO  cos'^X  + CA  cos^o)smn  + AB  sm^wy 

Zur  Bestimmung  des  Vorzeichens  in  Verbindung,  mit  der  Anordnung  der 
Grenzen  dient  hier  folgende  Bemerkung.  Die  Fläche  S  ist  stets  positiv;  wird 
nun  für  o)  immer  ein  spitzer  Winkel,  und  die  untern  Grenzen  kleiner  als  die 
Obern  genommen,  so  ist  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  wählen,  je  nachdem 
ABC  positiv  oder  negativ  ist. 

Die  einfachsten  Ergebnisse  wird  man  bei  der  Wahl  bestimmter  Veränder- 
lichen immer  erhalten,  wenn  man  die  Grenzen  konstant  nimmt  In  unserem  Falle 
würde  das  die  geometrische  Bedeutung  haben,  daß  wir  das  Stück  der  Fläche 
bestimmen,  das  von  zwei  Kurven  begrenzt  ist,  längs  deren  jeder  die  Lote 
gleiche  Neigung  gegen  die  A'l^Ebene  haben,  und  von  zwei  andern,  mit  diesen 
in  der  Begrenzung  abwechselnden  Kurven,  längs  deren  jeder  die  Lote  einer 
bestimmten  Vertikalebene  parallel  sind. 

Der  Ort  der  Punkte,  deren  Lote  den  Winkel  co  mit  der  A'K-Ebene  bilden, 
hat  als  Grundriß  die  Kurve 

.    ,                       Cil  —Ax^  —  By^) 
sin  2/>)  =  ■ ^ ^^— ^ 

C~A{C~A)x^-~B{C-B)y'^     ' 
oder,  besser  geordnet, 

^(^tang^ft>  +  0  BjßJ^n^^io^B)    ^_ 

C  ^  ^  C  "  ■^'  ~        " 

Es  ist  bemerkenswert,   daß   diese  Kurve   auch  der  Durchschnitt   der  Fläche 

Ax^-]-  By^  +  Cz'^^  1 
mit  dem  Kegel  zweiten  Grades  ist 

A^x^  +  ^V  —  {CcoioiYz^  =  0     . 

Läßt  man  cü  von  Null  bis  -J-jr  wachsen,  so  zieht  sich  der  Kegel,  der  anfangs 
mit  der  JfKEbene  zusammenfällt,  enger  und  enger  zusammen  und  fällt  schließlich 
mit  der  Z-Achse  zusammen;  dabei  bedeckt  sich  die  Fläche  zweiten  Grades  mit 
Zonen  von  verschwindender  Breite;  an  den  beiden  Rändern  jeder  solchen  Zone 
haben  die  Lote  unendlich  wenig  verschiedene,  längs  desselben  Randes  konstante 
Neigung. 

Der  Inhalt  einer  solchen  Zone  wird  gefunden,  wenn  man  in  5)  die  auf  X 
bezügliche  Integration   zwischen   den  Grenzen  0  und  2jr   ausführt;   um  die  Zone 
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zu  erhalten,   an  deren  Rändern  die  Lote   die  Neigungen  cOq  und  (o^   haben,   hat 

man   alsdann   die   auf  o)   bezügliche   Integration   von   coq   bis   co^  zu    erstrecken; 
es  ist  also 


ih 


(^C  cos  2  ft>  cos  2  A  +  C4  cos  2  ö>  sin  2  X  +  ^i9  sin  2co)' 

cuo    0 

Um  die  erste  Integration  auszuführen,  ersetzen  wir 

sin^co     durch     sin2cü(cos2>l -f- sin^^) 
und  setzen  zur  Abkürzung 

;w  =  ^(Ccos^o)  +  ^ sinket))  ,     «  =  ^(Ccos^o)  +  2?sin2a>)     ; 
dadurch  geht  das  Integral  über  in 

dX 


I  cos(od(o  j  - 


{mcos^X  +  «sin^jl)- 

coo  0 

Setzt  man  hier  tangA  =■  t,   so  erhält  man 


2;i  oo 


l 


dk  ,   AI  +i^)dt  m  +  n 

=  4  /    ,  —- TT-;  =  71  • '.—  -       , 


(wcos2A  +  «sin2A)2         j(fn-\-nt^Y  mn-^mn 

0  0 

mithin 

(Ol 

S  =  ±71  ABC  •  /  ( h      )  •  -^==  •  coseo  doy     . 

0)0 

Dieses  Integral  wird  leicht  auf  elliptische  gebracht.  Ohne  die  Allgemeinheit 
der  Untersuchung  zu  beschränken,  wollen  wir  voraussetzen,  daß  A  und  B  gleiche 
Zeichen  haben,  daß  bei  den  Hyperboloiden  A  dem  absoluten  Werte  nach  größer 
als  B,  und  daß  im  Falle  des  Ellipsoids  A<i  B  <CC  ist.     Setzen  wir 


_i/._i,  f^f. 


B 
~C 


so   sind  a   und  ß  jederzeit  real   und   a  >  ^.      Mit  Einführung   dieser  Werte    er- 
halten wir  nun 

»^  =  ^C(l  -  a«  sin  2  (ü) ,       n  =  AC{1  -  /S«  sin  «o))     , 

jiT/^  ^\  coscodo) 

~  ~  C  ^AB  J  U  —  a^  sin  2co       1  —  ß'^  sin  '^co)  /^l  "^^^2  sin^)  (1^  ß'^  sin^co)  ' 

Hierin  setzen  wir 


*»A_l/?-;^ 


'-n 


und  führen  eine  neue  Veränderliche  durch  die  Gleichung  ein 


1    . 
smco  =  —  smo?     ; 
a 


hierdurch  entsteht 


^=±  "  jV^^+    '   ^     '^ 


a  C]'ABJ  vi  —  sin 297        1  -     k'^sin^(p/     |i'_  k^-sin^q? 


qpo 
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Wird  die  Zone  von  der  XY-Ehene  an  gerechnet,  so  ist  ^^  =  0,  und  daher 


----  fi 

aC^ABj  V 

0 


cos  ^  (p 


B  \d(p 
Y^(pl  A(p 


71  A 


=  4- '^^^^  ^  [taingcpAq?  +  k^^  Fiep)  —  E  (w)\ 


+  - 


TtB 


71 


aJ^^C^ABl 


[A-{C-B)coa^(p] 


_,   ,       it^sinajcosoj 


tang^ 
A  cp 


+  AF((p)  +  iC-A)£((p) 


}'ABC(C  —  A)^ 

Diese  Gleichung  enthält  das  bemerkenswerte  Resultat:  Jede  Zone  einer 
Mittelpunktsfläche  zweiten  Grades,  längs  deren  Rändern  die  Lote 
ihre  Neigung  gegen  eine  Symmetrieebene  der  Fläche  nicht  ändern, 
läßt   sich   durch   elliptische   Integrale   ausdrücken*). 

Die  halbe  Fläche  des  Ellipsoids  erhält  man  aus  der  vorstehenden  Gleichung, 
wenn  man  sinco  =  1,   also  

sin99  =  a  =  1/  1  —  ^ 


setzt;  das  Verhältnis  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  zu  einem  Hauptschnitte  des- 
selben wird  daher,  abgesehen  von  einem  in  Bezug  auf  die  Achsen  algebraischen 
Teile,  durch  unvollständige  elliptische  Integrale  erster  und  zweiter  Art  berechnet 
Führt  man  den  Wert  für  g?  in  die  Gleichung  für  S  ein,  so  erhält  man  für 
die  ganze  Oberfläche  des  Ellipsoids 


2  71  2  71 

~   C        {ÄBC{C'-^Ä) 


[AF{q>)  +  {C-A)E{ip)\ 


*)  Diesen  Satz  hat  Schloemilch  gegeben;  weitere  Folgerungen  hierzu  sowie  weitere  An- 
wendungen der  elliptischen  Integrale  auf  Flächenberechnungen  siehe  Kompendium  der 
höheren  Analysis,   2.  Aufl.,  II.  Bd.,  S.  346  u.  f. 
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Differentialgleichungen. 


§  1.    Allgemeine    Sätze    über   Differentialgleichungen    erster   Ordnung 

mit  zwei  Veränderlichen. 

1.  Unter  einer  Differentialgleichung  wird  eine  Gleichung  verstanden,  in 
der  Diiferentialquotienten  abhängiger  Veränderlicher  in  Bezug  auf  unabhängige 
(neben  den  Veränderlichen  selbst  und  konstanten  Größen)  vorkommen. 

Ist  jede  abhängige  Veränderliche  eine  Funktion  nur  einer  Veränderlichen, 
so  bezeichnet  man  die  Diiferentialgleichung  als  gewöhnliche  Differentialgleichung, 
zum  Unterschiede  von  partialen  Differentialgleichungen,  welche  die  parti- 
alen  Differentialquotienten  von  Funktionen  von  mehr  als  einer  Veränder- 
lichen enthalten. 

2.  Wenn  eine  Differentialgleichung  zwischen  zwei  Veränderlichen  den 
Differentialquotienten  «-ter  Ordnung  der  abhängigen  Veränderlichen  und  keinen 
höherer  Ordnung  enthält,  so  wird  sie  als  Differentialgleichung  «-ter  Ordnung 
bezeichnet. 

Eine  Gleichung  zwischen  zwei  Veränderlichen,  die  weder  den  Differential- 
quotienten «-ter  Ordnung  der  unabhängigen  Veränderlichen  noch  höhere  Diiferential- 
quotienten enthält,  und  die  so  beschaffen  ist,  daß  alle  Werte  der  Veränderlichen 
und  des  1.,  2.,  3.  .  .  .  bis  n-ten  Differentialquotienten,  die  dieser  Gleichung,  sowie 
der  durch  einmalige  oder  wiederholte  Differentiation  daraus  hervorgehenden 
Gleichungen  genügen,  auch  einer  gegebenen  Differentialgleichung  «-ter  Ordnung 
Genüge  leisten,  wird  als  ein  Integral  der  Differentialgleichung  «-ter  Ordnung 
bezeichnet. 

3.  Wenn  ein  Integral  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
zwischen  zwei  Veränderlichen  x,y  so  beschaffen  ist,  daß  dieselben  Vereine  von 
Werten  x^y^  dy  :  dx  der  Differentialgleichung,  sowie  auch  dem  Integrale  und  dem 
aus  dem  Integrale  folgenden  Werte  von  dy  :  dx  genügen,  so  bezeichnen  wir  es 
als  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung. 

Durch  die  Gleichung  jF'(xty,y)  =  0  werden  drei  Veränderliche  x^y^y'  mit- 
einander verknüpft;  betrachten  wir  x  und  y  als  rechtwinklige  Punktkoordinaten, 
so  können  wir  die  Differentialgleichung  geometrisch  so  deuten,  daß  durch  sie 
jedem  Punkte  x^y  der  Ebene  eine  oder  mehr  als  eine  Richtung  y'  zugeordnet 
wird;  diese  Richtung  kann  durch  eine  Gerade  T  vertreten  werden,  die  durch 
den  Punkt  x^y  so  gezogen  wird,  daß  tang(jc,  7')=y;  dann  ist  also  durch  die 
Differentialgleichung  jedem  Punkte  der  Ebene  eine  durch  den  Punkt  gehende 
Gerade   oder  eine  bestimmte  Anzahl  solcher  Geraden  zugeordnet. 

Ein  Integral  ^(x^y)  =  0  der  Differentialgleichung  bedeutet  eine  Kurve,  die 
in  jedem  ihrer  Punkte  von  einer  zu  diesem  Punkte  durch  die  Differentialgleichung 
zugeordneten  Geraden  berührt  wird.  Enthält  die  Gleichung  eine  willkürliche 
Konstante  C,  so  gehört  zu  der  Gleichung  nicht  eine  einzelne  Kurve,  sondern 
eine  Gruppe  von  unendlich  vielen  Kurven,  die  erhalten  werden,  indem  man  C 
alle  Werte  nacheinander  beilegt.  Die  Konstante,  die  man  als  den  Parameter 
der   Kurve    bezeichnet,    kann    dann   immer    so    gewählt   werden,    daß    die    Kurve 

18* 
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0(xtyf  C)  ==  0  durch  einen  gegebenen  Punkt /q  geht;  man  hat  dann  nur  nötig, 
C  aus  der  Gleichung  zu  bestimmen 

Diese  Bemerkung  kann  man  umkehren.  Soll  die  Gleichung  I*'(x,y)  =  0  das  all- 
gemeine Integral  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  sein,  so  muß  ihr  durch 
jeden  Wert  von  x  und  y  genügt  werden  können,  sie  muß  also  einen  willkürlichen 
Parameter  enthalten;  ist  dieser  so  gewählt,  daß  die  Kurve  <P(jf,>')  =  0  einen 
bestimmten  Punkt  P  enthält,  so  muß  alsdann  durch  die  besondere  Beschaffenheit 
der  Funktion  0  die  Tangente  der  Kurve  0{x,y)  =  0  in  /*  mit  einer  der  durch 
die   Differentialgleichung    dem   Punkte  P  zugeordneten    Geraden   zusammenfallen. 

Unter  einem  partikulären  Integrale  versteht  man  ein  Integral  einer 
Differentialgleichung,  das  aus  einem  allgemeinen  hervorgeht,  indem  man  dem 
Parameter  einen  besondem  Wert  erteilt 

4.    Wir  wollen  nun  zunächst  zeigen,  wie  aus  einer  Gleichung 

1)  0(x,y,C)=O     , 

die  eine  willkürliche  Konstante  C  enthält,  eine  C  nicht  enthaltende  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  abgeleitet  werden  kann,  von  welcher  0{x,y,C)  das 
allgemeine  Integral  ist 

Aus   0{xyy,C)  =  O  erhalten  wir  durch  Differentiation 

S0        80 

2)  e-j  +  'ej ->■'-'   • 

Entfernen  wir  nun  C  aus  1)  und  2),  so  erhalten  wir  eine  Differentialgleichung 

3)  P{x,y,y)  =  0     . 

Ist  nun  der  Verein  der  Gleichungen  1)  und  3)  mit  dem  Vereine  1)  und  2) 
gleichbedeutend,  und  wird  C  so  bestimmt,  daß  1)  durch  einen  gegebenen  Punkt  x,y 
erfüllt  wird,  so  sind  die  aus  3)  zugeordneten  Werte  y'  übereinstimmend  mit  den 
aus  2)  folgenden;  also  ist  1)  das  allgemeine  Integral  von  3). 

Wir  geben  hierzu  einige  Beispiele. 

A)    Aus  der  Gleichung 

4)  iy-Cy=2/>x 
folgt  durch  Differentiation  /    /-»n  .,/  _  ^ 

Setzt  man  den  hieraus  folgenden  Wert  von  y  —  C  in  4)  ein,  so  erhält  man 
die  zu  4)  gehörige  Differentialgleichung 


'-\ 


2x 

B)  Die  Gleichung  x^  —  2Cy  —  C^  —  a^  =  0  liefert 

cy==x   ; 

setzt  man  hieraus  C  in  die  gegebene  Gleichung  ein,  so  erhält  man 

{x^  —  a^)y^  —  2  xy/  —  x^  =  0     , 
oder 

/  =  ^F3^  (-^  +  V^' +  ^' - ''*)   • 

C)  Die  Gleichung 

5)  (x-2  C)2  +  k^  Cy^  =  C2 

stellt  eine  Reihe  von  Kegelschnitten  dar,  deren  Hauptachsen  in  die  Abscissen- 
achse  fallen,  bezw.  zu  ihr  senkrecht  sind,  und  die  die  Ordinatenachse  im  Null- 
punkte  berühren;    für  positive  C  ergeben   sich  Ellipsen,   für   negative  Hj^erbeln. 
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Aus  5)  ergibt  sich 

6)  x—2C+k^Cyy  =  0     . 

Führt  man  zunächst  den  hieraus  folgenden  Wert 

x  —  2C=-k^Cyy 

in  5)  ein,  so  folgt  Jt^  Cy^^  +  j^2 y.  ^  c     . 

Vergleicht    man   den   hieraus   folgenden  Wert  von  C  mit   dem   aus   6)   sich 
ergebenden,  so  entsteht  die  zu  5)  gehörige  Differentialgleichung 

X  k*xy^ 

oder 

D)  Die  Gleichung 

7)  2x  —  3Cy  +  C^^0 

ergibt  eine  Reihe  von  Geraden,  für  die  das  Quadrat  des  Abschnittes  auf  der 
Jf- Achse  zum  Kubus  des  Abschnittes  auf  der  K-Achse  das  konstante  Verhältnis 
=  -27  :  4  hat     Aus  7)  folgt  2  =  3(7  ' 

und  hieraus  und  aus  7)  die  Differentialgleichung 

*/»-^y*  +  2^  =  o  • 

E)  Aus  dem  allgemeinen  Integrale 


2    ^  1   /    -1    .^        y 


(f  =  /(}^-  xy-y  +  2x)  -  — .  Are  tang-~(  2I/  1  -  Z  +  1 

folgt  durch  Differentiation 

6  q?  yx^  —  xy  -{-  2  x 


^x  x{2x—y-{-^x^  —  xy) 

c<p  1 

^y  2x—y  +  fx^  —  xy 

Daher  ist  die  zugehörige  Differentialgleichung 


/=2+yi-i- 


5.  Als  integrierbar  im  älteren  Sinne  bezeichnet  man  die  Differential- 
gleichungen, aus  denen  sich  die  abhängigen  Veränderlichen  als  bekannte  algebraische 
oder  transcendente  Funktionen  einer  unabhängigen  Veränderlichen  ergeben,  sowie 
diejenigen,  die  sich  auf  einfache  Quadraturen  zurückführen  lassen.  Da  jede 
Funktion  durch  Quadratur  aus  ihrem  Differential  hervorgeht,  so  umfaßt  die  letzte 
Bestimmung  die  erste.  Eine  integrierbare  lineare  Differentialgleichung  zwischen 
zwei  Veränderlichen  führt  daher  zu  einem  Ergebnisse  von  der  Form 

j(p(y)dy  =j\p{x)dx     , 

die  Differentialgleichung  muß  also  in  die  Form  gebracht  werden  können 

(p{y)dy  =  xp{x)dx     , 

in  der,  wie  man  sagt,   die  Veränderlichen  gesondert  sind. 
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Wir  werden  zunächst  unter  Voraussetzung  der  Integrierbarkeit  im  älteren 
Sinne  Eigenschaften  von  Integralen  der  Differentialgleichungen  ableiten  und  die 
Integrale  herstellen. 

Der  neueren  Richtung,  die  den  Differentialgleichungen  durch  Potenzreihen 
allgemeiner  Art  und  Quotienten  solcher  Reihen  zu  genügen  sucht,  und  damit  die 
Aufgabe  viel  tiefer  erfaßt,  werden  w^ir  so  weit  folgen,  als  es  der  den  Differential- 
gleichungen hier  zugewiesene  Raum  zuläßt 

6.  Wenn  zwei  allgemeine  Integrale  einer  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  nach  den  willkürlichen  Konstanten  aufgelöst  die 
Gleichungen  ergeben 

1)  F=C,    f=c     , 

so  ist  F  eine  Funktion  von/,  d.  h.  wenn  man  aus  der  Gleichung /(j:,  y)  =y 
die  Veränderliche  y  (oder  x)   berechnet,   indem   man   das  rechts  stehende  /  als 
neue  Veränderliche  betrachtet,  und  diesen  Wert  in  F  einführt,  so  enthält  F  dann 
nur  die  Veränderliche  /,  nicht  auch  x  (oder  y). 
Durch  Differentiation  folgt  aus   1) 


dx  +  -^ —  dy  =  \j  , 


dx 


dy 


•^  dx  +  -^dy  =  0 


d  X 


dy 


In  beiden  Gleichungen  kommt  keine  willkürliche  Konstante  mehr  vor,  aus 
beiden  muß  sich  also  für  alle  Werte  von  x  und  j'  derselbe  Wert  für  y  ergeben; 
die  notwendige  und  ausreichende  Bedingung  hierfür  ist  das  Verschwinden  der 
Determinante 


2) 


dF      cF 


d  X 

d  X 


dy 
dy 


=  0 


Drückt  man  y  in  der  angegebenen  Weise  durch  x  und  /  aus  und  setzt  dies 
in  F  ein,  so  erhalte  man  5»    Diese  Funktion  kann  nur /und  x  enthalten;  man  hat 

e^       cF    .    dF     dy 


3) 


Ox 


c/'       dF 
d  X         dy 


X 


Bei  dem  letzten  Differentialquotienten  ist  y  als  Funktion  von  x  und  /  gedacht 

und   vorausgesetzt,   daß  sich  /  nicht   ändert;   daher   bestimmt   sich   derselbe    aus 

der  Gleichung  ^  r  p  r 

-^^äx  +  ^dy  =  0     . 
ex  dy 

Wird  der  hieraus  folgende  Wert  in  3)  eingesetzt,  so  ergibt  sich 

d%dF       dF     df    df 
dx       dx         dy      dx    dy 

'BF  J'l_iF    ej\  .  8/ 

^c  X      cy         dy      c  xj     cy 

Da  nun  /  nicht  frei  von  y  sein  kann,  so  folgt  aus  4)  und  2) 


d  X 


=  0 


also   enthält  %  die  Veränderliche  x  nicht,  w.  z.  b.  w.*). 

*)  Statt  dieses  Beweises  hätte  auf  den  Satz  2.  Band,  4.  Buch,  §  4,  Xr.  5  verwiesen  werden 
können;  wir  haben  es  vorgezogen,  einen  selbständigen  Beweis  für  den  einfachsten  Fall  jenes 
allgemeinen  Satzes  zu  geben  und  bemerken,  daß  der  Gedankengang  dieses  Beweises  sich  auch 
auf  den  allgemeinen  Satz  anwenden  läßt.     Vgl.  u.  a.  Baltzkr,  Determin.inten,  j}  12. 
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Aus  der  Gleichung  g(/)=  C  folgt  f^=c^  worin  c  eine  willkürliche  Kon- 
stante bezeichnet.  Daher  ist  das  allgemeine  Integral  F  ^=  C  von  /  =  ^  nicht 
wesentlich  verschieden.  Wir  geben  dieser  Tatsache  durch  den  Satz  Ausdruck: 
Eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  hat  nur  ein  allgemeines 
Integral. 

7.  Es  sei  /(^,  ^,  C)  =  0  das  allgemeine  Integral  einer  Differentialgleichung 
erster  Ordnung.  Die  Werte  des  Parameters  C  für  die  Integralkurven,  die  einen 
gegebenen  Punkt  x^  y  enthalten,  ergeben  sich  aus 

wenn  man  darin  x  und  y  als  gegeben  betrachtet.  Soviele  verschiedene  Auf- 
lösungen diese  Gleichung  hat,  ebensoviele  verschiedene  Integralkurven  gehen 
durch  P,  Diese  Kurven  haben  im  allgemeinen  in  P  keine  gemeinsame  Tangente. 
Die  n  Tangenten  dieser  Kurven  in  P  sind  dem  Punkte  P  durch  die  gegebene 
Differentialgleichung  zugeordnet  Hieraus  folgt:  Wenn  der  Differential - 
quotient  y'  eine  «-deutige  Funktion  von  x  und  y  ist,  so  ist  auch  der 
Parameter  des  allgemeinen  Integrals  «-deutig  durch  x  und  ^'  bestimmt. 
Beispiele.     A)  Aus  der  Differentialgleichung 

dx       dv 

—  +    -^  =  0 
X         y 

folgt  sofort  das  allgemeine  Integral 

Ix  -\-  ly  ^=  c     . 

Hier  erscheint  c  als  unendlich  vieldeutige  Funktion  von  x  und  y.  Geht  man 
aber  beiderseits  zu  den  Logarithmanden  über  und  bezeichnet  e^  mit  C,  so  erhält 
man  für  das  allgemeine  Integral  die  neue  Gestalt 

xy  -=  C     , 

und  hierin  ist  C  eindeutig  durch  x  und  y  bestimmt. 
B)  Für  die  Differentialgleichung 

dx  dv 

-^  H — —  =  0 


y  1  —  ^2    j/ 1  —  >'2 

haben  wir  das  allgemeine  Integral 

arc  sinx  -\-  arc  sin^  ==  r     . 

Hier  ist  ebenfalls  c  unendlich  vieldeutig;  der  Summensatz  ergibt,  wenn  sinr 
durch  y  ersetzt  wird. 

Durch  Quadrieren  erhält  man,  wenn  man  y*  durch  C  ersetzt. 


x'iJ^y^—2  x^y^  +2xy  ]{1  —  x'^)  (1  -  f^)  =  C     , 

und  hierin  ist  C  zweideutig,  ebenso  wie  y  zweideutig  ist.     Hieraus  folgt  noch  die 
rationale  Gleichung 

8.  Wenn  durch  eine  Differentialgleichung  y  «-deutig  bestimmt  ist,  so  werden 
im  allgemeinen  für  unzählig  viele  Punkte  zwei  von  den  «  Werten  zusammen- 
fallen; die  Kurve  dieser  Punkte  wollen  wir  als  Verzweigungskurve  der 
Differentialgleichung  bezeichnen.  Ist  y  als  entwickelte  Funktion  von  x  und  j' 
gegeben  f  /        v 

so  kann  man  ohne  weiteres  die  Gleichung  der  Verzweigungskur\'e  ablesen. 
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Hat  man  z.  B. 

^■=i+i 

x^ 

so  ist  die  Verzweigungskurve 

besteht  also  aus  den  beiden  Geraden,  die  die  Winkel  der  Achsen  halbieren. 

Bezeichnen  g^^  g^^  ...  gn   die   verschiedenen  Werte ,    die  y'  für   einen   ge- 
gebenen Punkt  jc,  y  hat,  so  sind  sie  die  Wurzeln  der  Gleichung 

1)  F={y'-g,)(y-g,)...{y-g„)  =  (i     ; 

diese  gebe  ausgerechnet 

2)  F  =  y^  +  A,y^-~^  + . . .  +  ^«_i/+  ^«  =  0    . 

Hierin   fallen   zwei  Wurzeln   zusammen,   wenn   der  Verein   von   2)    und    der 
folgenden  Gleichung  besteht 


3) 


ey 


^nyn-\  _|_  („ 


Die  Bedingung  für  den  Verein  von  2)  und  3)  erhält  man  nach  Sylvesters 
Methode,  indem  man  2)  und  3)  der  Reihe  nach  mit  y*"^,  y""',  . . .  y,  1, 
bezw.  y«— 1,  y«— 8,  .  .  .  y,  1  multipliziert,  und  aus  diesen  2n  —  1  Gleichungen  die 
linear  darin  vorkommenden  Größen  y^*"*,  y**""^,  . .  .  y ,  1  entfernt;  man  erhält 

1  Ai  ^2  •  •  •  An-i     An 

1  Ai  .  .  .  An  —  2       An—\  Aft 


1         A, 
n    {n  —  l)Ai     (n  —  2)A2  '  '  '  An^\ 

n  {n  —  l)Ai..2An—2     An—i 


A^  ...  Afi 


0 


1    {n—\)Ai,.  >An-i 

Dies  ist  die  gesuchte  Gleichung  der  Verzweigungskurve. 

9,  Der  Parameter  des  allgemeinen  Integrales  einer  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  sei  für  jeden  Punkt  der  Ebene  «-deutig  bestimmt;  seine  Werte 
für  den  Punkt  x,  y  seien  y^y  y^,  ...  y«.     Bildet  man  die  Gleichung 

(C-y,){C-y,)...{C-yn)  =  0     , 

so  sind  die  Koeffizienten  eindeutige  Funktionen  von  x  und  y.  Es  gibt  unzählig 
viele  Punkte  der  Ebene,  für  welche  zwei  Wurzeln  dieser  Gleichung  zusammen- 
fallen; die  Kurve  dieser  Punkte  nennen  wir  die  Verzweigungskurve  des  all- 
gemeinen Integrals. 

Die  Gleichung  für  C  ergebe 

0  =  ^  +  ai  C«-^  +  ttg  C«-«  +  . . .  +  a«  =  0     ; 

alsdann  erhält  man  die  Gleichung  dieser  Verzweigungskur\'e  in  Form  einer  ver- 
schwindenden Determinante,  wenn  man  C  nach  Sylvesters  Methode  aus 


$  =  0     und 


ä0 

~dC 


=  0 


entfernt.  Diese  Kune  hüllt  entweder  die  Kur\'en  0  ein  und  hat  in  jedem  ihrer 
Punkte  mit  einer  der  Kurven  (?>  eine  gemeinsame  Tangente,  oder  sie  enthält  die 
Doppelpunkte  der  Kur\^en  &)(x         r\ 0 

(2.  Band,  4.  Buch,  §  11,  Nr.  6). 
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Hieraus  folgt  sofort:  Ist  die  Verzweigungskurve  des  allgemeinen 
Integrales  die  Einhüllende  der  Kurven  $=«0,  so  genügt  sie  in  allen 
ihren  Punkten  der  Differentialgleichung. 

Ist  die  Verzweigungskurv'e  dagegen  die  Kurve  der  Doppelpunkte  des  Kurven- 
vereins $  =»  0,  so  genügt  sie  im  allgemeinen  der  Differentialgleichung  nicht. 
Denn  im  allgemeinen  ist  für  einen  Doppelpunkt  einer  Kurve  ^  ==  0  der  aus  der 
Differentialgleichung  folgende  Wert  von  y  nicht  unbestimmt,  wie  der  aus  dem 
allgemeinen  Integrale  folgende,  sondern  bestimmt. 

Wenn  die  Gleichung  der  Verzweigungskurve  des  allgemeinen  Integrals  der 
Differentialgleichung  genügt,  so  ist  im  allgemeinen  für  die  Punkte  derselben  C 
nicht  konstant;  sie  ist  alsdann  kein  partikuläres  Integral,  sondern  wird  als  sin- 
guläres  Integral  der  Differentialgleichi^  bezeichnet 

10.  Unabhängig  von  geometrischen  Betrachtungen  untersuchen  wir  nun  auf 
analytischem  Wege  das  Auftreten  eines  singulären  Integrals,  d.  i.  einer  Gleichung, 
die  der  Differentialgleichung  genügt,  ohne  ein  partikuläres  Integral  zu  sein. 

Es  sei  /(^,^,  C)  =  0  das  allgemeine  Integral  einer  Differentialgleichung 
erster  Ordnung;  wir  machen  dabei  die  ausdrückliche  Voraussetzung,  daß  die 
Funktion  /  die  Größen  jc,  y  und  C  nur  in  eindeutigen  Verbindungen  enthält 

Die'  Frage  nach  einem  singulären  Integrale  können  wir  nun  so  stellen: 
Kann   C  als  Funktion  von  x  und  y  so  gewählt  werden,  daß  die  Gleichung 

der  Differentialgleichung  genügt? 

Durch  Differentiation  folgt  aus  1) 

öx       cy  d  C  \c X        cy     / 

Da  1)  der  Differentialgleichung  genügt,  so  ist 

ex       cy 
Daher  folgt  aus  2) 

cf (60     ec  \     ^ 

d  C  \c'  X         c  y     I 
Diese  Bedingung  ist  erfüllt,  wenn  entweder 

ex  C  Y 

oder 

c  C 

Der  Bedingung  3)  entsprechen  solche  Änderungen  von  x  und  7,  bei  denen  C 
konstant  bleibt;  sie  führt  somit  zum  allgemeinen  Integrale.  Für  ein  Integral, 
das    in    dem    allgemeinen   nicht    enthalten    ist,   ergibt  sich    daher  die  Bedingung 

df 

Es  kann  der  Fall  eintreten,  daß  den  Gleichungen 

/{x,j>,C)  =  0,        1^  =  0 

durch  einen  konstanten  Wert  von  C  genügt  werden  kann;  in  diesem  Falle  führt 
die  Entfernung  von  C  aus  beiden  Gleichungen  nicht  auf  ein  singuläres,  sondern 
auf  ein  partikuläres  Integral. 
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Eine  fernere  Ausnahme  tritt  in  den  zahlreichen  Fällen  ein,  wenn  für  alle 
Punkte  der  durch  Entfernung  von  C  aus 

^/ 
f{x,y^C)  =  Q     und     .-5,  =  0 

0  C 

sich  ergebenden  Kurve  (für  welche  wir  den  Namen  Verzweigungskurve  auch  dann 
beibehalten  wollen,  wenn  /  keine  algebraische  Funktion  von  C  ist)  die  Gleichungen 
bestehen 

-/-  =  0,        /-  =  0     . 
ex  Oy 

Denn  dann  erfüllen  die  Tangenten  der  Verzweigungskurve  zwar  die 
Gleichung  2),  es  läßt  sich  aber  hieral%  nicht  schließen,  daß  sie  der  Differential- 
gleichung genügen. 

Man  hat  daher  nach  der  Entfernung  von  C  aus  /=  0  und  8f:  £  C  ==  0 
jedesmal  erst  nachzusehen,  ob  die  zugehörigen  Kurven,  bezw.  welche  von  ihnen, 
der  Differentialgleichung  genügen. 

11.  Es  sei  y  eine  «-deutige  Funktion  von  x  und  y;  alsdann  ist  auch  (Nr.  7) 
die  Konstante  des  allgemeinen  Integrales  «-deutig  durch  x  und  y  bestimmt 
Wenn  für  einen  Punkt  P  zwei  von  den  Werten  C  unendlich  wenig  verschieden 
sind,  so  fallen  auch  die  Tangenten  an  diese  Kurven  in  P  unendlich  nahe  zu- 
sammen. Dies  sind  aber  zwei  dem  Punkte  P  durch  die  Differentialgleichung 
zugeordnete  Richtungen.  Wir  schließen  daher:  Die  Ve r zw eigungs kurve  des 
allgemeinen  Integrales  ist  zugleich  Verzweigungskurve  der  Diffe- 
rentialgleichung. 

Hiervon  tritt  eine  Ausnahme  ein,  wenn  ein  Teil  der  Verzweigungskurve 
des  allgemeinen  Integrales  eine  Parallele  zur  F- Achse  ist;  denn  für  jeden  Punkt 
dieser  Geraden  ist  y=+oo,  es  fallen  also  für  diese  Punkte  nicht  notwendig 
zwei  Werte  von  y'  zusammen. 

12.  Ein  direkter  Nachweis  für  den  Zusammenhang  der  beiden  Verzweigungs- 
kurven wird  zugleich  Auskunft  darüber  geben,  ob  die  Verzweigungskurve  der 
Differentialgleichung  aus  Kur\'en  zusammengesetzt  sein  kann,  die  nicht  zugleich 
der  Verzweigungskurve  des  allgemeinen  Integrales  angehören.  Die  Differential- 
gleichung wird  aus  dem  allgemeinen  Integrale 

1)  0{x,y,C)  =  i) 

erhalten,  indem  man   C  aus   1)  und  aus 

2)       -^+VT  -y^^^ 

ex        vy 

entfernt;  das  Ergebnis  dieser  Änderung  werde  mit  (0)  bezeichnet.  Um  die 
V^erzweigungskurve  der  Differentialgleichung  zu  erhalten ,  hat  man  hierauf  /  aus 
den   Gleichune^en  ^     , 

3)  (*)  =  0    und       :   /  =  () 


f  r 


zu  entfernen.     Nun  ist 

4) 


Die  Gleichung  4)  zerfällt  in  die  beiden  Gleichungen 


5)  .  .,  =  0 

c  C 
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Die  Gleichungen  1)  und  5)  ergeben  die  Verzweigungskurve  des  allgemeinen 
Integrals.  Die  Gleichung  6)  sagt  aus,  daß  die  durch  2)  definierte  Funktion  C  von 
y  nicht  abhängt;  sie  ist  daher  nicht  statthaft 

Wir  fassen  die  Ergebnisse  dieser  Untersuchungen  in  folgenden  Satz  zu- 
sammen: Ist  F{x,yyy')  =  0  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
und  ^(;c,^,  C)  =  0  das  allgemeine  Integral  derselben,  und  sind  ^,  j,  y, 
bezw.  Xj  y,  C  in  den  Funktionen  J^  und  0  nur  in  eindeutigen  Ver- 
bindungen enthalten,  so  kann  die  Resultante,  die  durch  Entfernung 
vonCaus  '\^ 

<P  =  0    und    .'      =  0 

de 

hervorgeht,  höchstens  um  einen  Faktor,  der  eine  ganze  Funktion 
von  X  allein  ist,  von  der  Resultante  verschieden  sein,  die  durch  Ent- 
fernung von  y  aus  den  Gleichungen 

BF 
F=0    und     ;r-7  =  0 

cy 

entsteht.  Wenn  die  erstere  Resultante  der  Differentialgleichung 
genügt,  so  ist  sie  deren  singuläres  Integral,  soweit  sie  nicht  durch 
Spezialisierung  der  Konstanten  C  aus  dem  allgemeinen  Integrale 
hervorgeht. 

18.  Für  die  Ableitung  des  singulären  Integrales  haben  wir  daher  folgende 
Wege : 

a)  Ist  das  allgemeine  Integral  auf  C  reduziert,  so  bilde  man  die  Bedingung 
dafür,  daß  zwei  Werte  für  C  zusammenfallen. 

b)  Sind  in  dem  Integrale  0(x,y,  C)  =  0  die  Größen  x,  y^  C  nur  in  ein- 
deutigen Verbindungen  enthalten,  so  entferne  man   C  aus 

0  =  0  ,     und     ^TT^  =  0     . 

c  C 

c)  Ist  die  Differentialgleichung  auf  y  reduziert,  so  bilde  man  die  Bedingung 
dafür,  daß  zwei  Werte  von  y'  zusammenfallen. 

d)  Sind  in  der  Differentialgleichung  F(Xy  y,  y)  =  0  die  Größen  x,  y^  y* 
nur  in  eindeutigen  Verbindungen   enthalten,  so  entferne  man  y'  aus 

hF 

/^  =  0    und     .  -   =  0     . 

c  y 

Die  auf  einem  dieser  vier  Wege  erhaltenen  Gleichungen  hat  man  daraufhin 
zu  prüfen,  ob  sie  der  Differentialgleichung  genügen;  soweit  diese  Bedingung 
erfüllt  ist,  hat  man  ein  Integral  der  Differentialgleichung  gefunden;  dasselbe  ist 
Singular,  soweit  es  nicht  durch  Spezialisierung  der  Konstanten  aus  dem  all- 
gemeinen Integrale  abgeleitet  werden  kann.  Nach  Anwendung  der  Methoden  c) 
und  d)  hat  man  noch  nachzusehen,  ob  die  Gleichung  x  =  y  für  irgend  einen 
konstanten  Wert  y  der  Differentialgleichung  als  singuläres  oder  partikuläres 
Integral  genügt*). 

14.  Wir  betrachten  als  Beispiele  die  in  Nr.  4  aufgestellten  Differential- 
gleichungen. 

A)    Die  Differentialgleichung  Nr.  4,  4) 

F  =  y^^  —  ^    =  0 


*)  Auch  ohne  Kenntnis  des  allgemeinen  Integrales  kann  man  entscheiden,  ob  mau  nach 
den  Methoden  c)  oder  d)  zu  einem  singulären  oder  partikulären  Integrale  gelangt  ist. 
Vgl.  u.  a.  E.  Prix,  Über  singulare  Lösungen  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 
Progr.  der  Realschule  zu  Annaberg  i.  S.      1876. 
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hat  das  allgemeine  Integral 

Man  erhält 

Die  Verzweigungskurve  der  Differentialgleichung  ist 

die  des  allgemeinen  Integrals  ist 

W=—2px  =  0     . 

Das  singulare  Integral  ist  ^  =  0. 
B)    Zu  der  Differentialgleichung 


x^  —  a^ 
gehört  das  allgemeine  Integral 


y=-^-Ay  +  i^^"+y'  -  a^) 


y  +  y^2  4.  ^2  _  ^2  _  c    . 
Aus  beiden  Gleichungen  folgt  das  Integral 

^2^^2_^2=:0     ; 

es  ist  Singular,  da  für  seine  Punkte   C  =  yy  also  veränderlich  ist. 

C)  Das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung 

X  k^xy^ 

ist 

<J>=  ZC^  ~  (/^x  —  k^ y^)C ^  x^  =-  0     . 

Die  Bedingungen  für  das  Zusammenfallen  zweier  Wurzeln  y  bezw.  C  sind 

bezw 

%k'^xy'^  -^x^-k^y^  =  (S     . 

Die  letztere  Gleichung  ist  das  singulare  Integral.    Man  überzeugt  sich  leicht, 
daß  es  der  Differentialgleichung  genügt. 

D)  Die  Differentialgleichung 

F=xy'^—yy^  +  ^  =0 

hat  das  allgemeine  Integral 

<^=C^  —  SCy  +  2x  =  0     . 

Die  Bedingung  für  das  Zusammenfallen  zweier  Wurzeln  y  bezw.  C, 

x^  —y^  =  0     , 
ist  das  singulare  Integral. 

E)  Die  Differentialgleichung 

/=2+}/l-^ 

hat  das  allgemeine  Integral 

(-       —  \ 

2I/1  —  -^  +  lj  =  C    • 
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Für  die  Verzweigungskurve 
ist 

während  für  die  Punkte  derselben  aus  der  Differentialgleichung  folgt 

y=  2    . 

Daher  ist  in   diesem   Falle    die  Verzweigungskurve    kein   Integral 
der  Differentialgleichung. 

F)  Hat  die  Differentialgleichung  die  Form 

1)        /=/'+/«'  . 

wobei  F  und  irrationale  Funktionen  von  x  und^  sind,  so  ist  ihre  Verzweigungskur\'e 

Der  aus  dieser  Gleichung  folgende  Wert  von  y  stimmt  im  allgemeinen  nicht 
mit  dem  aus  der  Differentialgleichung  unter  der  Bedingung  !P=  0  folgenden  Werte 

überein:  die  Verzweigungskurve'  ist  daher  für  Differentialgleichungen  dieser  Form 
im  allgemeinen  kein  Integral.  Das  vorige  Beispiel  bildet  hiervon  einen  be- 
sondern Fall.  Ausnahmen  bilden  u.  a.  alle  Differentialgleichungen,  deren  all- 
gemeines Integral  die  Form  hat 

wobei  /  und  q)  rationale  Funktionen  sind. 
Zu  2)  gehört  die  Differentialgleichung 

^   b  f         f   -  d  CD 

o  X  ex 

2    L  .  Ycp  +  -J~ 

dy     '  cy 

die  auf  die  Form   1)  gebracht  wird,  wenn  man  den  Nenner  rational  macht 


§    2.      Integration    der    Differentialgleichungen    erster    Ordnung    mit 

zwei  Veränderlichen. 

1.  Wir  wenden  uns  zunächst  zur  Betrachtung  einer  Reihe  von  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung,  bei  denen  die  Herstellung  des  allgemeinen  Integrals 
in  geschlossener  Form  geleistet  oder  auf  gewöhnliche  Integrationen  zurückgeführt 
werden  kann. 

Das  Integral  der  Differentialgleichung  Mdx  +  JVdy  =  0  ist  sofort  gefunden, 
wenn  dieVeränderlichen  getrennt  sind,  d.i.  wenn  il/ nur  eine  Funktion  von  jc, 
und  N  nur  eine  Funktion  von  y  ist;  schreiben  wir,  um  dies  zu  veranschaulichen, 
(f  {x)  und  \p  (y)  für  M  und  N,  so  haben  wir  die  Differentialgleichung 

(p{x)dx  +  y)(y)dy  =  0     , 
und  erhalten  hieraus  ohne  weiteres 

j(p{x)dx-\-jxp{y)dy=^C     . 
Beispiel.     Aus 

2{a-\'X)dx  +  3y^dy  =  0 
folgt  das  allgemeine  Integral 

{a  +  x)^+y^^C     . 
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2.   Wenn   die  Veränderlichen   nicht  getrennt   sind,    so    gelingt    es    zuweilen 
durch  Division  oder  Multiplikation  die  Trennung  herbeizuführen.     Aus 

1)  X^  Fl  dx  -^X^Y^dy=-.0 

folgt  durch  Division  mit  X^  Y^ 

Sind   nun  X-^^  X^  Funktionen   von  x   allein,   und   1^,    Y^   Funktionen   von  y 
allein,  so  ist  das  allgemeine  Integral  von   1) 

Beispiele. 

A)  xy'^  dx  —  {a  —  x){b  —  y)dy  ^=  0 

Hieraus  folgt  ^  s^         ^ 

a~  X  \y^       y } 

daher  ist  das  allgemeine  Integral 


xy  —  b       ^ 
ly  —  alia  —  x)  ^  — \-  C 

y 

B)  (1  -{-y'^)dx  +  (1  +  x^-)dy  -=  0 

Diese  Gleichung  ergibt 

dx  dy 


1  +  ^2       1  +  j^ 

daher  ist  das  allgemeine  Integral 

arc  tangx  +  arc  tang^  =  C     , 

oder 

X-y^y  =  y(X—  xy)      . 

C)  fr^^dx+}'Y^x^dy:=0     . 

Hieraus  folgt  ^  ^ 

daher  ist  das  allgemeine  Integral 

arc  sin^r  -\-  arc  sin^  =  C     . 

Gibt  man  der  Differentialgleichung  die  Form 


-1  /l  -  v2 

so  erkennt  man,    daß  die  singulären  Lösungen    in    der  Gleichung   enthalten    sind 

(1  -  x^)(l  -  -y^)  =  i)     . 

Alle  vier  hierin  enthaltenen  Geraden  genügen  der  Differentialgleichung;  da 
keine  durch  Spezialisierung  aus  dem  allgemeinen  Integrale  hervorgeht,  so  sind 
alle  singulare  Lösungen. 

3«  Eine  Reihe  von  einfachen  geometrischen  Aufgaben  führen  auf  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung,  in  denen  die  Veränderlichen  getrennt  werden  können. 

A)  Die  Kurven  zu  bestimmen,  bei  denen  die  S  üb  normale  eine  ge- 
gebene  Funktion   (piy)   der   Ordinate   ist. 

Aus  der  Bedingunij  /  /    v 

folgt 


jl^L^x  +  c 


9'(y) 
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B)  Soll  die  Subnormale  eine  Funktion  (p(x)  der  Abscisse  sein,  so  ist 
die  Diflferentialgleichung 

und  daher  die  Gleichung  der  gesuchten  Kurve 

y2  ^  ojcp  {x)  dx  +  C     . 

C)  Wird  verlangt,  daß  die  Subtangente  eine  Funktion  q^{y)  der  Ordi- 
nate ist,  so  hat  man 

^  =  <p{y)    . 

und  daher  das  allgemeine  Integral 

V  {y)  ^y 


(' 


--x  +  C 

y 


also 


D)  Soll  die  Subtangente  eine  Funktion  (p{x)  der  Abscisse  sein,  so  ist 


ly  =  / h  C     . 

E)  Soll  die  Tangente  eine  Funktion  der  Ordinate  sein,  so  ist 

hieraus  folet 


n--y 

Das  allgemeine  Integral  ist 


/ 


y 

F)  Auf  ähnliche,  einfachste,  durch  Trennung  der  Veränderlichen  sofort  zu 
integrierende  Differentialgleichungen  führen  die  Aufgaben:  Eine  Kurve  zu  be- 
stimmen, bei  der  die  Polarsubtangente,  die  Polarsubnormale,  oder  der  Winkel 
zwischen  Tangente  und  Polabstand  eine  gegebene  Funktion  des  Polabstands  oder 
des  Polwinkels  ist. 

G)  Soll  der  von  einem  Kurvenbogen,  der  Abscissenachse  einer  festen  Ordi- 
nate und  der  Ordinate  eines  laufenden  Kur\'enpunktes  begrenzte  Abschnitt 
einer  Kurve   eine  gegebene  Funktion  qp(y)  der  Endordinate  sein,  so  hat 

man  die  Differentialgleichung  /,  s    , 

ydx  =  (f/{y)  dy     , 

woraus   folgt 

J    y 

Wird  verlangt,    daß  der  Abschnitt  eine  gegebene  Funktion    der  Endabscisse 
sei,  so  führt  die  Aufgabe  auf  keine  Differentialgleichung. 
4.   Wenn   in    der   Gleichung 

Mdx  +  Ndy  =  0 

M  und  N  ganze  homogene  Funktionen  von  x  und  y  vom  Grade  n  sind, 
so  gelingt  die  Trennung  durch  die  Ersetzung  y=izx.  Da  in  jedem 
Gliede  von  M  und  N  die  Anzahl  der  veränderlichen  Faktoren  n  ist,  so  folgt,  daß 
nach  der  Ersetzung  M  und  N  in  Produkte  von  Jc"  mit  ganzen  Funktionen  von  z 
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Übergehen.      Werden    dieselben   mit  M{z)    und   N{z)    bezeichnet,    und    bemerkt 
man,  daß  j  jM  ^       ^ 

so  erhält  man  für  z  und  x  die  Differentialgleichung 

M{z)  dx  +  N(z)  (z  dx  +  xdz)  =  0     . 
Nach  der  Trennung  der  Veränderlichen  folgt  hieraus  das  allgemeine  Integral 

/x  =  -f ^-^ dz  +  C 


M(z)  +  zN{z) 
Durch  die  Ersetzung  folgt  aus  der  gegebenen  Differentialgleichung 


-^'il^^ö  ■ 


Umgekehrt:  Wenn  es  gelingt,  y  als  Funktion  von  y  :  x  darzustellen, 
so  werden  die  Veränderlichen  durch  die  Ersetzung  y  =  zx  getrennt; 
denn  ist  .    . 

so  liefert  die  Ersetzung 

zdx  -\-  xdz  ^  (f>  (z)  dx     ; 

daher  ist  das  allgemeine  Integral 

J  (p(z)  ~  z 
5.    Dieselbe  Ersetzung  führt   auch   bei   der   Differentialgleichung   zum   Ziele 


C 


} 
Denn  man   erhält 


xdz  ^=  f{x)  (f  (z)  dx     , 
und   daher  das  allgemeine  Integral 

J  (p(z)       J      X 

6.  Beispiele.  A)  Die  Kurve  zu  bestimmen,  bei  welcher  die  Tangente  der 
Geraden  parallel  ist,  die  den  Winkel  des  Polabstands  mit  der  Ordinatenachse 
halbiert.     Bezeichnet  rp  den  halben  Polwinkel,  so  soll  sein 

/  /4^n    .       V        cosi/^  +  sint/;        1+ sin 21^ 

y=tang450  +  v;)  = ^  ^    .     -  =  -  — ^-^     - 

cos^ — smy;  cos  2^ 

Daher  hat  man  die  Differentialgleichung 

y=-{y  +  iy^+^')     . 
Die  Ersetzung  y  =^  zx  liefert 

x/+z  =  z+yz^+ii  , 

dz  dx 


yz'^  +1        ^ 
hieraus  folgt  das  allgemeine  Integral 

i{z  +  ^z^-+l)  =  /x  +  C     . 
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Denkt  man  sich  C  als  Logarithmus  einer  andern  Konstanten,  die  wieder  mit  C 
bezeichnet  werden  kann,  so  erhält  man 

z  +  /52"+l  =  Cx     . 
Setzt  man  rückwärts  z  =  y  :  Xj  so  ergibt  sich 


Cx^^y  +  '^y^-\-  x^     . 

Hieraas  folgt  die  rationale  Gleichmig 

C^x^  —  2Cy  =  l     . 

Ersetzt  man  hier  C  durch  1:  C,  so  erhält  man  das  allgemeine  Integral 

C^  +  2Cy  =  x^     , 

in  Übereinstimmung  mit  Nr.  4,  7). 

B)  Die  Strecke  ^^2»  ^^®  ^^^®  Kurventangente  von  der  Ordinatenachse  ab- 
schneidet, ist  bekanntlich  y  —  xy';  ist  ju  der  Winkel,  unter  dem  sie  von  /"  aus 
gesehen  wird,  so  ist  taug^  =  y  :  x — y.  WircJ  nun  die  Kurve  verlangt,  deren 
Tangente  in  P  lotrecht  zu  /^^g  ist,  so  ergibt  sich  für  dieselbe  die  Differential- 
gleichung .  . 

1)  /  =  i  =  (:-/)  • 

Hieraus  folgt  für  y  eine  quadratische  Gleichung,  und  durch  deren  Auflösung 


2) 


^'  =  Ä  +  }^Ä-i    • 


Die  Ersetzung  y  =  zx  führt  zu 

rix  dz 


X  t5— y^j^a  —  1 

oder,  wenn  rechts  der  Nenner  rational  gemacht  wird, 

X 

Die  Integration  ergibt 

-Ix  =  \z^  +  iz iiz^'-l  +  li\z  -  Vis*-l)  +  C    , 
Hieraus  folgt  schließlich,  wenn  C  geeignet  geändert  wird, 

3)  4:  x^  I  (y  + -j/y^  —  4:  x'^)  =  Cx^  —  y^  —  y^y^  —  4.x^     . 

Aus  2)  folgt  die  Verzweigungskurve  für  y' 

4)  y^  —  A:X^  =  0     . 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  y=Hr  2;  setzt  man  dies  und^  =  Hi2A:  in  1) 
oder  2)  ein,  so  werden  diese  Gleichungen  nicht  identisch;  folglich  ist  4)  kein 
Integral. 

7.    In  der  Differentialgleichung 

1)  {ax  +  dy  +  c)dx  +  {c/x  +  h'y  +  (^)dy  =  0 

setzen  wir 

X  =  u  -\-  a  ,       y  =  V  -^  ß 

und  erhalten 

ax-{-öy-\-c  =  au-^dv-\-aa-\-lfß-\-c      , 

a'x  +  ^y  +  c"  =  a'ti  +  Vv  +  a'a  +  ^ß  +  /     . 

ScBLOSKlLCBS  Handbuch  der  Mathematik,  2.  Aufl.,  Bd.  III.  1^ 
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2) 


Werden  nun  a  und  ß  so  gewählt,  daß 

aa  -\-  b ß  =  —c      , 

so  erhält  man  die  integrierbare  Gleichung 

3)  {au  +  bv)  du  +  {(/u  -\-  b^v)dv  =  0     . 

Die  Gleichungen  2)  führen  auf  unendliche  Werte  von  a  und  ßj  wenn 
ab'  —  a'^  =  0;  wird  ct  =  na  gesetzt,  so  ist  alsdann  b' =^nby  und  daher 
c^x  -\-  Vy  =  n(ax  +  by). 

Setzt  man  jetzt  ax  +  by  =  z,  so  wird 

bdy  =  äz  —  aäx     , 
und  man  erhält  die  Differentialgleichung 

b(z  -}-  c)äx  -\-  (nz  +  ^)  (dz  —  a  dx)  =  0     , 

wo  sich  die  Veränderlichen  leicht  trennen  lassen*). 

8.  Als  lineare  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  bezeichnet 
man  die  Gleichungen  von  der  Form 

1)  /  +  />-  =  <2    . 

wenn  darin  P  und  Q  Funktionen  von  x  allein  sind.  Die  Gleichung  heißt 
homogen,  wenn  Q  =  0  ist;  alsdann  lassen  sich  die  Veränderlichen  sofort 
sondern,  und  man  erhält  das  allgemeine  Integral 

2)  jy  =  -.jpdx+C    . 

Wir  wollen  nun  versuchen,  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  1)  dadurch 
zu  erhalten,  daß  wir  in  2)  die  willkürliche  Konstante  C  durch  eine  Funktion 
von  X  ersetzen  (Variation  der  Konstanten). 

Ersetzen  wir  in  2)  C  durch  z  und  differenzieren,  so  ergibt  sich 

y Fy  +  sfy     . 

Dieser  Wert  wird  in  1)  eingesetzt  und  liefert  für  z  die  Gleichung  s^y  =  Qy 
oder,  wenn  y  hierin  gemäß  der  Gleichung  2)  durch  z  und  x  ersetzt  wird, 

3)  c^dz^Qe^       dx     . 
Hieraus  folgt  für  z  das  allgemeine  Integral 

fPdx 

c'r^lQe^       dx  +  C     . 

Daher  folgt  schließlich  das  allgemeine  Integral  der  linearen  Differential- 
gleichung .        .  f  . 

^  ^  -Pdxl  .  Pdx       \ 

4)  y^e^       [c+fQe^       dx)     . 

9.  Beispiele.  A)  Die  Kur>en  zu  bestimmen,  deren  Tangenten  von  der 
Ordinatenachse  das  geometrische  Mittel  der  Abscisse  und  einer  gegebenen 
Strecke  a  abschneiden. 

Die  Differentialgleichung  des  Problems  ist 

y  —  x/  =  ]ax     , 
oder 

1  i/a 


y  —    y 

X 


*)  BooLK,  A  treatise  ou  differeutial  equatioiis,  4.  Aufl.,  Louclon  1877,  S.  36. 
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Diese  Gleichung  ist  linear;    es   ist  P=  —1:  x,   Q  =  — ]/«  :  x,   und   daher 
das  aUgemeine  Integral 

Nach  Ausführung  der  beiden  Integrationen  erhält  man 

y  =  Cx+2  fax     . 
B)  Aus  der  Gleichung 

(«  +  Wy  =  (^  -  *)/ 

b-x-y  =  ay'~     , 
dx 


.  1         IIb     1\ 

ay  a\y        2/ 


Vergleicht  man  dies  mit  Nr.  8,  1),   so   hat  man  x^y^F,  Q  durch  y,  jc, 

ay 

zu  ersetzen  und  erhält 

y 


/ 


Pdy  =  -ly, 

a 


1  .  //'^^       i 


M^^       dy=--Jy-       dy---Jy-äy 


x  =  b  +  Cy    •  — 


1 


2  ö  +  2  ^ 

10«  Das  allgemeine  Integral  einer  linearen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  kann  auch  auf  einem  andern  Wege  gefunden  werden,  den  wir  ebenfalls 
angeben  woDen.  Man  versucht,  die  Aufgabe  dadurch  auf  einfachere  zurück- 
zuführen, daß  man  y  durch  das  Produkt  uv  zweier  noch  unbestimmter  Funktionen 
von  X  ersetzt.     Hierdurch  erhält  man  die  Gleichung 

1)  uv'  +  vu'  +  Puv  =  Q     . 
Bestimmt  man  nun  u  aus  der  Gleichung 

2)  «'  +  /"«  =  0     , 

so  bleibt  zur  Bestimmung  von  v  die  Gleichung  übrig 

3)  Ulf  ^Q     . 

Da  es  bei  der  Integration  von  2)  nur  darauf  ankommt,  irgend  eine  dieser 
Gleichung  entsprechende  Funktion  von  x  zu  erhalten,  so  kann  man  der  will- 
kürlichen Konstanten  des  allgemeinen  Integrals  von  2)  einen  solchen  besondem 
Wert  geben,  daß  das  Integral  möglichst  einfach  wird.  Die  willkürliche  Konstante 
<ies  allgemeinen  Integrals  der  Gleichung  1)  tritt  erst  mit  der  Integration  von  3)  ein. 

Die  Gleichung  2)  stimmt  mit  Nr.  8,  1)  für  den  Fall  ^  =  0,  überein;  und 
-die  Gleichung  3)  ist  von  der  Gleichung  Nr.  8,  4)  nicht  verschieden,  wenn  man  y 
durch  u  und  z  durch  v  ersetzt. 

11.    Die  nicht  lineare  Differentialgleichung 

worin  P  und  Q  wieder  Funktionen  von  x  allein  sind,  läßt  sich  in  eine  lineare 
venvandeln;    setzt   man   nämlich  /{y)  =  z,    so   ist  /'(j')  dy  =  dz    und  man   erhält 

Z  +  Pz^  Q     . 

19* 
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Auf  diese  Gleichung  führt  z.  B.  die  folgende 

2)  y-^Py^Qr  • 

Dividiert  man  nämlich  durch   —  y^  ',  {m  —  1),  so  erhält  man 

--{tn  —  i)r"^y  -{m  —  1)  py-i^-i)  =  —{m  —  1)  ö   ; 

und  diese  Gleichung  stimmt  mit  1)  überein,  wenn  man  /O'),  F,  Q  durch  y-i'*'^^)^ 
—{m  —  1)F,  —{m  —1)Q  ersetzt 

12.  Das  allgemeine  Integral  der  nicht  linearen  Gleichung*) 

1)  y  +  Py=^Qy'  +  J^ 

läßt  sich  angeben,  wenn  man  ein  Integral  y  =  u  dieser  Gleichung  kennt     Setzt 
man  nämlich  das  allgemeine'  Integral  in  der  Form  voraus 

worin  v  eine  noch  zu  bestimmende  Funktion  bezeichnet,  so  hat  man  für  u  und  v 
die  Gleichung 

u'  +  t/  +  Fu  +  Fv=  Qu^  +  2Quv+  Qv^  +  Ä    . 

Nach  der  Voraussetzung  ist 

u'  +  Fu=Qu^  +  Ä     , 
daher  bleibt  zur  Bestimmung  von  v  die  Gleichung 

2)  t/  +  {F—2Qu)v=Qv^     . 

Diese  Gleichung  fällt  unter  Nr.  11,  2)  für  m  =  2. 

Beispiele.     A)    Der  Gleichung 

y  4-  Fy  =  Qy^  ^i^Px—  Qx^ 

wird  durch  y  =  x  genügt     Daher  ist  jetzt  u  =  Xf  und  für  v  hat  man 

7/  +  {F'-2Qx)v==Qv^     . 

B)  y  +  Fy^y^+r     , 

wobei  /"  für  dF  \  dx  gesetzt  ist 

Der  Gleichung  wird  durch  y  =  F  genügt;  daher  ist  das  allgemeine  Integral 
y  z=  p  ^  Vy  wenn  v  durch  die  Gleichung  bestimmt  wird 

'i/  —  Fv  =  Qv'^     . 

13.  Die  Gleichung 

1)  xy  —  ay  -\-  by^  =  cxf^ 

ist  unter  der  Form  Nr,  12,  1)  enthalten.     Setzen  wir  versuchsweise   y  =  kx^,   so 

erhalten  wir  ^  « 

fi 
kx^  —  akx^  +  bk^x^  =  cxf^     • 

Diese  Gleichung  ist  identisch  erfüllt,  wenn 


n  =  2a  y       ^  =  ]'V  :  b     • 

Im  Falle  n=2a  kann  also  nach  Nr.  12  das  allgemeine  Integral  gefunden 
werden. 

Durch  geeignete  Ersetzungen  kann  man  in  einer  Reihe  von  Fällen  Differential- 
gleichungen von  der  Form  1),  in  denen  n  von  2  a  verschieden  ist,  auf  eine 
Gleichung  derselben  Form  zurückführen,  in  der  n  =  2  a  ist 


*)  Sturm,  Cours  d'Analyse,  5.  Aufl.,  Bd.  n,  Paris  1877,  S.  51. 
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Führt  man  nämlich  in  1)  eine  neue  Veränderliche  u  ein,  indem  man  setzt 

U 

SO  erhält  man 

2)  —aA  +  bA^-\-(n  —  a'^2bÄ) \- b—^  —^^^-^t/  ^  c  3^     . 

u  tr  ir 

Man  kann  nun  A  so  wählen,  daß  b A^  —  «^  =  0,  also  entweder  A  =  a"»  b, 
oder  ^  =  0 . 

Die  Annahme  A  =  a  :  b  ergibt  die  Änderung 

3)        y=  Ä  +  ir  ' 

0         u 
und  die  geänderte  Gleichung  ist 

(«  +  ö) h  ^— ^ T-^  =  ^^     . 

Durch  Multiplikation  mit  u^  :  ^  folgt  hieraus 

4)  xu'  —  (a  -\-  n)u  -\-  c  11^  =^  b  0^     . 

Diese  Gleichung  stimmt  im  wesentlichen  mit  1)  überein;  wendet  man  auf 
sie  die  Ersetzung  an 

5)  u=  -         -  H , 

C  V 

so  ergibt  sich  ,       /      ,    ^^    v       .    ,    o 

XV  —  (a  -\-  2  n)v  -\-  b v^  =  c xf*^     . 

Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens  erhält  man  nach  k  Ersetzungen 
wenn  k  ungerade :     x  u^  —  (a  -{-  k  n)w  '\-  c  w^  =^  b  xf*^     , 
wenn  k  gerade :         xu^  —  (a  -\-  k  n)w  -\-  b  w^  ^=  c  :>f^ 

Kann  man  die  natürliche  Zahl  k  so  wählen,  daß  n  =^2(a  -^  kn)y  ist  also 
{n  —  2a)  :  2n  eine  natürliche  Zahl,  so  kann  das  allgemeine  Integral  von  1)  auf 
dem  angegebenen  Wege  gefunden  werden. 

Die  andre  Annahme  A  =  0  liefert  die  Ersetzung  y  =  x^  :  u  und  die  ge- 
änderte Gleichung 

6)  xi/  —  {n  —  a)u  -\-  cu^  =  bx^ 

Wiederholte  Aufwendung  ergibt, 

wenn  k  ungerade  ist:     X7e/  —  {^n  —  a)  7a  -\-  c w-  =  b xf*     , 
wenn  k  gerade  ist:         xw'  —  {kn  —  a)  w  -}-  b  7a^  =  c xf*     • 

Diese  Gleichung  kann  in  geschlossener  Form  integriert  werden,  wenn 
{n  +  2ö)  :  2n  eine  natürliche  Zahl  ist.  Daher  folgt:  Das  allgemeine  Integral 
von  1)  kann  gefunden  werden,  wenn  (n  ±:  2  a)  :  2  n  eine  natürliche 
Zahl  ist. 

Die  RiccATische  Differentialgleichung 

/+  by^  =  ex'" 

kann  auf  die  Form  der  Gleichung  1)  gebracht  werden;  setzt  man  nämlich^  =  z  :  x, 

so  erhält  man  .  ,    „  ,  . 

X2^— 2  +  bz^  =  cx*"-^^     . 

Die  RiccATische  Gleichung  ist  somit  integrierbar,  wenn  entweder  (w + 4) :  (2  m + 4) 
oder  m  :  {2  m  -\-  4)  eine  natürliche  Zahl  ist. 
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14.    Die  Differentialgleichung 

1)  Mdx  +  Ndy  =  0     , 

kann  sofort  in  geschlossener  Form  integriert  werden,  wenn  die  linke 
Seite  das  vollständige  Differential 

äw  =  -^  dx  +  -^  dy 
^        dx  cy    '^ 

einer  Funktion  (pix^  y)  ist;  das  allgemeine  Integral  ist  alsdann 

£s  fragt  sich  nun  zunächst,  wie  man  erkennt,  ob  ein  Differentialausdruck 
Mdx  +  Ndy  ein  vollständiges  Differential  ist,  und  wie  man  von  dem  vollständigen 
Differentiale  die  Funktion  99  ableitet 

Ist  Mdx  -{•  Ndy  das  vollständige  Differential  von  <p{x,y)j  so  ist 

2)  ^=^.         N=.^-X     . 

ox  cy 

Hieraus  folgt  die  notwendige  Bedingung 

cM       SN 


dy         6x 

denn  beide  Seiten  der  Gleichung  sind  nach  2)  gleich  d^(p :  dxdy.  Die  Be- 
dingung 3)  ist  aber  auch  hinreichend.  Genügt  nämlich  die  Funktion  yj  der 
Bedingung 


so  ist 


.^  -M 

ex 

> 

dM        d'^xp 

vy         dxcy 

Bx 

also  können  N  und  cxp  ',  cy  nur   um   eine  Größe  verschieden  sein,   die  x  nicht 

enthält,  mithin  eine  bestimmte  Funktion  von  y  allein  ist    Bezeichnet  man  dieselbe 

mit  K,  und  setzt  . 

q^  =  yj  +jYdy     , 

so  ist 

83f       cw  ,      dN        dw 

-^—  ==  -^     und      -.—  =  --     , 
ox         ox  cy  cy 

w.  z.  b.  w. 

Eine  Funktion  \p  ergibt  sich  unmittelbar  aus  der  Gleichung  M  =  cxp  :  dx  zu 

y)  =  JMdx     , 

wo  bei  der  Integration  das  in  M  enthaltene  y  als  konstant  zu  betrachten  ist;  es 
genügt  einen  besondem  Wert  dieses  Integrals  zu  nehmen. 

Hiermit  ist  auch   die   zweite  Frage,   die  Bestimmung   der  Funktion  9?,   und 
damit  die  Integration  der  Differentialgleichung  erledigt 

Beispiel : 

(^2  _  4  jcj;  —  2y^)  dx  +  (j^  —  4:xy'-2  x^)  dy  =  0     . 

^'^''''  dM  ^  ^  dN 

cy  o  X 

also  ist  die  linke  Seite  der  Gleichung  ein  vollständiges  Differential.     Weiter  folgt 

rp^  hx'^  —  Axy—  2>'2) dx  =  ^  —  2x^y—2 xy^     . 
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Der  Vergleich  von  N  und 

€y  "^ 

liefert 

Cy        -^ 
daher  ist 

(p=,\x^—2x^y-'2  xy^  +  \y^  =  C 

das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung. 
15«    Wird  der  Differentialausdruck 

1)  Mdx  +  Ndy 

durch    Multiplikation    mit    der    Funktion  v   in   ein   vollständiges   Differential  ver- 
wandelt, so  bezeichnet  man  v  als  integrierenden  Faktor  von  1). 
Für  V  ergibt  sich  zunächst  die  Bedingung 

c(vM)  _  d(vN) 
dy  ex 

Führt  man  die  Differentiationen  aus,  so  erhält  man  nach  geeigneter  Um- 
stellung 

_^  ^^dv     ^Sv       idM     em 

ox  cy  \  dy  ex  / 

Dies  ist  eine  partiale  Differentialgleichung;  ihre  Auflösung  ist  im  allgemeinen 
ein  höheres  Problem,  als  das,  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zu  inte- 
grieren. Im  allgemeinen  ist  daher  die  Integration  der  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  durch  Aufsuchung  eines  integrierenden  Faktors  nicht  lösbar;  viel- 
mehr wird  man  umgekehrt  die  partiale  Differentialgleichung  2)  für  im  wesent- 
lichen gelöst  erachten,  nachdem  man  ihren  Zusammenhang  mit  dem  allgemeinen 
Integrale  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  erkannt  hat, 
und  hierauf  werden  wir  bei  Gelegenheit  der  partialen  Differentialgleichungen 
zurückkommen. 

Doch  bleibt  trotzdem  die  Untersuchung  der  integrierenden  Faktoren  auch  für 
die  Integration  von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  von  Bedeutung;  denn 
alle  Integrationsmethoden  lassen  sich  auf  die  eine  Methode,  einen  integrierenden 
Faktor  zu  bestimmen,  zurückführen  —  und  indem  man  umgekehrt  von  bestimmten 
Formen  integrierender  Faktoren  ausgeht,  kann  man  Gruppen  von  Differential- 
gleichungen aufstellen,  die  sich  in  geschlossener  Form  integrieren,  oder  auf 
einfache  Integrationen  zurückführen  lassen.  Wir  werden  später  hierzu  Beispiele 
geben. 

16.  Dem  allgemeinen  Integrale  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
kann  man  unzählig  viele  verschiedene  Formen  geben.     So  hat  z.  B. 

3x^äx+  2ydy  =  0 
das  allgemeine  Integral 

x^+y^^c  ; 

dasselbe  kann  aber  auch  durch 

u.  s.  w.  ersetzt  werden.  Diesen  verschiedenen  Formen  des  Integrals  entspringen 
verschiedene  Formen  des  integrierenden  Faktors;  wir  wollen  nun  nachweisen,  wie 
man  aus  einem  integrierenden  Faktor  die  allgemeine  Form  finden  kann,  unter 
der  jeder  integrierende  Faktor  derselben  Gleichung  enthalten  ist. 
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Ist  V  ein  integrierender  Faktor  von 

1)  Mdx  +  Ndy  =  0     , 

so  ist 

2)  7/  Mdx  +  V  Ndy  ^  dcp     , 

und  cp  =  c  ist  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung. 

Multiplizieren  wir  2)  mit  einer  willkürlichen  Funktion  von  9?,  so  erhalten  wir 

V  F  {(p)  (Mdx  +  Ndy)  =  F  (q?)  d<p     . 

Hierin  ist  die  rechte  Seite  das  vollständige  Differential  von 

JF(<p)  dcp     , 

also  ist  auch  die  linke  Seite  ein  vollständiges  Differential,  mithin  ist  vF{ip)  ein 
integrierender  Faktor  von  1).  Wir  haben  daher:  Ist  v  ein  integrierender 
Faktor  der  Gleichung  Mdx  +  Ndy  =  0,  und  (p  =  c  das  allgemeine 
Integral,  so  ist  das  Produkt  aus  v  und  einer  willkürlichen  Funktion 
von  93  ebenfalls  ein  integrierender  Faktor. 

Es  sei  nun  außer  v  auch  F  ein  integrierender  Faktor;  um  nachzuweisen; 
daß  y=  vF((p)i  zeigen  wir,  daß  der  Quotient  F:  v  eine  Funktion  von  (p  ist 
Die   notwendige   und   ausreichende   Bedingung   hierfür  ist   das  Verschwinden    der 

Determinante 

c(V:v)     dcp       c{V:v)     dcp 

ex         dy  dy         Cx 

Difierenziert  man  rechts  die  Quotienten,  so  entsteht 

fdcp     dF       Scp     SF\        ,JS(p     dv        6cp     cz'\ 
\dy      ox        ex      öy  I  \cy      ex        ex      cyl 

Nach  der  Voraussetzung  ist 

-^  =  Nv  ,  ^.^  =  Mv     , 

cy  ex 

und  daher 

/      BF  dF\  I     dz/  dv\ 

\      ox  cyl  \     ox  cyl 

Nach  Nr.  15,  2)  ist  nun 

cx  cy  \  cy  ex  I 

^  Sz'        _  dz'  IcM       c)N\ 

cx  cy  \cy  ex  I 

daher  ergibt  sich 

V  R^{)  j     d.  i.  ^  ^  0  ,     w.  z.  b.  w. 

17,  Hat  man  zw^ei  integrierende  Faktoren  v  und  F  einer  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  aufgefunden,  so  kann  man  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung 
angeben,  ohne  eine  Integration  auszuführen.  Denn  ist  cp  =  c  ein  allgemeines 
Integral,  so  ist   F=vF((f)i  mithin  ist 

F 

—  =^F{<p)^c 

V 

ebenfalls  ein  allgemeines  Integral;  wenn  man  statt  F  irgend  eine  Funktion  von 
F  setzt,  so  kann  man  von  dem  so  gefundenen  allgemeinen  Integrale  unter  Um- 
ständen zu  einfachem  Formen  übergehen. 
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18.  Wir  schlagen  nun  den  in  Nr.  15  angedeuteten  Weg  ein  und  bestimmen 
2u  integrierenden  Faktoren  von  gegebener  Form  die  zugehörigen 
Differentialgleichungen. 

A)  Soll  der  integrierende  Faktor  v  eine  Funktion  von  x  allein  sein,  so  ist 

dx  \cy  dx  / 

e/v  _    1    /dM  __  cJV\ 

dx   ~  N  \dy         ~dx  } 

Die  linke  Seite  ist  eine  beliebige  Funktion  (p  von  x  allein;  daher  ergibt 
sich  zu  einem  beliebigen  N  das  zugehörige  M  aus 


1)  M^fpfjVdy+fi^äy  +  x     , 


WO    bei    den    Integrationen  x    für  beständig   gilt,    und   ^   eine   neue    willkürliche 
Funktion  von  x  ist.     Enthält  JV  nur  j/,  so  geht  1)  über  in 

2)  M=<pJNdy  +  x     ; 

enthält  dagegen  N  nur  x^  so  hat  man 


3)  M={q>N+^^^)y  +  x     ■ 


B)  Soll   der  integrierende  Faktor   eine  Funktion   von  y  allein   sein,   so  ver- 
tausche man  in  A)  die  Zeichen  x,  y,  M,  N  gegen  y,  x,  Nj  M. 

C)  Ist  iV=*  1,  so  ergibt  sich  bei  A) 

M  =  y  ^(p-\-X     ; 
die  lineare  Gleichung  , 

hat  also  eine  Funktion  von  x  als  integrierenden  Faktor.  Sie  stimmt  mit  der  in 
Nr.  8  gegebenen  Form  überein,  wenn  man  y?  und  ;^  durch  P  und  — Q  ersetzt. 
Für  den  integrierenden  Faktor  hat  man 

Iv  =  jPdx  ,         V  =  e^ 

Das  Integral  erhält  man  zunächst  in  der  Form 

1)  y>~jJ       {Py-Q)dx  +  Y=0     , 

wobei  Y  eine  Funktion  von  y  allein  ist;  der  Vergleich 

oy 
ergibt,  daß  Y  eine  beständige  Zahl  C  sein  muß.     Beachtet  man  weiter,  daß 

^       \Pdx  fPtix 

ye^        •  Fax  =  yr  , 


' 


so  erkennt  man  die  Übereinstimmung  von  1)  mit  Nr.  8,  4). 

19,    Ist  der  integrierende  Faktor  v   eine  Funktion   des  Produkts   xy,   so   ist 

dAf       oJV 


V  cy  c  X 


V         Ny  —  Mx 
also  die  rechte  Seite  eine  Funktion  von  xy. 
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Beispiel.  y  F{xy) dx  -\-  x  G{xy)  dy  ^^  0     . 

Hier  ist 

M  =  y  F{xy)  ,     N  =  x  G{xy)     , 

und  somit 

1/  _  xy  [F'jxy)  -  G\xy)\  +  F{xy)  -  G(xy) 

V  xy  \G{xy)  —  F(xy)\ 

dv^  ^      F\xy)-G\xy)  _  d{xyl 

V  F{xy\  —  G{xy)    ^  "^^  xy        ' 

V  =  1  :  xy  [F{xy)  —  G{xy)]     . 

20«  Ist  der  integrierende  Faktor  eine  homogene  Funktion  «-ten  Grades,  also 
von  der  Form 

so  ergibt  sich 

V  xM'\-yN 

also  muß  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  eine  Funktion  von  y  :  x  sein. 

Beispiel.  Ist  die  Differentialgleichung  in  Bezug  auf  x  und  j^  homogen  (und 
in  Bezug  auf  y.  natürlich  wieder  linear),  so  kann  man  sie  durch  Division  in  die 
Form  bringen 

Hier  ist 

oy         X  ex  x^ 

und  daher 

xH~ ^-]  +  nJVx       (nJV-  M')  -  ^N' 

\c>x  cy  /  ^        X 

X 

Die  Differentialgleichung  läßt  also  homogene  integrierende  Fak- 
toren jeden   Grades   zu. 

21.    Um  die  Gleichung  zu  integrieren 

1)  Qdx  +  Ädy+S{xdy--ydx)  =  0     , 

worin  Q,  R  und  S  homogene  Funktionen  sind,  und  zwar  Q  und  R  vom  Grade  »i, 
S  vom  Grade  n,  bestimme  man  einen  homogenen  integrierenden  Faktor  vom 
Grade  — n  —  2  für  die  Gleichung 

Qdx  +  Rdy  =  0     . 
Gibt  man  der  Differentialgleichung  die  Form 


Qdx  +  Rdy  —  Sx^  di^j  =  0     , 


so  erkennt  man  sofort,   daß  dieser  Faktor  die  linke  Seite  in  die  Summe   zweier 
vollständigen  Differentiale  verwandelt 

In  die  Form  1)  läßt  sich  die  Gleichung 

(A  +  A'x  +  A"y)  ixdy-ydx)  -  {B -\- B' x -{-  B^'y) dy  +  {C  +  C x  +  C'y)dx  =  0 

durch  eine  geschickte  Änderung  bringen. 
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Setzt  man  nämlich 

^  =  f  +  a,    y  =  fj  +  ß     , 

so  erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form 

wenn  a  und  ß  die  Bedingungen  erfüllen 

a{A  +  ^a+  A'ß)  -  {B -if  F a -\-  B"ß)  =  0 
-ß(A-\-Aa  +  yr'ß)-\-{C+C'a+C"ß)=(i     . 

Wir  schreiben  hierfür 

a  ß 

Setzen    wir    den    gemeinschaftlichen  Wert   dieser    drei    Ausdrücke    =*  >li    so 
ergibt  sich  .        -, 

B  +  (B'-)L)a  +  jy'ß^O     , 

C+Ca  +  {C'-k)ß=0     . 

Der  Verein  dieser  Gleichungen  wird  durch  das  Verschwinden  der  Determi- 
nante bedingt  ^  _  ^         ^  ^,, 

B         F-  X        B' 
C  C        C-  A 

Hat  man  eine  Wurzel  X  dieser  kubischen  Gleichung   gefunden,   so    ergeben 
sich  a  und  ß  z.  B.  aus 

A  —  X^Aa^-  Ä'ß  =  0     und     B -\-  {F-  A)  a  +  ff'ß  =  0     . 


=  0 


22.  Die  bisher  integrierten  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  sind  vom 
ersten  Grade,  d.  h.  sie  enthalten  nur  die  erste  Potenz  von  y\  Wir  geben  nun 
einige  besondere  Regeln,  die  bei  der  Integration  von  Differentialgleichungen  von 
höherem  Grade  zu  beachten  sind. 

Zerfällt  die  Gleichung 

F(x,  y,y)  =  ^o/"  +  A,y»-^  +  A^/"-^  +  . . .  +  A„_iy+  A„  =  0    , 

in  welcher  A^,  A^,  ...  An  eindeutige  Funktionen  von  x  und  y  bezeichnen,  in 
ein  Produkt  von  Funktionen  minderen  Grades  von  y\  deren  Koeffizienten  ein- 
deutige Funktionen  von  x  und  y  sind,  so  zerfällt  die  Differentialgleichung  in 
ebensoviele  einzelne  Gleichungen,  die  dadurch  hervorgehen,  daß  man  die  einzelnen 
Faktoren  gleich  Null  setzt. 

Gelingt  es,  F{x,  y,  /)  in  rücksichtlich  y'  lineare  Faktoren  zu  zerlegen 

F=  A,(y-f,)  0-'-/,) . . .  (/-/„)  =  0    , 

und  sind  darin  f^^f^t  •  '  -  fk  ein  System  konjugierter  Werte  derselben  >&-deutigen 
Funktion  /,  so  hat  man  die  Gleichung  zu  integrieren 

/-/=o    ; 

Hierdurch  sind  die  ersten  k  Faktoren  erledigt  Bilden  fk+u  '  •  •  fi  ein  System 
konjugierter  Werte  einer  mehrdeutigen  Funktion  g,  so  hat  man  femer  die  Gleichung 
zu  integrieren 

u.  s.  w.  Die  vollständige  Integration  der  Differentialgleichung  besteht  aus  den 
allgemeinen  und  den  singulären  Integralen  der  Gleichungen 

y— /=  0 ,    y— ^=0,    u.  s.  w. 
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23«  Man  kann  auch  zum  Ziele  gelangen,  indem  man  die  Gleichung /^(j:,j',j/)  =  0 
nach  y  auflöst;  es  ergebe  sich 

1)  /=/(*.  ^o   • 

Diese  Gleichung  diflferenzieren  wir  und  erhalten 

^  ^     cx  ^  ey   dx 

In  dieser  letzten  Gleichung  kommen  nur  die  Größen  Xy  y,  d^ :  dx  vor,  und 
zwar  letztere  im  ersten  Grade.  Der  Verein  des  allgemeinen  Integrals  der 
Gleichung  2)  ^(^, /)  =  C    , 

und  der  gegebenen  Gleichung  ^y  ==y(jc,y)  ist  das  allgemeine  Integral  der  letztern. 
Wenn  es  möglich  ist,   so  entfernt  man  y  aus  diesen  beiden  Gleichungen,  und  er- 
hält dann  das  allgemeine  Integral  in  der  bisher  üblichen  Form   \p(x^  y,  C)  =  0. 
Man  kann  auch  aus  der  gegebenen  Gleichung  x  berechnen.     Ergibt  sich 

so  erhält  man  durch  Differentiation 

cy  dy      dx 

Ersetzt  man  hier  dy' :  dx  gemäß  der  Identität 

dy  _  dy    dx  _  dy    i 

dy         dx      dy         dx     y' 
so  erhält  man 


4)  l=-^/+/|4.^ 

cy  dy     dy 


also    eine   Differentialgleichung   für  y,  y  und   dy' :  dy.      Das   allgemeine   Integral 
derselben  sei 

5)  <rO'./)=C    . 

Der  Verein  der  Gleichungen 

9^0'»  /)  =  C     und     X  =/0',  /) 

ist  dann  die  Auflösung  der  gegebenen  Gleichung;  durch  Entfernung  von  y  kann 
man  dieselbe  wieder  in  der  üblichen  Form  darstellen. 

24.    Ist  die  Differentialgleichung  linear  in  Bezug  auf  x  und  v,  also 
von  der  Form 

SO  erhält  man  durch  Differentiation 

2)  X  99'/'+  y  xp'f+  <p  +  }■'  y>  =  //'  . 

Multipliziert  man  1)  mit  9?'y,    2)  mit  (p  und  zieht  ab,  so  folgt 

{yj  cp'—  (f  y}')yy"—  (f  (q^  +  y  v)  =  ;'"  (x  ¥—  ^  /)     • 
Setzt  man  hier  r . 

>'=/,    y  =P-jy,     ' 

so  erhält  man 

3)  [—  (f'  +  q^Wj^  +  (9-  '/-  W 9')y  =  T 7!-  1 9'     ' 

also  eine  lineare  Differentialgleichung. 
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Aus  3)  erhält  man  y  als  Funktion  von  /;  im  Vereine  mit  1)  ist  damit  1) 
integriert. 

Man  drückt  nämlich  entweder  y  aus  3)  durch  p  aus  und  führt  dies  in  1) 
ein  und  hat  dann  das  Integral  in  der  Form 

oder  man  drückt  p  aus  3)  durch  y  aus  und  erhält  dann  aus  1) 

x=^F{y)     . 

•  Beispiel.  /x  H y  =  a  -\-  by-\-  c/^  . 

fi 

Durch  Differentiation  entsteht 

xy'-\-  — "^-i y  =  bf+  2  c/f  . 

n 
Entfernt  man  x  aus  beiden  Gleichungen,  so  ergibt  sich 

yf-  in  +  l)y»  =  («  -  r/«)/'  , 


oder 


dy  1  « (cp'^  —  d) 

'dp~  (n+l)p'^'^    («  +  !)/ 

Vergleicht  man  dies  mit 


80  hat  man 


/ 


'* — im'f-   '^   -f 


/e/"..  =  -r,-/(..-^-)..-^ 


2«4-l  1 


1  /  %H-\-\  1       \ 


2«  +  1 
_i_ 

Das    allgemeine   Integral    ergibt    sich    durch  Entfernung    von  p    aus    dieser 
Gleichung  und  aus 

px  •\'-y  =  a-\-bp-\-  cp^     . 
fi 

25.    Durch  Differentiation  der  Differentialgleichung 

1)  F{x,  je,  /)  =  0 


erhält  man 

cF   ,    ^^  ,s    ^^     ^/ 

■ly^'^  fy  '  dx 


^  CJC  cv  c?/ 
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Wenn  es  sich  ereignet,  daß 

cx        cy 
identisch  verschwindet,  daß  also 

ox      cy 
so  zerfällt  die  Gleichung  2)  in  die  beiden  Gleichungen 

und  , 

dy 

Entfernt  man  /  aus  1)  und  4),  so  erhält  man  (§  1,  Nr.  8)  die  Ver- 
zweigungskurve der  Differentialgleichung,  und  damit  das  singulare  Integral. 
Das  allgemeine  Integral  ergibt  sich,  indem  man  aus  dem  allgemeinen  Integrale  von  5) 

y=c  , 

und  aus   1)  y'  entfernt;  man  erhält 

F{x,  ;•,  C)  =  0     . 

Beispiel.      Die   Kurve    zu    bestimmen,    von    deren  Tangenten    die 
beiden   Koordinatenachsen   die    Strecke  a   abschneiden. 
Die  Differentialgleichung  ist 

6)  xy'~  y ^-J-.^  =  0     . 

Hier  ist  r,  r.     -^  z. 

cF        ,  oF  ^  ,  tF     cF 

-^^—  =y»  -:r—  =  —  1  ,       also        ^:—  :  -  -  =  -  -/    . 

cx  c-y  cx      cy 

Das  allgemeine  Integral  ist 

Cx  —y p^= -  =  0     . 

yi  +  C2 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Geraden  mit  den  Achsenabschnitten  a  :  ^1  -|-  C^ 

und  — aCiyl  +  C^ ;  die  zwischen  den  Achsen  liegende  Strecke  derselben  ist  in 
der  Tat   =  a.     Für  das  singulare  Integral  bilden  wir 

cF  a 

Hieraus  folgt 

\       X'^ 

Dies  in  6)  eingesetzt,  ergibt  nach  leichter  Umgestaltung 

9  2  '> 

^*3  -\-y^  —  ö'5=  0     , 

das  singulare  Integral  der  Gleichung  6). 

26.  Das  vorige  Beispiel  ist  ein  besonderer  Fall  der  von  Clairaut  bearbeiteten 
und  nach  ihm  benannten  Gleichung 

1)  y-xy=fiv')    . 

Für  das  allgemeine  Integral  ergibt  sich  der  Verein  der  Gleichungen   1)  und 

2)  /=C     , 
also  ist  das  allgemeine  Integral 

3)  y  =  Cx+f{C)     . 
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Das  singaläre  Integral  entsteht  durch  Entfernung  von  y*  aus  1)  und 

.,  .+  <^-0    , 

in  Übereinstimmung  mit  dem  Ergebnis  der  Entfernung  von  C  aus  3)  und  aus  der 
aus  3)  durch  Differentiation  nach  C  hervorgehenden  Gleichung. 
27.    Die  Gleichung 

1)  j^-2^y=-//0'y) 

liefert  mit  y  multipliziert 

2)  y^-2y3^.x=yy'.f{yy)     . 

Setzt  man  y^  =  z,  so  ist  2yy=  sl,  und  es  ergibt  sich 

also  eine  CLAiRAUTsche  Gleichung.     Das  allgemeine  Integral  von  1)  ist  daher 

3)  y^  =  2Cx  +  Cf(C)     , 

das  singulare  folgt  durch  Entfernung  von  f  aus  1)  und  aus 

4)  i+y2.^>p^0     . 

d{yy') 

28«  Die  Aufgabe:  Die  Kurve  zu  bestimmen,  deren  Normale  eine 
gegebene  Funktion  /  der  von  der  Normalen  auf  der  A'-Achse  ab- 
geschnittenen  Strecke   ist,   führt  auf  die  Differentialgleichung 

1)  jpyi+y«=/(a;+jj')     . 

Führt  man  statt  y  den  Polabstand  r  als  neue  Veränderliche  ein,  so  hat  man 

r*  =  je*  +  _j'*  ,     /-/•'=*+  yy    , 

1                                            r^  +  r^r'^-2xr,^ 
y=-.(rr'-x),      l+y'  = ^^—^^ . 

Daher  ergibt  sich  aus  1) 

2)  r«  +  r»  r'«  —  2  jc  r  r'  =  [f{r  rO]-     • 
Hieraus  folgt  die  neue  Differentialgleichung 

r-2xr^=r'A-^^^l-Tl-'^     , 

rr 

diese  ist  von  derselben  Form,  wie  Nr.  27,  1). 
29«    Denkt  man  sich  die  Gleichung 

1)  9P(jf,  >•,/)  =  0 

in  Bezug  auf  y  aufgelöst,   so  erhält  man  ein  Resultat  von  der  Form 

2)  dy  —ydx^{)     , 

worin   man  y  aus    1)   zu   ersetzen   hat.      Man   kann   nun   versuchen,   einen   inte- 
grierenden Faktor  F  als  Funktion  von  Xy  y,  y'  so  zu  bestimmen,  daß 

3)  F '  {dy  -  /dx) 

unter   der  Voraussetzung  1)   ein   vollständiges  Differential   wird.     Das   allgemeine 
Integral  von   1)  wird  alsdann  durch  Entfernung  von  /  aus  1)  und   aus 

lF>{dy~ydx)  =  C 

erhalten,   wenn  man  mit  \  F •  {dy — ydx)  eine  Funktion  bezeichnet,    deren   voll- 
ständiges Differential  F  •  \dy  —  ydx)  ist. 
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Ist  3)  ein  vollständiges  Differential,  so  ist 

8F       dF     dy  6F  dF     ß/  ^/ 

ex        dy      öx  cy  dy      vy  oy 

wobei  die  Diiferentialquotienten 

ey       dy 

ex  cy 

aus  1)  zu  berechnen  sind.     Nun  ist  für  jede  Verschiebung  des  Punktes  Xj  y  ent- 
lang einer  Integralkurve 

dF       dF       .      dF     IdV        dV    \        dF 


'^  ^  dy     ^^  dy     \dx  ^   dy^) 


dx        dy  dy     \dx         dy     I        dx 

Daher  folgt  aus  4) 

1      dF  _       dy  __d(p     d(p 

F      dx  dy         dy  '  dy 

Wenn   sich   die   rechte   Seite    dieser   Gleichung    als    ein   Dilferentialquotient 
nach  X  darstellen  läßt,  so  erhält  man 


30«    Gibt  man   dem    integrierenden  Faktor    die   Gestalt   G :  _>'',    so    ist    das 
Kennzeichen  dafür,  daß 

1)  j{dy-ydx) 

ein  vollständiges  Differential  ist, 

^  y\dx         dy      dxl  dx         Oy  dy       dy 

Da  nun  für  jede  unendlich  kleine  Verschiebung  des  Punktes  Xy  y  auf  einer 
Integralkurve 

dG       dG        dG     dx    ,    dG  (dy    ,    dy 


"*"  ~dx  '  'dy  ^  ~dy  \d^  "^  ~d^  '  'dy)     ' 


dy         dy  dx      dy         dy'  \dy        dx      dy 

so  folgt  aus  2) 

^  G'  dy  dx       y2'  dx  y^\dx  '  dy)     ' 

Ist   die   rechte   Seite   dieser   Gleichung   ein   Differentialquotient   nach  y,    so 
kann  man  integrieren  und  erhält 

G  =  e  i^^""  '  ^""'l  ^'"   *)  . 

31,   Wir  geben  hierzu  zwei  Beispiele. 

Die   Kurve   zu   bestimmen,    bei   welcher   das   vom   Nullpunkte   auf 
die  Tangente  gefällte  Lot  eine  gegebene  Funktion  der  Normalen  ist 
Die  Differentialgleichung  der  Kur\e  ist 


*)  ^LvLMSTEN,  Memoire  sur  rintegration  des  equations  difTerentielles,  Liouville,  Journal  de 
Mathematiqiies  pures  et  appliquees.     2.  Serie,  t.  VII.     S.  315 — 333,  1862. 
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Multipliziert  man  beide  Seiten  mit  y]'!  +^'-,  so  erhält  man  eine  Gleichung 
von  der  Form 

2)  (p  =  yj{yfl  +y3)  -y{xy-  y)  =  0     . 

Durch  partiale  Differentiation  folgt  hieraus 

A\  ^9      ^     yy' 

^y         f^y^ 


./'> 


Durch  vollständige  Differentiation  folgt  aus  1) 


also  ist 

xf/ •/     _  x/^-  +  xy/'  —  >'j-' 

Wird  dies  in  4)  eingesetzt,  so  erhält  man 

ccp  ^    -{x+y/)y 

ey      r+y2+^.y' 

Hieraus  und  aus  3)  folgt  sofort 


Da  nun 


so  ist 


Hieraus  folgt 


yi'\cx'6y'l  y.x+yy) 

äy  y  y 

1      (ö(p    c:(p\  ^  ,/     ,       /v 


x+yy 

Man  hat  nun  das  Integral  zu  bestimmen 

dy  —  y  dx 


h 


=  c    . 


y{x + yy) 

Man  erhält  zunächst 

^  _  fydy  +yy-d(yy')  _  Cdx  +  d(yy) 

J     yy^x+y/)        J     x+yy 

-      'l*  +  ;  /;  +  2  7  j'y (a-  +  yy') 
Setzt  man  zur  Abkürzung 

yn+y'  =  ^  , 

so  folgt  hieraus 

/         1^  du 

SCHLOBXILCHS  Handbuch  der  Mathematik,  2.  Aufl.,  Bd.  III.  20 
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Da  nun  ,,      .        ,.  >       ^(-^y— J') 

yi  +y2 

so  folgt  aus  1) 

y/ix  +  y/)  =  «2  _|_  u/(u)     . 

Daher  hat  man  schließlich 

Das  allgemeine  Integral   ergibt   sich  durch  Entfernung   von  y'  aus  1 )  und  5). 
82.    Die  Kurve  zu  bestimmen,  bei  der  der  Abstand  der  Normalen 
vom  Nullpunkte  eine  gegebene  Funktion  des  Polabstandes  ist. 
Die  Differentialgleichung  der  Kur\'e  ist 

1)  (^£_:/(^2+j'2)_.._.j;^       0     . 

|i  +y'^ 

Hieraus  folgt 


^y  ]  1  +/2 

c}(p        xy — y 


Aus   1)  ergibt  sich  ferner  durch  Differentiation 


Daher  ist 


Da  nun 


dx        jT+y^  (i+y*')^ 

2y/''= .        /(x4-vv') ^-^-—     . 


vyy  y  y        //(j^-j-^y) 


so  folgt 


(1  +y-j^    ^^ 


/i^+^-y)  , 


c)ö?        y  —  y'x        //   ,,      . 
rj»     c  j  dx 


X  +  yy 

Man  hat  daher  das  Integral 

i'^'+^y 

Subtrahiert  man  hier\'on 


/ 


'x  dy  —  V  dx  y 

arc  tang  —  =  0     , 


X'  +^  X 

so  erhält  man 


arc 


tang^--/-^---^  .-  \/=C,     H  =  .r2  +  y2      . 
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Da  nun,  wie  man  sofort  erhält, 


■^      -(x+y/r- 
SO  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  DifTerential^leichung 


Daher  hat  man  schließlich  für  das  allgemeine  Integral 


arc  tang /  -^ — — — - —  ä(r^)  =  C  *) . 

X        2J       r^f(r') 


33«  Trajektorien.  Eine  Kurvengleichung  (p{xjy,  c)  =  0  enthalte  eine  will- 
kürliche Konstante  c\  gibt  man  derselben  nacheinander  alle  möglichen  Werte, 
so  wird  ein  Verein  von  unendlich  vielen  Kurven  erzeugt.  Eine  Kurve,  welche 
alle  diese  Kurven  unter  demselben  Winkel  schneidet,  wird  als  Trajektorie  des 
Kur\'envereins  bezeichnet.  Der  einfachste  Fall  tritt  ein,  wenn  die  Trajektorie 
die  Kurven  des  Vereins  rechtwinklig  schneidet,  eine  Richtlinie  des  Vereins  ist. 

Für  irgend  einen  Punkt  jc,  y  der  Kune 

1)  (p{x,y,c)^\} 

bestimmt  sich  die  Richtung  der  Tangente  aus  der  Gleichung 

-;±dx-{--^dy  =  ()     , 
f  X  cy 

daher  folgt  für  die  diesen  Punkt  enthaltende  Richtlinie 

C(p    cq) 


2)  y 


vy     dx 


Entfernt  man  c  aus  den  Gleichungen  1)  und  2),  so  erhält  man  die 
DifFerentialgleichimg  der  Richtlinie;  wie  man  sieht,  ist  dieselbe  von  der  ersten 
Ordnung. 

34«    Für  eine  Richtlinie  von 

y  =^  y  x"' 
ergibt  sich  zunächst 

Die  Entfernung  von  y  aus  beiden  Gleichungen  führt  zu 

/// 
hiervon  ist  das  allgemeine  Integral 

—  xi-]-y^  =  c     . 

Ist  /«>0,  so  sind  die  gegebenen  Kurven  parabolisch  und  die  Richtlinien 
Ellipsen;  ist  »«  =  1,  so  sind  die  gegebenen  Kurven  Strahlen  eines  Büschels,  das 
den  Nullpunkt  zum  Träger  hat,  und  die  Richtlinien  sind  Kreise  um  den  Null- 
punkt; ist  f«<0,  so  sind  die  gegebenen  Kurven  hyperbolisch  und  haben  die 
Achsen  zu  Asymptoten,  die  Richtlinien  sind  H}'perbeln ;  für  /«  =  —  1  insbesondere 


*)  Weitere  Beispiele  findet  man  in  dem  oben  angeführten  Malmsten  sehen  Aufsatze. 

20* 
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bilden  die  gegebenen  Kurven  sowohl,  wie  die  Richtlinien  Büschel  von  gleich- 
seitigen koaxialen  Hj'perbeln,  die  Achsen  des  einen  Büschels  sind  die  gemein- 
samen Asymptoten  des  andern. 

35.  Um  die  Richtlinien  der  Kreise  eines  Büschels  zu  erhalten,  nehmen  wir 
die  Mittellinie  als  AT- Achse,  die  Chordale  als  F- Achse;  die  Gleichungen  aller 
Büschelkreise  sind  dann  von  der  Form 

(p  FJZ  {x  -  af  +  j2  +  b  +  2yx  =  0     , 

wobei  y  von  Kreis   zu  Kreis   sich   ändert.     Für   eine    Richtlinie    hat  man   daher 

zunächst 

c  9^    c^  _  y  . 

cy     ex       X  --  a  -{■  y 

Aus  beiden  Gleichungen  folgt  durch  Entfernung  von  y 

2  xy  äx  +  (j''^  —  x^  +  d)äy  =^  0     . 
Hier  ist 

9 


\cy         cxj 


y 


folglich    hat    die    Differentialgleichung    einen    integrierenden    Faktor,    der    eine 
Funktion  von  y  allein  ist:  er  ergibt  sich  aus  der  Gleichung 

dF  2dv 


zu 


Ferner  bildet  man 


F  V 


fAf 


/  -JEi  I     V  (ix  = 

r 


Ä^      cX       ^        b 


y-     O'  y^       ^  y 

J  y 

und   erhält  hieraus   das    allgemeine   Integral   der  Differentialgleichung,  wenn    die 
willkürliche  Konstante  mit  2  c  bezeichnet  wird, 

•^*-  +  v-     -  /'       ^ 
— ~- =  2c     , 

y 

oder 

ji- +;2  — /;—  2i'y  r=  0     . 

Dies  bestätigt  den  in  der  analytischen  Planimetrie  entwickelten  Satz,  daß 
die  Richtlinien  eines  Kreisbüschels  die  Kreise  eines  Büschels  sind,  dessen  Mittel- 
linie die  Chordale  des  gegebenen  Büschels  und  dessen  Chordale  Mittellinie  des- 
selben ist. 

36.    Die  Ellipsen 

für  welche,  wenn  /i  eine  Konstante  bezeichnet, 

2)  ^2  _  ^2  _  /^2      , 
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sind  brennpunktsgleich;  um  die  Differentialgleichung  ihrer  Richtlinien  zu  erhalten, 
hat  man  a  und  b  aus   1)  und  2)  und  aus  der  Gleichung 


y  = 


^2  •  a'i 


zu  entfernen;  man  erhält 

3)  xy/^  +  (jc2  —  j/2  —  h^)y  —  jt'7  =  0     . 

Durch  Einführung  neuer  Veränderlicher  kann  diese  Gleichung  wesentlich  ver- 
einfacht werden;  setzt  man  nämlich  jc^  =  j,  j2  __ /^  so  erhält  man 

f 


oder 


4) 


sf  —t  =  h'^ 


Wird  diese  Gleichung  differenziert  und  df',  ds  =  f  >  df\  dt  gesetzt,  so  folgt 

^     df            //V  df 

s  f  • = .  -  — 

dt        (f  +  1)2      dt 
Diese  Gleichung  zerfällt  in  die  drei 

Die   erste   liefert  in  4)  eingesetzt   das   partikuläre  Integral  /  =  0 .     Aus  der 
zweiten  und  aus  4)  entfernt  man  /'  und  erhält 

6)  (//±^)2+y^  =  o    , 

und  diese  Gleichung  ist  nur  durch  die  beiden  Brennpunkte  x  =  -_r/if  y  =^  0  zu 
befriedigen.     Die  dritte  der  Gleichungen  5)  führt  zu 

t'  =  c     . 

Wird  dies  in  4)  eingesetzt,  so  erhält  man 

das  allgemeine  Integral  von  3);  hieraus  folgt,  daß  die  Richtlinien  brennpunkts- 
gleiche Hyperbeln  sind,  was  auch  in  der  Differentialrechnung  nachgewiesen  worden 
ist  Zu  bemerken  ist  noch,  daß  die  Gleichung  6)  der  Differentialgleichung  3) 
genügt  und   daher  das  singulare  Integral  derselben  ist 


§  3. 
Differentialgleichungen    höherer    Ordnung    mit    zwei    Veränderlichen. 

1.    Eine  Funktion  (p  von  x  und  y  enthalten  ft  Konstante  q,  ^g»  ^s»  •••  ^*»- 

1)  <p{xyyy  ^1,  ^2»  ^3»  •  •  •  ^«)  =  ^ 

wollen   wir  »mal   differenzieren;   dadurch   entstehen   nacheinander  n  Gleichungen 
von  der  Form 


Die  Gleichung 


2) 


9^3  (^» 7»  /'  y»  y'y    ^1 , . . .  r«)  =  0  , 


(Fh  {x,y,  y\  y,  y"\  . . .  ;<«);       c^,...c^)  =  0     . 
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Entfernen  wir  die  n  Größen  c^,  .  .  .  Cn  aus  den  n  -{-  1  Gleichungen  1)  und  2), 
so  entsteht  eine  Gleichung  von  der  Form 

3)  F{x,y,/,y',y"'---/''^)  =  0     ' 

also  eine  Differentialgleichung  ;z-ter  Ordnung,  —  vorausgesetzt,  daß  sich  die  Kon- 
stanten nicht  bereits  aus  1)  und  aus  den  ersten  k  Gleichungen  von  2)  entfernen 
lassen,  in  welchem  Falle  die  erhaltene  Differentialgleichung  nur  von  der  /t-ten 
Ordnung  sein  W'ürde.  Wir  schließen  daher:  Wenn  eine  Gleichung  zwischen 
den  Veränderlichen  x  und  y  n  Konstante  enthält,  so  genügen  die  mit 
ihr  vereinbaren  Werte  von  x,  y,  y,  y'\  y"  ...  im  allgemeinen  einer 
Differentialgleichung  «-ter  Ordnung,  die  diese  Konstanten  nicht 
enthält 

Denkt  man  sich  die  Differentialgleichung  3)  gegeben,  so  wird  ihr  durch 
die  Gleichung  1)  genügt,  unabhängig  von  den  Werten,  die  man  den  Konstanten 
beilegen  mag;  wenn  es  sich  also  darum  handelt,  die  Differentialgleichung  zu 
integrieren,  d.  i.  aus  ihr  eine  von  Differentialquotienten  freie-  Beziehung  zwischen 
den  Veränderlichen  abzuleiten,  so  haben  die  c  den  Charakter  von  willkürlichen 
Konstanten. 

Beispiele.     \)    Die  Gleichung 

y  ==  ae^  -\-  be~^ 
liefert  durch  zweimalige  Differentiation 

hieraus  folgt  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

B)    Aus  der  allgemeinern  Gleichung 

y  =  ae"^*  -|-  b^^ 
foly:en  ,  .       , 

/'=  ;;/2  a  ^"'^  +  //2  ^  ^«^     . 

Die  erste  und  zweite  Gleichung  ergeben 

y'  —  ny  =  {m  —  n)  at^"^     , 

aus  der  zweiten-  und  dritten  folgt 

y"  —  ny*  ==  ;;/  (;//  —  n)ae^^     , 

daher  ergibt  sich  die  von  den  Konstanten  a  und  b  freie  Differentialgleichung 

y  —  (;/  +  7?i)y'  -\-  mny  =  0 

2«  Unter  dem  allgemeinen  Integrale  einer  Differentialgleichung 
//-ter  Ordnung      ^,  ,.  ,  .  ., 

1)        /(^o'»y---y"^)  =  ^ 

versteht  man  eine  Gleichung  (p(Xjy)  =  0  von  der  Beschaffenheit,  daß  jeder 
Wertverein  Xfy,y'f...y^"\  der  der  Differentialgleichung  genügt,  auch  die 
Gleichung  ^(:c,  v)  =  0,  sowie  die  durch  n  aufeinander  folgende  Differentiationen 
daraus  folgenden  Gleichungen  erfüllt 


und  umgekehrt. 
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In  der  Differentialgleichung  1)  kann  man  x^y^y^/^  .  .  .y*""^)  ganz  willkür- 
liche Werte  geben;  alsdann  ist  der  höchste  DifFerentialquotient  y*)  durch  die 
Gleichung  1)  bestimmt  £s  müssen  daher  das  allgemeine  Integral  und  die  daraus 
abgeleiteten  Gleichungen 

9?i  =  0  ,       yjo  =  0  ,       9?jj  =  0  ,     ...     (f[n-\)  ^  0 

so  beschaffen  sein,  daß  sie  durch  jeden  willkürlichen,  für  die  Größen  x,y,y\y\ 
...y""^^  gesetzten  Wertverein  erfüllt  werden  können.  Hieraus  folgt,  daß  die 
Funktion  (p  n  unbestimmte  Konstante  c^,  c^,  .  .  .  Cn  enthalten  muß ,  und  zwar  in 
solchen  Verbindungen,  daß  durch  geeignete  Wahl  dieser  Zahlen  den  angegebenen 
Bedingungen  genügt  werden  kann.  Wir  erhalten  hieraus:  Das  allgemeine 
Integral  einer  Differentialgleichung  «-ter  Ordnung  enthält  n  willkür- 
liche Konstante. 

Wenn  eine  Gleichung  ^  ^  0  so  beschaffen  ist,  das  alle  Werte  von 
•^0'>y»  •  •  •y^*^  di^  ^^^  Gleichungen 

9?  =  0  ,       9?i  =  0  ,       (p^  =  Q  ,     ...     ^„  =  0 

genügen,  auch  die  Differentialgleichung  erfüllen,  (p  aber  nicht  n  willkürliche  Kon- 
stante enthält,  so  wird  9?  =  0  als  ein  partikuläres  Integral  bezeichnet,  wenn 
es  aus  dem  allgemeinen  Integrale  durch  Spezialisierung  einiger  Konstanten  hervor- 
geht; in  jedem  andern  Falle  ist  es  ein  singuläres  Integral. 

3.  Eine  Gleichung  y>{xjy,y',y\  .  .  .  y*""^))  =  0  ist  ein  allgemeines 
erstes  Integral  einer  Differentialgleichung  «-ter  Ordnung,  wenn  jeder  Wert- 
verein jc,  j',y,  . .  .y"),  der  der  Differentialgleichung  genügt,  auch  die  Glei- 
chung y  =  0  und  die  durch  einmalige  Differentiation  daraus  her\'orgehende 
Y^^  =  0  erfüllt.  Aus  dem  Umstände,  daß  in  der  Differentialgleichung  die  Größen 
or,  j',y,  .  .  .y»— *)  beliebig  gewählt  werden  können,  folgt,  daß  die  Funktion  y;  eine 
willkürliche  Konstante  ehthalten  muß.  Ein  allgemeines  erstes  Integral 
einer  Differentialgleichung  «-ter  Ordnung  enthält  eine  willkürliche 
Konstante.  Außer  den  durch  Spezialisierung  der  Konstanten  aus  einem  all- 
gemeinen ersten  Integrale  hervorgehenden  kann  es  noch  weitere  erste  Integrale 
y;  =  0  geben,  so  daß  alle  y;  =  0  und  ^j  =  0  befriedigenden  Werte  von  x^y^  .  .  .^'^"^ 
auch  die  Differentialgleichung  erfüllen;  diese  werden  als  singulare  erste  Inte- 
grale bezeichnet. 

Ein  allgemeines  erstes  Integral  einer  Differentialgleichung  «-ter  Ordnung  ist 
eine  Differentialgleichung  («  -  -  l)-ter  Ordnung.  Ein  allgemeines  erstes  Integral 
dieser  Gleichung  wird  als  ein  allgemeines  zweites  Integral  der  gegebenen 
Differentialgleichung  bezeichnet  u.  s.  f.;  ein  allgemeines  zweites  Integral  enthält 
somit  zwei,  ein  drittes  drei  Konstante,  u.  s.  w.  Das  allgemeine  «-te  Integral 
enthält  n  Konstante  und  keinen  Differentialquotienten;  es  fällt  mit  dem  bereits 
definierten  allgemeinen  Integrale  zusammen. 

Beispiele.     A)    Die  Differentialgleichung 

1)  f  —  (m  +  n)y  +  mn  =  0 
hat  das  allgemeine  erste  Integral 

2)  yj  ^^y  —  ny  —  {m  —  n)ae^^  ^=  0     ; 
denn  durch  Differentiation  ergibt  sich 

und  durch  Entfernung  von  a  aus  ^;  =  0  und  \p^  =  0  folgt  die  Differential- 
gleichung. Dieselbe  hat  noch  ein  allgemeines  erstes  Integral,  das  sich  aus  Nr.  1, 
4)  und  5)  durch  Entfernung  von  a  ergibt,  nämlich 

3)  y  —  my  —  («  —  m)  de"^  =  0     . 
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Entfernt  man  b  aus  dieser  Gleichung  und  aus  der  durch  Differentiation  aus 
ihr  hervorgehenden  y  -  „y  -  {n  -  m)nb^'  =  0     , 

SO  erhält  man  ebenfalls  die  gegebene  Differentialgleichung. 
B)  Die  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

4)  ^ — ^/ = y  y^  , 

in  welcher  y  als  willkürliche  Konstante  gilt,  ist  ein  allgemeines  erstes  Integral 
der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  die  man  durch  Entfernung  von  y  aus 
4)  und  aus  der  durch  Differentiation  abgeleiteten  Gleichung  erhält 

5)  -xf  = 


also  der  Gleichung 

6)  2x^-y'  ~xy  -{-y  =  0 

Zu  4)  gehört  das  allgemeine  Integral 

7)  y  =  cx+2y'^x      ; 

diese  Gleichung  gibt  nach  x  differenziert 

8)  y-=c+  ^ 


}^x 


Beseitigt  man  y  aus   7)  und  8),  so  folgt 

9)  2x/  —  y  =  cx     , 

und  diese  Gleichung  ist  das  andre  allgemeine  erste  Integral  von  6). 

4«  Entfernt  man  aus  dem  allgemeinen  Integrale  (p{x,  y^  c^,  c^t  ...  ^«)  ^  0 
einer  Differentialgleichung  «-ter  Ordnung  und  aus  der  durch  einmalige  Differen- 
tiation abgeleiteten  Gleichung  ^^  =  0  eine  Konstante,  so  erhält  man  eine  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  mit  («  —  1)  Konstanten;  wie  man  sofort  sieht^ 
ist  dieselbe  ein  allgemeines  {n  —  l)-tes  Integral  der  gegebenen  Gleichung.  Da 
man  nun  jede  der  n  Konstanten  entfernen  kann,  so  ist  ersichtiich,  daß  man  n 
allgemeine  («  —  l)-te  Integrale  erhält. 

Differenziert  man  ein  solches  («  —  l)-tes  Integral  und  entfernt  man  aus 
dem  Resultate  und  aus  der  ursprünglichen  Gleichung  eine  weitere  Konstante,  so 
erhält  man  ein  allgemeines  {n  —  2)-tes  Integral  u.  s.  w. 

Entfernt  man  zwei  Konstante  aus 

"="■  t-"-  &="  ■ 

erhält  man  ebenfalls  ein  allgemeines  {n  —  2)-tes  Integral. 

Man  erkennt  leicht,  daß  es  nicht  zwei  verschiedene  {n  —  2)-te  allgemeine 
Integrale  geben  kann,  die  dieselben  {n  —  2)  willkürlichen  Konstanten  enthalten. 
Denn  gesetzt  ,     ,,  s       ^ 

v(-^' y^  y» y ,  <^i,  ^2»  •  •  •  ^«-2)  =  0 

%  C-^»  j>  y»  7  y  ^1 » <^2»  •  •  •  ^«-2)  =  0 

wären  wesentlich  verschieden,  so  daß  also  eine  dieser  beiden  Gleichungen  nicht 
eine  notwendige  Folge  der  andern  wäre.  Differenziert  man  die  erste  Gleichung, 
so  erhält  man 

und  diese  (n  —  2)  Gleichungen  enthalten  die  Größen  x,  y,  y,  ...  y^—^),  c^,  c^f 
Cgf  ...  c„—2»     Fügt  man   hierzu   noch   die  Gleichung  ^  =  0,    so   kann   man   aus 


§  3  Diiferentialgleichungen  höherer  Ordnung  mit  zvei  Veränderlichen.  313 

diesen  n  —  1  Gleichungen  die  c/^  eliminieren,  und  behält  eine  Gleichung  zwischen 
^j  y^  y>  y»  •  •  •  ^("""^^  übrig,  im  Widerspruche  damit,  daß  ein  allgemeines 
(« — 2)-te8  Integral  durch  jedes  System  von  Xj  y,  y,  .  .  .  j^""*^  muß  befriedigt 
werden  können. 

Man  erhält  somit  dasselbe  allgemeine  («  —  2)-te  Integral  erstens,  indem 
man  c,  und  Cj^  aus  99  =  0,  (p^  =  0  und  99"=  0  entfernt;  zweitens,  indem  man 
Ci  aus  ^  =  0  und  ^'  =  0  entfernt,  die  Resultante  9?/  =  0  differenziert  und  r*  aus 
q)^'  =  0  und  99/  =  0  entfernt;  drittens,  indem  man  Ck  aus  9?  =  0  und  9?'=  0  ent- 
fernt, die  Resultante  9?^  =  0  differenziert,  und  Ci  aus  9?^  ^  0  und  ^^i  =  0  entfernt. 

Ähnlich,  wie  den  Satz,  daß  es  nicht  zwei  verschiedene  allgemeine  {n  —  2)-te 
Integrale  mit  denselben  {n  —  2)  willkürlichen  Konstanten  gibt,  beweist  man,  daß 
es  nicht  zwei  {n  —  k)'ie  Integrale  mit  denselben  («  —  k)  wiUkürlichen  Konstanten 
geben  kann. 

Hieraus  schließen  wir  weiter,  daß  es  so  viele  («  —  >^)-te  verschiedene  Integrale 
gibt,  als  sich  die  n  willkürlichen  Konstanten  des  allgemeinen  Integrals  zu  k 
gruppieren  lassen;  es  gibt  daher 

n{n  —  l)(n  —  2)  .  .  .  {n  —  k  +  \) 
rV2".~3  ,,,k 

allgemeine  (n  —  ^)-te  Integrale. 

Wenn  man  aus  den  allgemeinen  n  ersten  Integralen  die  Größen  y',  y'\  y"\ 
...^('*~^)  entfernt,  so  erhält  man  eine  von  Differentialquotienten  freie  Gleichung 
zwischen  x^  y  und  n  willkürlichen  Konstanten,  also  das  allgemeine  Integral 
der  vorgelegten  Differentialgleichung  «-ter  Ordnung. 

5.  Integration  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in 
den  einfachsten  Fällen. 

A)  Ist  y  eine  Funktion  von  x  allein,  also 

1)  y'=/w  , 

so  hat  man  sofort  ein  allgemeines  erstes  Integral 

2)  y'^\f{x)dx-^C 
und  hieraus  das  allgemeine  Integral 

3)  y  =  \dx  f/{x)  dx  -|-  Cx  +  Q 

Das   andre   allgemeine   erste  Integral   folgt   durch  Entfernung   von   C  aus  2) 

xy  —  y  =  xjf{x)  dx  —  I  dx  f/{x)  dx  —  ^1     • 

B)  Ist  y  eine  Funktion  von  y  allein,  also 

4)         y'=/(j')  . 


so  setze  man 


^        ^  dy 


dadurch  entsteht  aus  4) 

ydy=^f{y)dy 

und  hieraus  folgt  ein  allgemeines  erstes  Integral 


5)  y^=2l/(}^dy+C     oder     /  =  t2  J/(y)dy  +  C     . 

Hier  lassen  sich  wieder  die  Veränderlichen  sondern  und  man  erhält 

6)  x=l- ---"    -— ,  +  Q     . 

Jpjßy)<v  +  c 
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C)  Ist  y  eine  Funktion  von  y  allein,  so  hat  man 

7)  /'=/(/)     • 

Hieraus  ergibt  sich 

-=/^,+^  ■ 

und  es  erübrigt  nun  noch  die  Integration  dieser  Differentialgleichung  erster 
Ordnung.  Man  kann  indes  dieselbe  umgehen,  da  man  das  andre  allgemeine 
erste  Integral  bestimmen  kann. 

Setzt  man  in   7)  „        /  ,  ,      , 

so  erhält  man  ,  ,  ,       >.    /^   , 

ydy=Ay)dy  -, 

hieraus  ergibt  sich  /•  /  ,  / 

Das  allgemeine  Integral  von   7)  erhält  man  nun  durch  Entfernung  von  y  aus 
8)  und   9). 

D)  Eine   Differentialgleichung,    die    nur  y,  _/  und   x,    also  y  nicht 
explizite   enthält,  die  mithin  die  Form  hat 

10)  /(/',/,  ^)  =  0     , 

ist  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  y  und  jc.  Die  Integration 
führt  auf  eine   Gleichung  von  der  Form 

11)  (p(y\x,C)=^0     ; 

deren  allgemeines  Integral  das  allgemeine  Integral  von   10)  ist. 

E)  Enthält   die    Differentialgleichung   nur  y\  y'  und  j,    also   nicht  x 
explizite,  so  hat  sie  die  Form 

12)  /O'",  y,  ;•)  =  0     . 
Ersetzt  man  hier  y"  durch  y dy  \  dy,  so  ergibt  sich 


/(yj;;'./,.)=o  , 


dy 

also  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  y  und  y.    Das  allgemeine 

Integral  derselben  ,   ,         ^.        ^ 

^  13)  <p(y,y,C)  =  0 

ist  ftinc  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  y  und  x\  das  allgemeine 
Integral  von   13)  ist  auch  das  allgemeine  Integral  von   12). 

6.  Geometrische  Anwendungen.  Die  Aufgabe,  eine  Kurve  durch  ihre 
Krümmungshalbmesser  zu  bestimmen,  führt  auf  eine  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung,  sobald  der  Krümmungshalbmesser  als  Funktion  der  Koordinaten,  oder  außer- 
dem als  Funktion  der  Tangente,  Normale,  Subtangente  oder  Subnormale  gegeben  ist. 

A)  Eine  Kurve  so  zu  bestimmen,  daß  der  Krümmungshalbmesser 
in  jedem  Punkte  verhältnisgleich  dem  Würfel  der  Normale  ist. 

Aus  den  bekannten  Formeln  für  den  Krümmungshalbmesser  q  und  die 
Normale  v  rz ttt,      „  n. r; 

folgt,  wenn  a  eine  gegebene  Zahl  ist,   die  Differentialgleichung 

y 

oder  einfacher  i 

r"  =  -  -  —     • 
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daher   ist  d\ 


a^y'  ay 

Hieraus  ergibt  sich 

J  p^  Cf^  -  1 
d.  i. 

a  C 

Schreibt  man  diese  Gleichung  in   der  Form 

-fl2  C2  (x  -  CiY-  +  «2  C  v2  -1  =  0      , 

so  erkennt  man,  daß  die  Änderung  von  C\  nur  auf  eine  Verschiebung  der  F- Achse 
hinauskommt;  von  dem  Vorzeichen  von  C  hängt  es  ab,  ob  die  Kurve  eine  Ellipse 
oder  eine  Hyperbel  ist. 

B)  Der  Krümmungshalbmesser  sei  verhältnisgleich  der  Tangente. 

Die  Differentialgleichung  ist 

y  '  y       ' 

oder 

ay 

Wir  setzen  hierin  y"  =--  ydy :  dy  und  erhalten 

dy'  dy 

daher  ist  ein  erstes  allgemeines  Integral 

arc  tang  v' = /O'' 
Hieraus  ergibt  sich  schließlich 

dv 


X  = 


---   -x-  +  ^i 


tang(/C>a) 


C)  Der  Krümmungshalbmesser  sei  verhältnisgleich  der  Normalen. 
Ist  n  eine  gegebene  Zahl,  so  hat  man 


=;'yi+V2  , 

oder  einfacher 

Hier  setzen  wir  wieder  y"=ydy':  dy  und  erhalten 

y'd/_  ^     dl     . 
1+y'^'  y      ' 

daher  ergibt  sich  ein  erstes  allgemeines  Integral 
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woraos  folgt  i/j.2« ^2« 


J  y/" 


-  —  -  +  Q 


Für  n  =  — 1  ergibt  sich  ein  Kreis,  für  «=1  eine  Kettenlinie,  für 
n  =  — i  eine  Cykloide,  für  n  =  J-  eine  Parabel. 

D)  Soll  der  Krümmungshalbmesser  eine  gegebene  Funktion  (p  der 
Abscisse  sein,  so  hat  man  

Hieraus  folgt 


r    ä/        r  dx 


-) 

Die  Integration  links  kann  man  ausführen  und  erhält 

Wird    das   Integral   rechts   zur  Abkürzung   mit  X  bezeichnet,   so  ergibt  sich 

y= 


und  hieraus  folgt  schließlich 

y  =  \ dx-\-c^    • 


7.    Lineare  Differentialgleichungen.    Unter  einer  linearen  Differential- 
gleichung «-ter  Ordnung  versteht  man  eine  Gleichung  von  der  Form 

d^y  d^~^y  d*'~^v  dv 

wobei  Xy^i  X^f  ...  X^,  X  Funktionen  von  x  allein  sind.     Die  Gleichung 

die  aus  1)  her\'orgeht,  wenn  man  A' =  0  setzt,  wird  als  homogene  lineare 
Differentialgleichung  bezeichnet.  Wir  betrachten  diese  zunächst.  Für  dieselben 
gilt  folgender  Satz: 

Wenn    eine    homogene    lineare    Differentialgleichung    die    parti- 
kulären Integrale  hat 

7=Ji»     y^y^y     y=yHy    •••   y^y^    , 

so  wird  ihr  auch  durch  die  Funktion  genügt 

3)  y  ^^  ^i^'i  +  ^2y2  +  ^nys  +  •  •  •  +  a-j**    » 

wobei  c^f  r.,,  '  »  *  Ck  willkürliche  Konstante  sind. 

Denn    setzt    man   3)   in    1)   ein,    und   faßt   die   Glieder   zusammen,    die   mit 
demselben  c  multipliziert  sind,  so  erhält  man 

+ 

+ aOi"*  +  A'i.vit"-''  + . . .  +  Jr„-i/*  +  X„y,)  =  0     . 
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Da  nun  jj,  .  . .  j'^  der  Gleichung  genügen,  so  verschwinden  links  alle 
Klammerausdrücke,  also  ist  die  Gleichung  identisch  erfüllt. 

Kennt  man  n  partikuläre  Integrale  und  sind  nicht  zwei  oder  mehr 
durch  eine  Identität  von  der  Form   verbunden 

so  ist 

das  allgemeine  Integral  der  linearen  Differentialgleichung.  Denn  der 
gegebene  Wert  von  y  befriedigt  die  Gleichung  und  enthält  n  willkürliche  Kon- 
stante. Tritt  hingegen  der  ausgeschlossene  Fall  ein,  ist  z.  B.  y^  ^  ay^  +  ^_>'j,, 
so  hat  man 

und  diese  Funktion  enthält  nur  (« --  1)  willkürliche  Konstante,  nämlich  (a -\- Ci), 

{o  -f-  ^2)»   ^41   ^5>  •  •  •  ^H- 

8.  In    die  homogene  lineare  Differentialgleichung    mit    konstanten 

Koeffizienten        ...  e      ^,^   ,         /      «v   . 

jj.W  -f  a^y«-i)  +  «2 ;'(«-«)  +  .  .  ,  +  a„y  =  0 

setzen  wir  versuchsweise  y  =  e^^,  und  erhalten 

(il"  +  a^X"-^  +  a^X"-^  +  .  .  .  +  Ä«)^^^  =  0     . 

Diese  Gleichung  wird  identisch  erfüllt,  wenn 

A''  +  fliA«-i  +  «sjA«-«  +  .  .  .  +  fl«  =  0     . 

Hat  diese  Gleichung  n  verschiedene  Wurzeln  >lj,  /l^»  •••  ^»>  ^^  erhält  man 
/i  verschiedene  partikuläre  Integrale 

y  »  ^i-*^ ,       jj-  =  ^«-^ ,     ...     r  =  f^n^     ; 
daher  ist  das  allgemeine  Integral 

Sind  unter  den  Wurzeln  X  konjugiert  komplexe,  so  ersetzt  man  die  Exponential- 
funktionen durch  goniometrische.  Die  Methode  versagt,  wenn  die  Gleichung 
für  X  zwei  oder  mehrere  gleiche  Wurzeln  hat;  wir  werden  später  sehen,  wie  man 
in  diesem  Falle  das  allgemeine  Integral  findet. 

9.  Der  Gleichung 

läßt  sich  durch  die  Annahme  genügen  y  =  x" ;  man  erhält 

[/a(/z  —  1)  . . .  (/i  — «+  l)+dfi//(/^—  1) . . .  (jLi--n  +  2)  +  ...  +fl«_i/i+/i„]x"-'»  =0    , 

hat  also  für  ju  eine  Wurzel  der  Gleichung  zu  nehmen 

juiju  —  l)  . . .  {ju  —  7i+l)  +  a^/x(jLi-l) . .  .  (ja-  n  +  2)  +  .  . .  +  a^^ijbt  +  a„  =  0    . 

Hat  diese  Gleichung  n  verschiedene  Wurzeln  fi^y  .  .  .  fi^,  so  erhält  man 
n  partikuläre  Integrale  und  aus  diesen  das  allgemeine 

10.  Kennt  man  ein  partikuläres  Integral  einer  homogenen 
linearen  Differentialgleichung  «-ter  Ordnung,  so  wird  das  allgemeine 
Integral  aus  einer  Differentialgleichung  (n  —  l)-ter  Ordnung  gefunden. 

Jst  y  =  rj  das  gegebene  partikuläre  Integral,  so  ist  auch  y  =  crj  ein  Integral, 
wenn  c  konstant  ist :  es  liegt  nun  nahe,  zu  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen 
man  der  Gleichung  durch  einen  veränderlichen  Wert  von  c  genügen  kann.  Er- 
setzen wir  c  durch  2,  setzen  also  y  =  zt],  so  haben  wir  die  höhern  Diiferential- 
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quotienten  des  Produktes  zrj  nach  den  bekannten  Regeln  der  Differentialrechnung 
zu  bilden  und  diese  entwickelten  Werte  in  die  Differentialgleichung  einzusetzen. 
Wir  erhalten  dann  eine  Differentialgleichung,  die  keinen  hohem  Differential- 
quotienten von  z  enthält  als  a:^").     Die  Glieder,  welche  z  enthalten,  sind 

{rji")  +  JfiV"-"  +  A;j,(''-*>  +  . . .  +  X„_ir}'+  X„fi)z     ; 

da  nun  rj  ein  partikuläres  Integral  ist,  so  verschwindet  der  Klammerinhalt,  und 
die  Differentialgleichung  für  z  ist  somit  von  der  Form 

Setzt  man  hier  »^ 

-  =  7f  f       also        z  =  fv  dx     , 
dx  •' 

so  erhält  man  für  v  die  Gleichung 

also  in  der  Tat  eine  Differentialgleichung  (n  —  l)-ter  Ordnung. 

Hat  man  das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung,  so  wird  zu  den  {n  —  1 ) 
willkürlichen  Konstanten  desselben  durch  die  Integration 

z  =  jv  dx 

noch  eine  hinzugefügt,  und  es  ist  daher 

y  =  ZY) 

das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung. 

11.  Dieser  Satz  führt  zunächst  dazu,  eine  homogene  lineare  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung  von  der  Form  Nr.  8  oder  Nr.  9  all- 
gemein zu  integrieren,  wenn  die  Gleichungen  für  X  und  fj.  gleiche 
Wurzeln  haben. 

Bei  der  Gleichung 

1)  /'-  2ä/+  a^y  =  0 
ergibt  die  Ersetzung  y  ^=  ^-^  für  X  die  Gleichung 

also  zwei  zusammenfallende  Wurzeln  A  =  ä.     Setzt  man  nun  in   1) 

y  =  zef^*     , 
so  erhält  man  für  z  die  Gleichung 

5"=  0  ,       also       z  =  C^x -\- C     . 
Folglich  ist  das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Gleichung 

2)  y^^-{C^x^C)     . 
Setzt  man  femer  in  die  Gleichung 

y  =  iiXt  SO  erhält  man  für  jll 

^2  _  (1  __  a)iLi  +  ^ =  0  ,       also       ju.  =  —  - —     . 

Um  das  allgemeine  Integral  zu  erhalten,  haben  wir  zu  setzen 

1  — Ä 

y  =  ZX    * 

und   erhalten 

rt+l  l  —  n 

s/.x""^  +  ^''X~^     =0,       od^r       z'+xz^'^O     . 
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Hieraus  iol^  v  =  C :  x  und  s  =  C/.r  +  Cj ;  daher  ist 

l  —  a 

}'  =  x~^~  (C/x  +  C^) 

das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung. 

12.  Hat  bei  der  homogenen  linearen  Differentialgleichung  //-ter  Ordnung 
mit  konstanten  Koeffizienten 

die  Gleichung  für  X 

f{X)  ^  A«  +  «1  A»-i  +  «2  A"-*  +  . . .  +  ö«  =  0     , 

r   gleiche  Wurzeln  X  =  Vj   so   liegt   es   nahe,    zu   vermuten,    daß   der  gegebenen 
Gleichung  durch  die  Annahme  genügt  werde 

1)  y^e-^{cx^-^  +  CiX''-^  +  .,.  +  Cr-.i)     , 

wobei  c,  c^,  ^g»  •••  ^r—i  willkürliche  Konstante  sind. 

Um  die  Richtigkeit  dieser  Vermutung  nachzuweisen,  bemerken  wir  zunächst, 
daß,  wenn  die  Funktion  f(X)  =  0  den  Faktor  (X — v)''  enthält,  alsdann  in  der 
Funktion  /\X)  ==  0    der   Faktor   (X  —  vY~~^  enthalten   ist;    denn   aus   der  Voraus- 

^^'^""g  /(A)  =  (A  -  vY .  <pa) 

Wenn  daher  v  eine  r-fache  Wurzel  der  Gleichung 

ist,  so  sind  für  X  =  v  auch  die  Gleichungen  erfüllt 

Setzt  man  ,  „ 

cx''-^  +  c^^x''-^  +  ...-;-  r^_i  r-^  (p     , 

so  erhält  man 

r^/^)  =  i;*  <^  +  r  J  yi-l  ^'+  ^  ^-2^"+  .  .  . 

Setzt  man  diese  für  k  ==  n,  n  —  1,  n  —  2,  ...  2,  1  gebildeten  Werte  in 
die  Differentialgleichung  und  unterdrückt  den  Faktor  e^^',  so  erhält  man 


-^¥ 


"(i)^-^  +  fY')^^^''-^  +  fT')-^^" 


— s 


+  ••• 


+  f'"'  [(2)  '^-*  +  ("  2  ^)  "1  '^-''  +  f  i  ")  ''*  '^'-*  +  •  • 

+ 

Die  Faktoren  von  y,  tp\  q."  .  .  .  sind  der  Reihe  nach 

/«.  ^.  (%  - 

verschwinden  daher  sämtlich;  folglich  ist  1)  ein  Integral  der  Differentialgleichung. 
13«    Der  homogenen  linearen  Gleichung  zweiter  Ordnung 

1)  /'+  ^  y'-^k^y^  0 

X' 

suchen  wir  durch  eine  Potenzreihe  zu  genügen:  setzen  wir 

y  =  Aq  +  A^x  -r  A^x^  +  .  .  ,     , 
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also 


so   erhalten  wir 
2A 


y  =  A^  +  2  A^ X  +  3  AqX^  +  . . .     , 

/'=  2A^  +  2  'iiA^x  +  3  '  4:  '  A^x^  +  .,  .     , 


Hieraus  ergeben  sich 

^i  =  0,      ^2  =  -;^  .  2  .  3^0»      ^3  =  <J»      "^^  ^  1  .  2  .8.  4-5^^""" 
allgemein  »2, 


Daher  ist 


^,._i  -  0  ,      ^j,  -  ±  i.2...(2«  +  l)^» 


/  k^  X'  k^x*^  \        A^      sin/^jc 

y  =  A,\i-  ^-^YTä  +  1  .  2  .  3  .  4  .  5  ~  •  •  7  =  "*        ^    • 

Dieses  Integral  ist  partikulär,  da  es  nur  eine  willkürliche  Konstante  enthält. 

Setzt  man  in   1)  .    , 

sm>e^' 

r  =  z  ' , 

X 

so  erhält  man  für  z  die  Gleichung 

sin>&:r  •  /'+  2^'cos^^  .  z'  =  0 
Diese  Differentialgleichung  ergibt 

sm2>t^  Ä 

Ersetzt  man  hier  Q  durch  — ^C\,  so  erhält  man  für  das  allgemeine  Integral 
^  ^     )  C,  cos^jr -|- C  sin/i' jc 

y  =  — = • 

X 

14.    Ersetzt  man  in  der  Gleichung 

1)  /'-(a-«  +  3).v  =  0 

j   durch    die   Reihe    Aq  -{-  A^  x  -^  A,)  x-  -\-  .  .  .  ,    so    erhält    man    das    allgemeine 
Integral  /  3  11  oq  \ 

^  =  ^0(1  +  -^.^  +  -^.^  +  ,;^-.«  +  ...) 

In  der  zweiten  eingeklammerten  Reihe  ist  das  Bildungsgesetz  der  Koeffizienten 
zwar  nicht  allgemein  nachgewiesen,  nach  den  ersten  vier  Gliedern  scheint  es 
aber,  als  sei  diese  Reihe 

Setzt  man  „       ^Ax^ 

y  =  xe*' 

in   die  Differentialgleichung,    so    erkennt   man   leicht,    daß   ihr   genügt  wird.     Zur 
Bestimmung  des  allgemeinen  Integrals  hat  man 

dx 
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Aus  dieser  Gleichung  folgt  sofort 
also  ist  das  allgemeine  Integral  von  2) 


/=.^(-'\     z=^C^+cl~e-^dx 


y  =  xe\^  (q  +  C^^g  er^dA  *) . 


15.  Wir  wenden  uns  nun  zur  Integration  einer  nicht  homogenen 
linearen  Differentialgleichung;  das  Verfahren  wollen  wir  zunächst  an  der 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zeigen. 

Um  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung 

zu  finden,  liegt  es  nahe,  zunächst  die  homogene  Gleichung  zu  integrieren 

und   dann   zu  versuchen,    ob   man   der  Gleichung  1)  vielleicht   dadiurch   genügen 
kann,  daß  man  in  dem  allgemeinen  Integrale  von  2) 

die   willkürlichen   Konstanten   durch   passend   gewählte   Funktionen  von  x  ersetzt 
Setzen  wir  nun  in  1) 

wobei   also  y^   und  y.^  bekannte  Funktionen  sind,   die   den  Gleichungen  genügen 

y'i  +  ^1/2  +  X^yt  =  0     , 


6) 


5) 
so  erhalten  wir  zunächst 

«i(/i'+  ^1/1  +  X^y,)  +  //20'2'+  ^ij2  +  X^yt) 
+  X^(u\y^  +  u'^yi)  +  2(//i^l  +  4/2)  +  «2>i  +  «2>2  =  X    . 

Die  erste  Zeile  verschwindet  nach  der  Voraussetzung.     Machen  wir  nun  für 
z/^   und  u.^   die  Annahme 

7)  «b'i  +  «LV2  =  0     , 

so  folgt  zunächst  durch  Differentiation  dieser  Gleichung 

8)  u\y\  +  //J/2  =  -  (//i>i  +  u'iy^)     . 
Durch  7)  und  8)  geht  6)  über  in 

9)  //i/i  +  4j2  =  ^     . 

Aus  7)  und  9)  folgen  nun  für  //i  und  2^2  die  Werte 


.V2  ji  —  ;'U'2  jo'2  —  y^yi 

Daher  ergibt  sich 

r     Xy^dx  f     Xyxdx 

}  y2yi  —  j'O'2  J  yiyi  —  y^yi 

Das  allgemeine  Integral  der  linearen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  ist  daher 

-in\  f     Xy^dx  f     Xyidx 

10)  y=yi  — } 7+yi  — ^—  t  +  ^iJ'i  +  G>'2    . 

J  y2yi  —  yi  yt        J  yi  y*  —  y2yi 

*)  ScuLOEMiLCH,  Kompendium,  Bd.  I,  §  114. 
SCHLOEiaLCHS  Handbuch  der  Mathematik,  2.  Aufl.,  Bd  III.  21 
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Hieraus  ist  der  auch  direkt  leicht  eni'eisliche  Satz  ersichtlich:  Das  all- 
gemeine Integral  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
wird  erhalten,  indem  man  zu  einem  partikulären  Integrale  das  all- 
gemeine Integral  der  entsprechenden  homogenen  Gleichung  fügt- 

Bei  der  Verwendung  der  Formel  10)  wird  man  unter  Umständen  mit  Vorteil 
berücksichtigen,  daß 

Beispiele.     A)    Die  homogene  Gleichung 

hat  bekanntlich  die  partikulären  Integrale 

cosy^jc  sin>^Jt* 

X  X 

daher  hat  die  Gleichung 

das  allgemeine  Integral 

coskxl            1  /*                      \       siny^A'  /  1   I  \ 

y  = (  Cj  —  —  /  Xx iivikx dx\  -\ ( ^2  +  V  /  ^^ cos>&a: dx  I 

B)  Für  die  Gleichung 

X  er- 

haben wir  die  partikulären  Integrale 

}\  =  ^'  »         ^2  =  ^^      ; 
daher  ergibt  sich  für 

4  6 

y'-xy+^^'='' 

das  allgemeine  Integral 

16.    Um  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung 

1)  /«)  +  Jr,y"-'^  +  . . .  +  A'„_,/  +  X,y  =  X 

ZU  erhalten,  setzen  wir  voraus,  es  sei 

y  ==  ^1  J'l  +  ^2^2  +  ^sJ's  +  •  •  ■  +  ^«  V« 
das  allgemeine  Integral  der  homogenen  Gleichung 

/«)  +  A-i/"-»>  +  . . .  +  A'„_,/  +  X^y  =  0     , 
imd  suchen  nun  Wj,  za,,  2/3,  ...  2/„  als  Funktionen  von  x  so  zu  bestimmen,   daß 

2)  J  =  ?'uVi  +  ^'-i^'-i  +  .  .  .  +  u^y„ 

das  allgemeine  Integral  von   1)  wird. 

Wenn  man  den  Wert  2)  und  die  daraus  folgenden  Werte  y\  y'\  y,  .  • .  j'C")  in 
1)  einführt,  so  erhält  man  eine  Gleichung  für  die  n  unbestimmten  Funktionen  Uk\ 
um  sie  zu  bestimmen,  kann  man  daher  noch  (;/  —  1)  Gleichungen  beliebig  an- 
nehmen. Wir  wählen  diese  Gleichungen  so,  daß  in  den  Werten  j-',  y,  y,  ...y*"*) 
keine  Dift'erentialquotienten  der  uj.  vorkommen;    alsdann  enthält  die  Differential- 


§  3  Difrerentialgleichiiiigen  höherer  Ordnung  mit  zwei  Veränderlichen.  323 

gleichung   nur   die   ersten  Differentialquotienten   dieser  Funktionen   und    die   Be- 
stimmung derselben  wird  dadurch  tunlichst  erleichtert.     Aus  y  folgt  zunächst 

/  =  uiy\  +  . . .  +  u^y'n  +  «i>'i  +  •  •  •  +  ^ J«     • 
Um  Differentialquotienten  der  u  in  y*  zu  vermeiden,  setzen  wir 

yi^i+yit4  +  ...+ynt/„  =  o    ,  • 

und  erhalten  unter  dieser  Voraussetzung 

/  =  «1  ji  +  ^iyi  +  .  • .  +  i^h/h     ' 
Femer  setzen  wir 

und  erhalten  dadurch 

So  weiter  gehend,  erhalten  wir  schließlich 

y        ^i-Ty%      «^2 +  •••+>!•      ^H  =  ^    » 

^  =  ^lyi        -r  «2j2         -h  •  •  •  +  «« J« 

Aus  der  letzten  Gleichung  ergibt  sich 

>'     =«^ij'i    -r  «^2  J2    +•••  +  «»>'» 

-r  yi        »1  -r  >'2         «'2  -h  •  •  •  -h  J'«        ««     • 

Setzt  man  nun  diese  Werte  für  y,  /,  y",  .  .  .y(**)  in  die  Differentialgleichung 
ein  und  berücksichtigt,  daß  yi*  y^f  •  '  -  yn  der  homogenen  Differentialgleichung 
genügen,  so  erhält  man 

yi         »i-i->2         «2-h  •••+>«         «„  =  A     . 
Für  die  Unbekannten  «^ ,  j/g »  •  •  •  ^m  haben  wir  somit  die  n  Gleichungen 

yi^A  +>'2«2  +  • . .  +yHi^H  =  0    , 

yi«i  +/2«2  +  .  .  .  +ynt^n  =  0       , 


>'l  «1+^2  ^  + +  yn  ^«  =-  ^       » 

yi        »i  -r  >  2         «2  -h  •  •  •  H-  ^1«        tf «  =  A     . 

Diese  Gleichungen  sind  linear  für  «i,  /4»  •  •  •  ''«J  löst  man  sie  auf,  so  er- 
hält man 

«^i  =  ;i:i »     «2  =  ;i:2 »     ^3  =  xs^    •  •  •    »!» =  ;i:«    » 

wobei  ;^^ ,  ;^j ,  ...  ;^^  bekannte  Funktionen  von  :jf  sind.     Hieraus  folgt 

^i^jXi^^  +  ^i*       ^^2  =IXi^^  +  ^2  y     •••     ^^»  =fxn^x  +  Cm     ; 
daher  ist  schließlich  das  gesuchte   allgemeine  Integral 

y  =yijxi^^  +  •  •  •  +yHJXn^x  +  C^y^  +  C^y^  +  . . .  +  C^yn    . 

Man  ersieht  hieraus  noch:  Das  allgemeine  Integral  einer  linearen 
Differentialgleichung  wird  aus  einem  partikulären  Integrale  gefunden, 
indem  man  zu  diesem  das  allgemeine  Integral  der  entsprechenden 
homogenen  Gleichung  fügt 

17«  Wenn  von  der  homogenen  Gleichung,  die  zu  einer  linearen  Differential- 
gleichung «-ter  Ordnung  gehört,  nicht  //  linear  unabhängige  partikuläre  Integrale 
bekannt  sind,  sondern  nur  deren  r,  nämlich  ^'^ ,  ^, ,  ...^v>  so  setzen  wir  für  das 
allgemeine  Integral  ^,  _  „^^^  ^  ^^_,,^  ^      ,  ^  ,^^,.^     ^ 

21* 
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Wir  bilden  nun  die  entsprechenden  Bedingungsgleichungen  für  die  u^  wie 
im  vorigen  Falle;  da  wir  aber  nur  u^  unbekannte  Funktionen  haben,  so  dürfen 
wir  außer  der  Differentialgleichung  nur  (r  —  1)  Gleichungen  ansetzen.  Dieselben 
seien  '  ,  ,  ,       ^ 

7l  «1  +  ^^2  «^2  +  -  .  .  +yrK  =  0       , 

1)        {  yiVi+;iV2  +  ...+/;«;-o    , 


Alsdann  ergibt  sich 

/  =  ^O'i  +  ^2/2  +  •  •  •  +  Uryr     » 


2) 


sowie  ferner 


C' 


y   =  «i/i  +  '^2;'2  + . . .  +  «r>' 


(^) 


'  J'— 1) 


^         =  -i  w^ _>•;[:        -f-  62.  Ukyk        -T  62.  Ukyk  -T  2  Uk  yk  > 


«  — 2J 


+  ... 


j'^    =  2^«>fc;i '  +  l         i         I  ^4^-       +1        2        )^^kyk 

.  .  .  +  ^  «;fr  J^. 

Führen  wir  diese  Werte  in  die  Differentialgleichung  ein  und  beachten  dabei^ 
daß  7i,  72»  •  •  •  >V  der  zugehörigen  homogenen  Gleichung  genügen,  so  erhalten 
wir  eine  Gleichung  von  der  Form 

worin  die  /!t,  Qky  ...  Vk  bekannte  Funktionen  von  x  sind.  Aus  den  (r  —  1) 
Bedingungsgleichungen  1)  können  wir  die  Verhältnisse  der  u\<,  f/J,  .  . .  «^  finden; 
drücken  wir  t/%,  ...  u'r  durch  u'x  aus,  so  erhalten  wir 

5)  //2  =  ^  ^/i  ,  2/3  =  -5  //i  ,     .  .  .     «J.  =  A"«i     , 

wo  nun  Ay  By .  ,  .  N  bekannt  sind.  Diese  Gleichungen  differenzieren  wir  {n  —  r)mal 
und  setzen  die  Resultate  in  4)  ein.  Dadurch  entsteht  eine  Differentialgleichung, 
die  nur  u^   enthält  und  von  der  Form  ist 

a  «1  '  -\-  ßui  '  -\-  .  .  .  +  vui  =  X     , 

worin  a,  /9,  ...  v  bekannte  Funktionen  von  x  sind. 

Dies  ist  eine  lineare  Differentialgleichung  (n  —  r)-ter  Ordnung  für  den 
Differentialquotienten  u' ,  Wir  erhalten  somit:  Wenn  man  r  partikuläre  linear 
unabhängige  Integrale  der  Differentialgleichung  kennt 

so  hat  man  zur  Bestimmung  des  allgemeinen  Integrals  von 

,v(")  +  jfi  v("  -»)  +  ...  +  jr„j  =  j: 

eine  lineare  Differentialgleichung  («  —  r)-ter  Ordnung  zu  integrieren, 
und  dann  noch  r  einfache  Integrale  auszuführen. 
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18.  Das  Verfahren,  an  Stelle  einer  gegebenen  Differentialgleichung  eine 
einfachere  aufzulösen,  und  aus  dem  allgemeinen  Integrale  dieser  Gleichung  das 
der  gegebenen  durch  Variation  der  Konstanten  abzuleiten,  läßt  sich  auch  in 
andern  Fällen  mit  gutem  Erfolge  anwenden. 

Um   zu   dem   allgemeinen   Integrale    der   nicht  linearen  Differentialgleichung 

1)       y'+z/+y/2_o 

zu    gelangen,    in  welcher  X  und   Y  Funktionen  von  x  bezw.  y  allein  sind,    be- 
trachten wir  zunächst  die  einfachere  Gleichung 

2)  /'+jr/=0     , 

zu  der  wir  leicht  ein  erstes  Integral  finden 

—  (xdx 

3)  y^Ce   ^ 

Wir  versuchen  nun,  z  als  Funktion  von  x  so  zu  bestimmen,  daß 

—  (xdx 

4)  y'^ze   ^ 

ein    allgemeines   erstes   Integral   von   1)  wird.     Aus  4)  folgt  durch  Differentiation 

5)  y"^e  ^        {-zX-\-z')     ; 

führt  man  4)  und  5)  in   l)  ein,  so  ergibt  sich 

—  fxdx 

z'  +  Vz^e   ^         =0     . 

Ersetzt  man  hier  /  durch  ydz  :  äy^  so  erhält  man  in  Rücksicht  auf  4) 

C7  +  -)Ä-  ■ 

Hieraus  folgt 

äz 

--  +  Yz==0     , 

ay 

also 

-fVdy 

z  —  Ce   ^ 

Führt  man  dies  in  4)  ein,  so  entsteht  zunächst 

dx 

In  dieser  Differentialgleichung  erster  Ordnung  kann  man  die  Veränderlichen 
trennen  und  erhält  das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung 

,    (Vdy  _.  —fXdx 

jgJ     "^  dy  =  CJ€   ^        dx  +  C^     . 

19.  An  Stelle  der  Gleichung 

1)  (1  -  x^)y"-  2  xy+  xy^  =  0    , 

worin  X  nur  x  enthält,  untersuchen  w^ir  zunächst  die  einfachere 

2)  (l~x^)y'-2xy=^0     : 

diese  hat  das  erste  Integral 

'»      ■ .  •'■■-1-,=  • 
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Setzen  wir  nun  in  1) 

also 

^    ~  (1  -  ^2)2  +  T  -"^2        ' 

SO  erhalten  wir 

rS 


(1  -  **) 

Hieraus  folgt  das  allgemeine  Integral 


S2  7  (1  -  ^2)3  ^ 


(1  -  ^2): 

und  daher  schließlich  das  allgemeine  Integral  von  1) 

/zdx  ^ 

131^  +  ^^  • 

20.  Die  soeben  behandelte  Gleichung  ist  ein  besonderer  Fall  von 

Ein  allgemeines  erstes  Integral  von 

/'+  ^o/=  0 

ist  . 

y=  Ce  ^ 

Sucht    man    nun    der    gegebenen    Gleichung    durch    das   erste    Integral    zu 
genügen 

y=-ze  •' 
so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  z  die  Gleichung 

z'+X^z^'e  ^  =  0     . 

Hieraus  folgt,  sobald  n  von    +1  verschieden  ist, 

s  =\X<e  ^         ax  4- C     . 

n  —  1  J 

Führt  man    den   hieraus   folgenden  Wert  von  z  in  y'  ein,    so  erhält  man  y^ 
als  Funktion  von  x,  und  gewinnt  y  durch  nochmalige  Integration. 

21.  Das  allgemeine  Integral  der  Gleichung 

worin   Yq    und  Y^    Funktionen    von  y    allein    sind,    wird    aus   einem  allgemeinen 
ersten  Integrale  der  Gleichung  gefunden 

Ersetzt  man  y  durch  y'dy':  dy,  so  erhält  man 

und  hieraus  . 

y=  Ce  '' 
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Wir  suchen  nun  der  gegebenen  Gleichung  durch 

2)  y^ze  ^ 

zu   genügen,    worin    z    eine    Funktion  von  y   allein   bedeute.      Bildet   man  unter 

dieser  Voraussetzung  ,  .  ,      ,  . 

«V  /     dz  \ 

wobei  zur  Abkürzung  r,,    . 

v==-JY^äy 

gesetzt  worden  ist,  so  erhält  man  aus  1) 

dz 

dy 
Hieraus  folgt 

dz 

worin  die  Veränderlichen  gesondert  sind.  Hat  man  hieraus  z  als  Funktion  von  y 
erhalten,  so  gibt  2)  durch  eine  Integration  x  als  Funktion  von  y.  Die  beiden 
Konstanten  treten  bei  der  Integration  der  Gleichungen  3)  und  2)  ein. 

22.    Mitunter   gelingt   es,   durch   Einführung  von   ein  oder   zwei  neuen  Ver- 
änderlichen   eine    Differentialgleichung    in    eine    einfachere    überzuführen.      Die 

^^^^^"^  1)  y^a^^-i^y 

läßt    sich    als   lineare    Gleichung    integrieren;    schneller  kommt   man   zum  Ziele, 

wenn  man  setzt  „  ,„  ,  .^   «        « 

a^x~  b^y  =  /  ,       also        ~b^y"  =  /''     . 

Dadurch  erhält  man  aus  1) 

r=-b^t     ; 

das  allgemeine  Integral  hiervon  ist 

/=*  Q  cos^^  4"  Q  sin^^c     , 

daher  ist  das  allgemeine  Integral  von  1) 

a-x  —  b^ y  =  Cj  cos^jc  +  Q  sin^^  *). 


§  4.    Allgemeine  Untersuchungen  über  homogene  lineare  Differential- 
gleichungen mit  eindeutigen  Koeffizienten. 

1.  Ehe  wir  an  den  Gegenstand  dieses  Abschnitts  herantreten  können,  er- 
ledigen wir  einige  Betrachtungen  über  die  eindeutigen  Funktionen**). 

Eine  rationale  ganze  Funktion  f  der  Veränderlichen  x  ist  eine  Potenz- 
reihe mit  endlicher  Gliedzahl 

f{x)  =  Aq  -\-  A<^  x  -\-  A^  x^  -\-  . . .  -\-  A„  xf^     . 

Sie  ist  eindeutig,  an  allen  Stellen  stetig,  und  nur  unendlich  für  jc  =  oo.    Sie 


*)  Weitere  Ausführungen  siehe  Lacroix,  Traite  du  calcul  differential  et  du  calcul  integral, 
Paris  1800,  2.  Bd.  Auf  die  Theorie  der  singulären  Integrale  von  Gleichungen  höherer  Ordnung 
einzugehen,  müssen  wir  uns  versagen;  man  vergleiche  Lacroix,  Traite,  2.  Bd.  Nr.  667;  BooLE, 
A  Treatise  on  differential  equations,  4.  Aufl.  1.  Bd.,  X.  Kap. 

**)  Die  Nrn.  1  bis  19  sind  im  engen  Anschlüsse  an  Weierstrass,  Abhandlungen  aus  der 
Funktionenlehre,  Berlin  1886,  bearbeitet. 
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verschwindet  an  n  voneinander  verschiedenen  oder  gruppenweis  zusammenfallenden 
Stellen;  sind  diese  Nullstellen 

SO  erscheint  f{pc)  auch  in  Form  des  endlichen  Produktes 

f(x)  =  An  {x  -  -  aj)  (x  —  a^) . .  .{x  —  a„)     . 

Ersetzt  man  x  durch  {x  —  «)  +  « »  und  entwickelt  die  Potenzen  dieses  Binoms, 
so   erhält  man  /  auch   als   endliche   Potenzreihe   für    die   Veränderliche    x  —  a. 

2.  Eine  rationale  Funktion  /  ist  der  Quotient  zweier  ganzen  ratio- 
nalen Funktionen  j^^  und  ^1^2 .  Sie  hat  die  Nullstellen  von  g^  und  wird  unend- 
lich in  den  Nullstellen  von  g^  • 

Die  Stellen  der  jc-Ebene,  in  denen  eine  Funktion  unendlich  oder  unstetig 
wird,  bezeichnet  man  als  ihre  Sonderstellen.  Ist  ^j  von  höherem  Grade  als  ^2» 
so  ist  auch  x  =  cx)  eine  Sonderstelle  von  /,  hat  dagegen  g^  höhern  Grad  als  ^j , 
so  ist  X  =  00  eine  Nullstelle  von  /.  Hat  ^^^  die  Nullstellen  a^t  a^,  ..»  a^^ 
g^  die  Nidlstellen  r^,  c^,  ...  r„,  so  ist  /  der  Quotient  zweier  endlichen  Produkte 

{x  —  Äj)  {x  --  a.y) .  ,  ,(x  —  a„;) 

f(x)  =  c  • \ =r .  -    — 

(x  —  c^)  (^'  —  r^)  .  .  .  {x  -  c„) 

Für  die  Punkte  der  Umgebung  eines  jeden  Punktes  ä,  der  nicht  Sonder- 
stelle ist,  läßt  sich  /  in  eine  Potenzreihe 

entwickeln,  d.  i.  in  eine  unendliche  Reihe,  die  nach  steigenden  natürlichen 
Potenzen  von  x  —  a  fortschreitet.  Die  Reihe  ist  gültig  innerhalb  eines  Kreises, 
der  um  a  beschrieben  ist  und  die  nächste  Sonderstelle  c  enthält. 

Für  alle  Punkte  außerhalb  eines  Kreises  der  um  a  beschrieben  ist  und  alle 
Sonderstellen  einschließt,  kann  /  in  der  Form 


/- 


\x  —  a, 


entwickelt  werden. 

Eine  gebrochene  rationale  Funktion  mit  der  w^. -fachen  Sonderstelle  Ck  ver- 
wandelt sich  durch  Multiplikation  mit 

{x-    c^Y'k 

in   eine  Funktion,   die    an   der  Stelle  Ck    sich   regulär  verhält,   d.  h.  für   die  cu 
keine  Sonderstelle  ist. 

3.  Als  ganze  Funktion  G(x)  bezeichnet  man  eine  Funktion,  die 
durch  eine  für  jedes  endliche  x  gültige  Potenzreihe  dargestellt  wird, 
die  also  im  Endlichen  keine  Sonderstelle  hat.     Ist- 

G{x)  =  Aq  -{-  A^x  -{-  A^x-  -\-  .  . .     , 

so  kann  durch  keinen   endlichen  Wert  von  ;/  ein  Produkt 

X-"  G(x) 

gewonnen  werden,  das  sich  im  Unendlichen  regulär  verhält;   daher  wird 
X  =  00  als  wesentliche  Sonderstelle  bezeichneL 

Im  Gegensatze  hierzu  stehen  die  außer  wesentlichen  Sonderstellen  a,  in 
denen  eine  Funktion  f  zwar  unendlich  wird,  durch  Multiplikation  mit  einer  natür- 
lichen Potenz  von  x  —  a  aber  ein  Produkt 

(x  ~  a)'"  •  /(x) 

sich  ergibt,    das    sich    im  Punkte  a   wie    eine    ganze  Funktion   verhält,    indem    es 
sich  in  der  Umgebung  von  a  in  eine  Potenzreihe  ^(^  —  a)  verwandeln  läßt. 
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4«    Unter  den  ganzen  Funktionen  zeichnet  sich  die  Exponentialfunktion 

dadurch  aus,  daß  sie  im  Endlichen  keine  Nullstelle  hat*). 

Eine  ganze  Funktion  /{x)  ohne  Nullstelle  im  Endlichen  kann 
immer  auf  die  Form  ^^(-^>  gebracht  werden.  Nach  der  Voraussetzung  hat 
//(o")  keine  Sonderstelle  im  Endlichen,   ist   also   eine   ganze  Funktion,   daher   ist 

/(^)  =  ^^(-)     , 

wenn  G{x)  für  i/{x)  gesetzt  wird. 

5.  Eine  ganze  Funktion  mit  einer  endlichen  Anzahl  im  End- 
lichen liegender  Nullstellen  erhält  man,  wenn  man  eine  rationale  ganze 
Funktion  mit  einer  Exponentialfunktion  multipliziert,  also  unter  der  Form 

G(x)  =  Gq{x)  .  ^^(^)      . 

Sind  die  Nullstellen  im  Endlichen  vorgeschrieben,  so  ist  Gq  bis  auf  einen 
konstanten  Faktor  bestimmt,  den  man  in  die  Exponentialfunktion  einrechnen  kann; 
diese  selbst  bleibt  innerhalb  der  für  sie  festzuhaltenden  Voraussetzungen  völlig 
willkürlich. 

6.  Unter  einer  transcendenten  ganzen  Funktion  verstehen  wir  eine 
ganze  Funktion  mit  unendlich  vielen  Nullstellen 

Cl^t    (1.2  t    ^3  f    •  •  •   ^oc       » 

und  setzen   voraus,   daß   in  jedem    endlichen  Gebiete    nur   eine    endliche  Anzahl 
Nullstellen  enthalten  sind,  daß  also 

lim  \a„\  =»  cx)     , 


«■=00 


wenn  unter  |  a„  \  der  absolute  Wert  (d.  i.  der  Modul)  der  komplexen  Zahl  a^  ver- 
standen wird.     Wir  wollen  zunächst  alle  Nullstellen  als  von  Null  verschieden  an- 
nehmen; auch  mögen  sie  nach  der  Größe  geordnet  sein,  unbeschadet  der  Mög- 
lichkeit, daß  sich  darunter  Gruppen  gleicher  Zahlen  finden. 
Die  Funktion 

1)  £{x,m)  =  (l  -x)>€  ^ 

ist  eine  ganze  Funktion  mit  der  Nullstelle   1 ,  die»  Funktion 

2)  ^(^,  n..) 

hat  daher  die  Nullstelle  ay.     Das  unendliche  Produkt 

00 


7ü4i- 


3,      J^J  My-^,. 

ergibt  innerhalb  der  Grenzen  seiner  Gültigkeit  eine  ganze  Funktion  mit  den  Null- 
stellen a^,  «2»  ^3»  •••»  wobei  die  Zahlen  Wy,  die  wir  als  ganze  ansehen  wollen, 
vor  der  Hand  noch  unbestimmt  sind.  Man  kann  nun  über  die  Wy  so  verfügen, 
daß  3)  für  jedes  endliche  x  gilt,  daß  also  durch  3)  eine  ganze  Funktion 
dargestellt  wird. 


*)  Die  Funktionszeichen  (7,  (7j ,  (7'  u.  s.w.  sollen  von  jetzt  an  immer  für  ganze  Funktionen 
gebraucht  werden. 
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7.    Zunächst  bemerken  wir  noch    eine  Form  für  e(x,m).     Für    jc|  <  1    hat 
man  bekanntlich 

^  fx       x^ 


.3 


1  ^    .  ^  a  I X       X'      X 


•   •   •  I  • 


Hieraus  folgt 


oo 


\  —  X  =  e    0 


Führt  man  dies  in  E{x,  m)  ein,  so  erhält  man 


m-\-r 


und  daher 


-2 

£{x,  m)  —  e     1        ^ 


C:''"')  = 


oo  j  . 


r+w, 


<?       1 


wobei  I^Tj  <  \ay\  sein  muß. 
Setzt  man 


1) 


oo         oo     ,. 


f---(-) 

Vr  -\-  nty    \ayj 


r-\-m. 


so  ist 


oo         oo 


D„  < 


l  n  ^ 


r-^nt^ 


wenn  Wy  >  0 .     Ist  |jr   <  tf«| ,  so  ist  auch 


« 


^ 

a« 


öf. 


w„  +  l 


Wird   1  — 


X 


an  ! 


mit  k  bezeichnet,  so  ist 


1  — 


ö. 


<^» 


//  +  1  ,  «  +  2  , 


folglich 


I^n     < 


X 

k 


oo         ^ 


^     |Wy 


a. 


Man  kann  nun  immer  eine  unendliche  Reihe  positiver,  nach  der  Größe  ge- 
ordneter Zahlen 

ff    £j  ,    ^2  »    ^3  »    ^4 »    •  •  • 

SO  annehmen,  daß  e  <  1 ,  und  daß  die  unendliche  Reihe 

eine    endliche  Summe  s   hat;   ferner   kann  man  die  Zahlen   Wj,  w^,  ///g»  ...   auf 
mehrfache  Weise  so  bestimmen,   daß  von  einer  bestimmten  Stelle  v  an 


alsdann  ist 


eine  endliche  Zahl.     Unter  dieser  Voraussetzung  für  die  niy  ist  daher  auch  |Z>;,   , 
und  damit  auch 


2) 
von  endlicher  Größe. 


oc  oo 

1       » 


.r  4-  w 


y        \^v/ 
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In  dieser  Doppelreihe  kann  man  alle  gleich  hohen  Potenzen  von  x  zusammen- 
fassen und  erhält  dadurch  eine  Potenzreihe 

Ersetzt  man  in  Z>„  den  Zeiger  durch  1  und  n  -\-  1 ,  so  erhält  man  identisch 

+  my  \ayj 

X  1 

and  hieraus  weiter 


$(..i)-$(..«+i)=2X-T^Jä 


» 


3) 


r-^C-',!)  =  TT'^f^  » ^«v)  •  ^-^C-^'^H-')     . 


Jede  der  Funktionen  £  läßt  sich  in  eine  für  jedes  endliche  x  gültige  Potenz- 
reihe verwandeln,  daher  auch  ein  Produkt  aus  einer  endlichen  Anzahl  solcher  £; 
das  gleiche  gilt  von  der  Exponentialgröße 

solange  die  Potenzreihe  gilt,  wenn  also 

x\  <  |ö«-}-l|        . 

Daher  ist  die  rechte  Seite  eine  unter  dieser  Voraussetzung  gültige  Potenz- 
reihe. Da  nun  die  linke  mit  der  rechten  identisch  ist,  und  auf  der  linken  a„ 
gar  keine  ausgezeichnete  Rolle  spielt,  so  folgt,  daß 

für  jedes  endliche  x  gilt     Man  hat  daher  für  jedes  endliche  x 


3) 


oo 


'''''''  =  TU' ii'-) 


1 

oo         oo 


jLä  jLä  r+nty    Uy) 


8.  Nach  der  Voraussetzung  ist  keine  der  Nullstellen  ö^  ,  ög  >  •  •  •  gleich  Null. 
Um  eine  ganze  Funktion  zu  erhalten,  die  auch  im  Nullpunkte  und  zwar  hier 
jlmal  verschwindet,  hat  man  3)  mit  x^  zu  multiplizieren.  Außerdem  kann  man 
noch  den  Faktor  s-,  , 

hinzufügen,  wo  der  Exponent  eine  willkürliche  ganze  Funktion  ist,  und  erhält 
daher  schließlich  als  allgemeinen  Ausdruck  für  eine  ganze  Funktion,  die 
jlmal  im  Nullpunkte,  und  außerdem  an  den  von  Null  verschiedenen 
Stellen  öj,  Og,  Ö3,  ..  .  verschwindet. 


1) 


00 


1 


G(x)  =  C'X^'  jQ E\^  ,  ni\  .  ^^<-^)     , 


lim  jj„:  =00 


«=00 


Da  man  einen  konstanten  Faktor  C  angebracht  hat,  so  darf  man  voraus- 
setzen, daß  G(pc)  im  Nullpunkte  verschwindet,  im  übrigen  ist  G{oo)  eine  willkür- 
liche ganze  Funktion. 

Umgekehrt  erkennt  man  leicht,  daß  jede  ganze  Funktion  mit  denselben  Null- 
stellen wie  G  in  der  Form  1)  enthalten  sein  muß.     Nimmt  man  an,  G^  sei  eine 
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zweite    derartige   Funktion,   so   ist  Gi :  G   eine   ganze   Funktion   ohne   Nullstellen, 
also  von  der  Form 

daher 

G^^G'  C^'  €^^^^     , 
also  wieder  von  der  Form  1). 

9.    Die  Funktion  G  kann  in  mehrfacher  Weise  die  Gestalt  erhalten 

CX) 


1 

WO    die  gy   ganze    rationale,    im   Nullpunkt    verschwindende   Funktionen    sind; 
setzt  man 


1 

so  erhält  man 

00 


<^w =-•-';?{(> -:)'"1  • 


Jede  ganze  eindeutige  Funktion  kann  daher  in  ein  Produkt  von 
Potenzen  von  Primfunktionen  zerlegt  werden,  d.  h.  solcher  ganzen 
Funktionen  . 

X,     bezw.      (1  — -j  ^^"^-"^     , 

die  nur  eine  einzige  Nullstelle  (0,  bezw.  üy)  haben. 

10,  Wir  wenden  uns  nun  zur  Betrachtung  allgemeiner  transcendenter 
eindeutiger  Funktionen,  d.  i.  eindeutiger  Funktionen,  die  neben  beliebig 
vielen  unwesentlichen  Sonderstellen  wenigstens  eine  wesentliche 
Sonderstelle  im  Endlichen  haben. 

Hat  die  transcendente  Funktion  /{x)  die  wesentliche  Sonderstelle  r,  sonst 
aber  keine  wesentliche  Sonderstelle,  so  hat  die  Funktion 

die  einzige  wesentliche  Sonderstelle 

t]  =  00     , 
ist  daher  eine  ganze  Funktion 

Giv) 
der  Veränderlichen  rj ;  man  hat  also 

/(- +  ^)  =  ^(v)  • 

Ersetzt  man  hier  rj  wieder  durch  x^  so  erhält  man:  Jede  transcendente 
Funktion /(.ic) ,  die  in  x  =  c  eine  wesentliche  Sonderstelle,  sonst  aber 
keine  wesentliche  Sonderstelle  hat,  kann  man  immer  in  der  Form 
darstellen  /      1     \ 

wobei   Gf  wie  immer,  eine  ganze  Funktion  ist. 

Hat  dagegen  /{x)  neben  der  wesentlichen  Sonderstelle  x  =  c  noch  eine 
Anzahl  außerwesentliche,  so  hat 


41, 


+  c 
V 
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neben  der  wesentlichen  tj  =  oo  noch  gewisse  Stellen  im  Endlichen  zu  außerwesent- 
lichen Sonderstellen;  ist  ,^  /  x 

eine  ganze  Funktion,  die  die  außerwesentlichen  Sonderstellen  von  /  zu  Nullstellen 
hat,  so  kann  G2  immer  so  gewählt  werden,  daß 


/{^  +  c).GArj) 


keine  Sonderstellen  im  Endlichen  hat,  also  eine  ganze  Funktion 

Gl  iv) 


ist.     Man  hat  daher 


/[l^- +  ^)  ■  G,{f))  ^  G,{r,)     , 


oder,  wenn  man  tj  wieder  durch  x  ersetzt, 


/■w  = 


'.(r^) 


In  dieser  Gestalt  kann  also  jede  transcendente  Funktion  gebracht 
werden,  die  in  c  eine  wesentliche  und  sonst  noch  im  Endlichen  einige 
außerwesentliche  Sonderstellen  hat 

Dabei  muß  eine  der  beiden  Funktionen  G^  oder  G^  transcendent  sein; 
ferner  kann  man  voraussetzen,  daß  sie  keine  Nullstelle  gemein  haben. 

11.  Eine  transcendente  Funktion  /{x)  mit  n  verschiedenen  wesent- 
lichen Sonderstellen 

^1 »  ^2 »  ^3  >  •  •  •  ^/i 

kann  man  mit  Hilfe  von  transcendenten  Funktionen  /^(y)  herstellen,  die  nur  die 
wesentliche  Sonderstelle  c»  haben.  Ersetzt  man  nämlich  y  durch  eine  rationale 
Funktion  (p{x),  die  für  r^,  ^g,  rg,  .  .  .  c^  unendlich  wird,  so  hat 

F[q^(x)] 

die  wesentlichen  Sonderstellen  r^ ,  ^2 ,  .  .  .  r„  .  Bildet  man  mehrere  solche  Funk- 
tionen, auf  die  die  Sonderstellen  r^,  r.,,  ...  Oi  passend  verteilt  sind,  und  multi- 
pliziert jede  mit  einer  rationalen  Funktion,  so  ist  die  Summe  dieser  Produkte 
ebenfalls  eine  Funktion  mit  den  Sonderstellen  ^j,  rg,  ...  ^ä«  Es  fragt  sich  nun, 
wie  man  eine  gegebene  Funktion  /(x)  unter  tunlichster  Beschränkung  der  Willkür 
auf  diesem  Wege  herstellen  kann. 

12.  Nimmt  man  eine  Reihe  von  Zahlen 

willkürlich  an,  und  zwar  alle  verschieden  und  endlich  bis  auf  c^,  das  wir  als 
unendlich  groß  voraussetzen  wollen,  sowie  femer  die  Zahlen 

h      k      k  k 

von  denen  k^y  •  >  >  kn  von  Null  verschieden  sein  sollen,  so  hat  die  rationale 
Funktion 


X         ^2  -^     ~  ^3  ^         ^n 


die  außerwesentlichen  Sonderstellen 

^1 »    ^2'    ^3  *   •  •  •  ^« 
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Führt  man  eine  neue  Veränderliche  y  durch  die  Gleichung  ein 

2)  <p{x)^y     , 

so  gehören  zu  jedem  endlichen  y  n  Werte  jc^ ,  x^^  ^3 ,  ...  Xf^  von  x ,  die  von 
^1  >  ^2 »  ^3 »  •  •  •  verschieden  sind ;  im  allgemeinen  sind  sie  auch  unter  sich  ver- 
schieden, und  nur  für  ganz  besondere  Werte  von  y  finden  sich  gleiche  unter  ihnen. 
Wir  wollen  zunächst  voraussetzen,  y  sei  nicht  so  gewählt,  daß  unter  den 
x^y  ^Cg,  ...  zwei  gleiche  vorkommen.     Setzt  man 

3)  -i^W  =  {x  —  x^  (jc  —  jCj)  .  .  .  (x  —  a:„)     , 

so  ist 

n'=  j  n{x)  =  n{x){    ^    +-J_ +  ...  +  _!_]   , 

ax  \x  —  JCj        X  —  x^  X  —  x„/ 

und  daher,  wenn  mit  v  eine  der  Zahlen   1,  2,  .  .  .  «   bezeichnet  wird 


\  X  Xyt  y 


wobei  der  angehängte  Zeiger  v  bedeutet,  daß  nach  der  Division  Xy  an  Stelle  von  x 
gesetzt  werden  soll. 

Die  rationale  ganze  Funktion  (^f  —  l)-ten  Grades 

4)         y.  /<-'^ .  -^(•^■) 

-^       n\X,)  X     —     Xy 

nimmt  daher   für   die  Werte   x^y  x.^^  ,  ,  ,  Xn   der  Veränderlichen  x   die  Werte    an 

wobei  y"(jc)  jede  beliebige  eindeutige  Funktion  sein  kann*). 
Entwickelt  man  H  nach  fallenden  Potenzen  und  setzt 

5)  n(x)  =  ^'  +  ;j:i  ^'-^  +  x^  ^'-^  +  • . .  +  ^/     , 

so  erhält  man  durch  Ausführung  der  Division 

II{x\ 

6)  y-  =  ^'-^+  (Xy  +  ;ki)^'-*  +  (Af.  +  Ix^v  +  ;f2)^'-'  +  •  •  • 

Gibt  4)  nach  steigenden  Potenzen  von  x  ent\vickelt 

^0  +  ^1  ^  +  ^2  -^^  +  •  •  •  +  /%.-!  A"-'     , 
so  hat  man,  wenn  man  f(x^  :  II\xy)  abkürzend  mit  //,.  bezeichnet, 

F,t  —  i  =  ^/ly       , 

/%,_2     =     ^K      •      7a      +     ^Xy/ly  , 

Fn^S     =     ^K      '      X2      +     ^Xy^      .      Xl      +     HXy/iy  , 

/;,_4      =      H/iy      '      Xu      +     2Xyhy      .      Xi      +      ^X'yhy      '      Xl       4"     ^^y/ly 

Fo       =  Zhy  •  y^n  —  \  +  2xyhy  •  7^1  —  2  +  •  •  •  +  ^Xy       hy     , 

v  =  1 ,  2 ,  . . .  ;/     . 

IS.  Ist  nun  f  eine  transcendente  Funktion  mit  den  wesentlichen  Sonder- 
stellen ^1,  .  .  .  ^1,,  so  läßt  sich  nachweisen,  daß  die  F  eindeutige  Funktionen 
von  y  sind,  und  die  wesentliche  Sonderstelle  j'  =  cx?,  sonst  aber  keine 
wesentliche  Sonderstelle  haben.     Zunächst  hat  man 

1)  (.V  —  ^2)  (jr  —  rg)  .  .  .  (x  —  r«)  .  [9?(jt-)  —  y\  =  k^  II(x)     , 


V) 


*■)  Die  Formel  4)  ist  uuter  dein  Xainen  »La(;raN(;es  luterpolatiousfomieU  bekannt. 


2)        S-md'   ^-0,1, ...n-i 
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und  erkennt  daraus,  daß  die  symmetrischen  Wurzelfunktionen  ^^  .  . .  ;km  — i  ganze 
rationale  Funktionen  von  y,  und  zwar  ersten  Grades  sind.  Es  ist  daher  noch  zu 
beweisen,  daß  auch  die  Funktionen 

f  "  n\xy) 

eindeutige  Funktionen  von  y  sind,  die  im  Endlichen  nur  außerwesentliche  Sonder- 
stellen haben,  daß  sie  sich  also  in  der  Umgebung  jedes  nicht  unendlich  fernen 
Punktes  d  nach  Multiplikation  mit  einer  geeigneten  natürlichen  Potenz  von  {y  —  d) 
durch  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  darstellen  lassen. 

Ist  d  so  gewählt,  daß  die  Gleichung  (p{x)  =  d  nicht  zwei  gleiche  Wurzeln 
enthält,  und  sind  ^,  ^j,  ...  diese  Wurzeln,  so  verschwindet  (p\ay)  für  keinen  der 
Zeiger  v=  1,  2,  ...  ;?,  die  Gleichung  (p(x)  =  y  hat  daher  in  der  Umgebung 
von  ay  die  Form 

3)  (f/{ay)  .  (x  —  ay)  +  \(p'\ay)  .  {x  —  ay)^  -{-  .  .  .  =  y  —  d     . 

Diese  Gleichung  hat  für  ein  hinlänglich  kleines  y  ~-  b  eine  nahe  bei  ay  liegende 
Wurzel,  der  man  die  Form  geben  kann 

4)  xy^ay-^(y-b)%y{y~b)     . 

Da  II\a^  von  Null  verschieden  ist,  so  ergibt  sich  für  i  =  1,  2,  . .  .  «  eine 
Entwicklung  von  der  Form 

11      \Xy) 

hierbei  ist  niy  Null  oder  eine  natürliche  Zahl,  je  nachdem  f(pc)  sich  in  der  Um- 
gebung von  üy  wie  eine  ganze  Funktion  verhält  oder  in  üy  eine  außerwesentliche 
Sonderstelle  hat.     Ist  nun  m  die  größte  unter  den  Zahlen  niy ,  so  ist 

wobei  5ß^0'  —  ^)  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  bezeichnet 

Wenn  dagegen  die  Gleichung 

q)(pc)  =^  b 

nicht  lauter  ungleiche  Wurzeln  hat,  so  sei 

der  niedrigste  Differentialquotient  von  99 ,  der  für  die  mehrfache  Wurzel  a  nicht 
verschwindet;  in  der  Umgebung  von  a  hat  man  alsdann 

7)        _^(/i)ö  .  {^x  —  ay'  + - v7 9?^" "*■  ^^ ^  •  {x  —  ay*  +  ^  -[-...  =j  —  ^ 

/i  I  (/i  +  1)  • 

für  die  bei  a   liegende  Wurzel   dieser  Gleichung   hat  man   eine  Entwicklung   der 

^°™  8)  x  =  a  +  ri^(r,)     , 

wobei  1 


9)  ,,= 


/i!  (>•  -  6) 


/< 


.    qP'^a) 

Versteht   man   unter  rj    einen    bestimmten  Wert    dieser    /x- deutigen   Formel 
und  setzt  2.^/ 

e  =  e  f     , 
so  sind  die  /n  Werte  der  Formel  8) 

Xy^a  +  e''~^rj'^{E''-^rj)y       v  =  0,   1,  .  . . /i  —  1     ; 
für  7/  —  0 ,    also  y  =  b ,  nehmen  sie  den  gemeinsamen  Wert  a  an. 
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II' (xy)  kann  in  der  Umgebung  von  ay  als  Potenzreihe  für  (xy  —  Cy)  dargestellt 
werden;  da   ^,^^^^  ^  ^„^^^^  =  . .  .  =  //(a^-D  (ay)  =  0  ,       77(/')  ^  0     , 

so   ist  

10)  77' (^^)  =  {e^-^rjy'-^^^ie^-^ti)     . 

Verhält  sich  das  Produkt  (x  —  ^Y'f{x)  ^^  der  Umgebung  von  a  regulär,   so 

hat  man  ,/  v        /  x       r«  /  x 

f{x)  ^{x~  a)-'« "^{x  —  a)     . 

Hieraus  folgt  ._ 

und  weiter 

In  der  Summe  rechts  ist  rj*  mit  der  Reihe  multipliziert: 
deren  Summe  ist  £.a(*+i-m)  _  j 

sie  verschwindet  wegen  g'*  =  1  für  jedes  >& ,  für  das  der  Nenner  von  Null  ver- 
schieden ist;  daher  enthält  die  in  12)  rechts  stehende  Summe  nur  die  Glieder  jy*» 
für  die,  wenn  p  eine  ganze  Zahl  ist, 

^+1  —  m  =  /f  /n  ,       also       k  =  f  ju  -{-  m  —  1 

Auf  der  rechten  Seite  von  11)  gibt  es  also  nur  Glieder  mit  den  Exponenten 

—m  —  /i+l+//i  +  »/— 1=(/  —  1)/A     . 
Da  nun 

so  ist  bewiesen,  daß  auch  an  den  Stellen  d,  für  die  in  (p{x)  =  d  gleiche  Wurzeln 
vorkommen,  die  Summe  12)  bei  genügend  kleinem  y  —  d  als  Potenzreihe  für 
y  —  ^»multipliziert  mit  einer  Potenz  (y  —  ^)~^,  dargestellt  wird. 

14.  Für  jedes  endliche  y  besteht,  wenn  x  der  Gleichung 

(p(x)=y 
genügt,  die  Beziehung 

1 
Ist  nun  jc'  eine  beliebige  von   r^,  r^,  ...  r«  verschiedene  Zahl,    so    kann   man  y 
immer  so  wählen,  daß  v  =  a  (x')     ' 

alsdann  hat  man  „_i 

0 

die  Gleichung  1)  gilt  also  für  jedes  von  oo,  Tg,  r.^,  . .  .  f h  verschiedene  x, 

15.  Wenn  die  wesentlichen  Sonderstellen  f^,  ^g»  ^3>  •  •  •  ^«  der  Funktion  y*(j:) 
alle  im  Endlichen  sind,  so  kann  man  die  Änderung  benutzen 

1 

x  =  c^+         ; 
z 

der  Sonderstelle  z  =  oo  entspricht  dann  x  =  c^,  und  den  Sonderstellen  ^g ,  rg ,  . . .  ^^ 
für  X  entsprechen  C2,  /s,  .  .  .  c^„  iür  s ,  wenn 

^r  =  q  +    7  >       r  =  2,  3,  .  .  .  «     . 
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Man  bildet  jetzt  die  Funktion 


z  —  C^         Z  —  Cs  Z  —  Cn 

sowie  die  durch  die  Änderung  aus  f{x)  hervorgehende,  mit  den  wesentlichen 
Sonderstellen  c»,  4>  ^»  •  •  •  ^«  behaftete  Funktion  /(s) ;  ordnet  man  dieser  in  der 
angegebenen  Weise  die  Funktionen  F^{y)  zu,  so  hat  man  für  jedes  endliche,  von 
^2»  4>  •  •  •  ^'i  verschiedene  z 

2)  "^  F.Wi^)]  -  ^^  =  M     ' 

0 

also  rückwärts 

«—1 


3)        2r^'[9'(^)l-(-Vy=/W  • 


In  dieser  Darstellung  von  /(x)  ist  noch  q  willkürlich  —  insofern  dafür  jede 
der  //  wesentlichen  Sonderstellen  genommen  werden  kann,  —  sowie  die  Reihe 
der  Zahlen  >^q  ,  k^,  k^,  ...  k„ ,  die  zur  Herstellung  der  Funktion  (f  mit  den  außer- 
wesentlichen Sonderstellen  c^,  r^ ,  c^,  ,  .  .  c„  dienen,  bezw.  die  mit  den  k  in  ein- 
fachem Zusammenhange  stehenden  Zahlen  k\ 

16,  Die  soeben  gegebene  Darstellung  einer  Funktion,  die  eine  Reihe  wesent- 
licher Sonderstellen,  außerdem  aber  keine  Sonderstellen  hat,  kann  man  so  um- 
gestalten, daß  sie  mit  der  einer  rationalen  Funktion 


/W  =  i:<7^J 


in  Einklang  kommt.  Haben  wir,  wenn  /{x)  rational  ist,  für  die  Gy  ganze  rationale 
Funktionen  zu  nehmen,  so  kann  man  zeigen,  daß,  wenn  /(x)  eine  endliche 
Anzahl  wesentlicher  oder  außerwesentlicher  Sonderstellen  hat,  allen  außerwesent- 
lichen rationale  Funktionen  G,  allen  wesentlichen  dagegen  transcendente  zugeord- 
net werden. 

17.  Hat  /{x)  keine  außerwesentlichen  Sonderstellen,  so  erkennt  man 
aus  Nr.  13  leicht,  daß  alsdann  J*'y(j')  ganze  Funktionen  von  y  sind;  man  hat 
daher  in  diesem  Falle  für  jedes  endliche  y 

Fy(j')     =     FyO    +    Fyiy    +    i^  g  J^    +     .    .     .  , 

wobei  Fyx.  Zahlen  sind,  die  x  nicht  enthalten. 

Bleibt  X  —  Cj   unter  einer  gewissen  Grenze,  so  hat  man 

1)  9,(^)  =  _J_$(^_rj)  , 

X         1 1 

wo  ^{x  —  ^i)  für  X  =  c^  nicht  verschwindet;  daher  ist 

2)  /',[9'(^)1=2^[/"..a(^-^i)-'-$*(^-^,)]     • 

0 

Setzt  man  hier 

fßA  (^  _  ^^)  _  ^,  A,^,  {X  -C,Y       , 

0 

so  erhält  man 

oo      oo 
0        Ü 

Die  rechts  stehende  Doppelsumme  gilt  auch,  wenn  man  alle  Glieder 
durch  ihre  absoluten  Werte  ersetzt.     Denn  für  ein  genügend  kleines  x  —  r^ 
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kann  man  die  positive  Zahl  ^>|jc  —  ^^j  immer  so  bestimmen,  daß  jeder  Ko- 
effizient in  der  gültigen  Potenzreihe  ^{x  —  c^)  kleiner  ist,  als  der  der  gleich 
hohen  Potenz  von  x  —  q  in  der  Entwicklung  von 


^^  1  _„  ^IZf  l 

Q 

wobei  g  eine  genügend  klein  zu  wählende   positive  Zahl   bezeichnet     Setzt   man 
X  -    Ci  =  f ,  wo  nun  also   ]  f ,  <  o  ist,  so  hat  man 

folglich 

0       0  0  \  Q/ 

Da  nun  die  Reihe  oo 

0 

für  jedes  endliche  z  gilt,  so  folgt  aus  6)  die  Richtigkeit  der  Behauptung. 

Man  darf   daher  in   3)   die  Glieder   anders   anordnen;    rechnet   man   die    in 
den  /v  ^^  gleichen  Potenzen  von  x  behafteten  zusammen,  so  erhält  man 

l  \X  fc  j  / 

gültig  für    X  —  ^1 1  <  ö  •     I^a 


P«C---j 


für  beliebig  große  W'erte  von  1  :  (x  —  r^)  gilt,  so  ist    diese  Summe    eine    ganze 
Funktion  von   1 :  (.v  —  c^) ,  und  kann  mit 

bezeichnet  werden.     Da  nun 

SO  erkennt  man,  daß  sich  die  linke  Seite  in  der  Umgebung  von  c^  regulär  verhält. 
Bildet   man   nun   in   derselben  Weise    für   die    andern    wesentlichen   Sonder- 
stellen die  ganzen  Funktionen 


so  ist 


-^       \x  —  cj 


regulär  in  der  Umgebung  jeder  Sonderstelle  von  f(x)^  also  regulär  an  jeder 
Stelle;  hieraus  folgt,  daß  dieser  Unterschied  eine  Konstante  ist.  Rechnet  man 
sie  in  die  ganzen  Funktionen   Gy  ein,  so  erhält  man 

übereinstimmend  mit  der  Behauptunir- 
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18«  H2Lt/(x)  m  wesentliche  Sonderstellen  r^,  ^j,  ...  c^  und  außerdem  n  —  m 
außeni'esentliche  ^ä«-}-i»  •  •  •  ^i«>  so  ist,  wenn  x  in  der  Umgebung  einer  außer- 
wesentlichen c^  angenommen  wird, 


Setzt  man 


f{x)  =  {x-  c^r"'  {C^  +  c<'^  (*  -  ^)  + . . .] 


^rpi    u  —  ^v/ 

so  ist  /j  (jc)  eine  eindeutige  Funktion,  die  nur  die  Sonderstellen  r^ ,  r^ ,  . . .  o«  hat, 
die  sämtlich  wesentlich  sind.     Daher  ist 

WO  nun  die  ganzen  Funktionen  Gy  für  v=l,  2,  .  .  .  »i  transcendent, 
für  r  =  w-fl,  /«  +  2,...«  rational  sind. 

19.  Wir  schließen  hieran  den  Beweis  eines  funktionentheoretischen  Lehr- 
satzes, den  wir  an  späterer  Stelle  verwenden  werden*). 

Ist  die  gewöhnliche  Potenzreihe 


und  daher  schließlich 


■oo 


P(x)  =  2r^y^' 


oo 


gültig  für  jedes  \x\,  das  zwischen  zwei  bestimmten  Grenzen  R  und  I^ 
liegt,  und  ist,  wenn  x  innerhalb  des  Geltungsbereichs  einen  Kreis 
um  den  Nullpunkt  mit  dem  Halbmesser  r  beschreibt,  der  absolute 
Wert  der  Reihe  beständig  kleiner  als   G^  so  ist  für  jeden  Zeiger  /t 


A^,   <Gr"!' 


Beweis.     In  der  endlichen  Reihe  mit  ganzzahligcn  Exponenten 

F{X)      =-      ^AyX"" 


■m 


ersetzen  wir  x  durch  rf^-,  wo  r  eine  beliebige  positive  Zahl  bedeutet  und  f 
den  absoluten  Wert  1  haben  soll,  mit  der  Beschränkung,  daß  ^^  nicht  1  sein 
soll,  wenn  man  für  v  die  Zahlen  +1,  ii:2,  :f:3,  .  .  .  i^  setzt. 

Auf  dem  um   den  Nullpunkt  mit   dem  Halbmesser  r   beschriebenen  Kreise 
nimmt    P(x)    verschiedene  Werte  an;  ist  deren  obere  Grenze  G,  so  hat  man 

!  '     0 

Femer  ist 


2) 


/        <    /— 1  -4-/«  '—1/1  \ 


m 


*)  Weierstrass,  Abhandlungen  aus  der  Funk tio neulehre,  Berlin  1886,  S.  93  und  94. 
*♦)  In  Weierstrass,  Abhandlungen,  steht  irrtümlich  au  dieser  Stelle  ry^  statt  r^  . 

22* 
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WO   bei   der  Summe   rechts   der  Wert  w  =  0   wegzulassen  ist     Man  kann  nun  / 

immer  so  G:roß  wählen,  daß  , 

^  -  -'-'«       1  tri 


11^'      1  -  f 


kleiner  als  eine  beliebig  kleine  positive  Größe  d  wird;  aus  1)  und  2)  folgt  alsdann 

3)  \Aq\  _<  G  +  d  y     also     | ^o I  ^  ^     • 

Dieses  Ergebnis   ist  unabhängig   von   w,    bleibt    also    auch   bestehen,   wenn 
m  =  oo  angenommen  wird. 

Multipliziert  man  die  Reihe 


V 

oo 


mit  r~^,  so  erhält  man  eine  zwischen  denselben  Grenzen  für  v  gebildete  Potenz- 
reihe, wobei  aber  A^  an  die  Stelle  von  Aq  getreten  ist;  aus  3)  geht  daher  hervor 

A^\<Gr-f*     . 

20«  Indem  wir  nun  zu  den  homogenen  linearen  Differential- 
gleichungen übergehen,  wollen  wir  hier,  wo  es  sich  nur  um  Andeutung  der 
Grundlinien  handeln  kann,  uns  auf  die  dritte  Ordnung  beschränken,  also  auf 
Differentialgleichungen  der  Form 

wobei  ^0»  A»  A»  A  gegebene  Funktionen  von  x  sind;  über  sie  wollen  wir  voraus- 
setzen, daß  sie  für  alle  endlichen  Werte  von  x  eindeutig,  endlich  und  stetig,  also 
ganze  rationale  oder  transcendente  Funktionen  sind;   ohne  weitere  Beschränkung 
kann  ferner  festgesetzt  werden,  daß  sie  keine  gemeinsame  Nullstelle  haben. 
Entfernt  man  in   1)  /^  durch  Division,  so  ergibt  sich 

2)  y"+A.y'+Ay4_^3^==0     . 

A         A        Fo 

Wenn^Q  Nullstellen  hat,  so  haben /^  -A'A  -A'A  -A  ^^  denselben  Punkten 
außerwesentliche  Sonderstellen,  die  man  als  Sonderstellen  der  Differential- 
gleichung bezeichnet.  In  jedem  andern  endlichen  Punkte  verhalten  sich  die 
Koeffizienten  von  2)  regulär;  dieselbe  Bezeichnung  gebraucht  man  daselbst  für 
die  Differentialgleichung. 

21.  Wir  suchen  der  Differentialgleichung  in  der  Umgebung  der  Stelle  a  durch 
eine  Potenzreihe  allgemeiner  Art  zu  genügen 

y  =  A(x  —  aY  +  B{x  —  ä)ß  +  C{x  —  a)y  +  . .  . 

Wobei  wir  die  a,  ßy  y^  ...  als  eine  unendliche  Reihe  komplexer  Zahlen  voraussetzen. 
Wird  in  Nr.  20,   1)  die  Ersetzung 

X  —  a  =  x' 

gemacht,  so  entsteht  eine  neue  Differentialgleichung  von  wesentlich  derselben  Art, 
bei  welcher  die  Stelle  ^  =  0  der  Stelle  x  =  a  entspricht.  Wir  können  uns  daher 
auf  die  Untersuchung  des  Integrals  in  der  Umgebung  von  x  =  0  beschränken. 

Unter  den  Exponenten  a,  ß,  y,  ...  wird  es  solche  geben,  die  um  natürliche 
Zahlen  voneinander  abweichen,  neben  andern,  deren  Unterschied  keine  natürliche 
Zahl  ist.  Zahlen  der  ersten  Art  vereinigen  wir  zu  einer  Reihe  nach  den  realen 
Teilen  ihrer  Elemente;  dadurch  ordnen  sich  die  in  y  vorkommenden  Exponenten 
in  der  Weise  _  ,    ^  ,    q  ,    q 

a^i  t       a.2  +  1  ,       a2  +  2  ,       Og  +  3  ,     ... 

«j^    ,  Og    +    1    ,  Og    +    2    ,  ag    +    3    ,  ... 
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wobei  die  Koeffizienten  der  Anfangsglieder  jeder  Zeile  von  Null  verschieden  sind, 
die  der  übrigen  Glieder  dagegen  verschwinden  können.  Faßt  man  die  zu  jeder 
Zeile  gehörigen  Glieder  in  y  zusammen,  so  erhält  man 

1)  >'  =  Vi  +  ^2  +  ^3  +  •  •  • 

wobei  die  Glieder  der  Potenzreihe  r\k  die  Exponenten  aufweisen 

a*  »       a,t  +  1 ,       a>t  +  2 ,     ...     , 
so  daß  also 


oo 


2)  »?*=^CV.*^''*+''      . 

1 

Wird  die  Differentialgleichung  abkürzungsweise  mit 

bezeichnet,  so  folgt  aus  1) 

D(x,  y)  =  D{x,  fj^)  +  D(x,  r]^)  +  D{x,  i;^)  +  .  . .  =  0     . 

Diese  Gleichung  ist  identisch ;  werden  /q  ,  /j ,  /^ ,  p^  als  gewöhnliche  Potenzreihen 
entwickelt,  und  in  D(x^  tjjt)  die  mit  gleichen  Potenzen  von  x  behafteten  Glieder 
zusammengenommen,  so  muß  jeder  Koeffizient  der  entstehenden  Potenzreihe 
identisch  verschwinden.  Dabei  kann  kein  Exponent,  der  in  D(x,  rj/t)  vorkommt, 
sich  in  irgend  einem  andern  Z>(a:,  i^)  wieder  vorfinden;  es  muß  also  für  jedes  k 

D(x,  17*)  =  0     , 
d.  i.  die  Reihen 

Vi »  V2  >  Vs »  •  •  • 

sind  Integrale  von  Z?(^,^)==0. 

22«  Wenn  wir  die  oben  angedeutete  Entwicklung  für  rik  ausführen,  und  den 
Koeffizienten  jeder  Potenz  von  x  gleich  Null  setzen,  so  erhalten  wir  eine  un- 
endlich große  Anzahl  von  linearen  Bedingungsgleichungen  zur  Bestimmung  der 
unbekannten  Koeffizienten  in  iy^.  Wegen  der  Verminderung  der  Exponenten  bei 
der  Bildung  von  iy',  r{\  rj"\  wollen  wir  die  Differentialgleichung  auf  die  Form 
bringen 

1)  xo .  Fo/"  +x^'Pi y"  +  jc .  /»j/  +  /'s jK  =  0 

wobei  die  P  wieder  ganze  Funktionen  von  x  sind.  Dies  ist  immer  ausführbar; 
denn  wenn  z.  B.  der  Koeffizient  von  y'"  in  1)  die  Absonderung  von  x^  nicht 
gestattet,  so  steht  es  frei,  1)  mit  Xy  x^,  oder  x^  zu  multiplizieren;  maii  kommt 
dann  unter  Umständen  zu  Funktionen  /\,  P^t  /^  die  nicht  mit  x^,  sondern 
jc*,  x^  oder  x^  anfangen;  jedenfalls  ist  aber  vorauszusetzen,  daß  jPq,  P^,  /g»  -^s 
nicht  X  =  0  als  gemeinsame  Nullstelle  haben.  Die  Form  1)  bezeichnet  man  als 
die  Normalform  der  Differentialgleichung. 

23.    Nach  Nr.  21,  2)  hat  man,  wenn  man  den  Zeiger  k  wegläßt, 

rj    =:CqX'  +  CiX^+^  +  C2X^+^  +  ... 

xr{  =c^ax^  +  c^{a  +  \)  xf^^"^ -\- c^(a  +  2)jc«+«+  ..• 

x'^ri"  =  c^a(a  —  1)^  +  ^rja  +  l)a  •  :^+i  +  ^2(0  +  2)(a  +  \)x^^^-\-  ... 

Femer  ist  _ 

A  =  ^0  +  ^1  -^  +  ^2  ^^  +  •  •  • 

-*  2  ^^  ^20    I    ^21  ^    I    ^22  ^    ~r  •  •  • 

^1    =  ^10  +  ^1  ^  +  «12  -^^  +  •  •  • 

/q  =  äqo  +  ÖQi  X  -\-  ^02  a:-  +  •  •  • 
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Setzt  man  dies  in  Nr.  22,  1),  ordnet  nach  den  Potenzen  jc",  jc^'+S  jc"+^  . .  . 
und  setzt  zunächst  den  Koeffizienten  von  x*^  gleich  Null,  so  erhält  man 

1)  ^of'^o  +  ^20  a  +  ^10  «(«  -  - 1)  +  ^00  «(a  —  1)  (a  —  2)]  =  0     . 
Da  nach  der  Voraussetzung  Cq  nicht  verschwindet,  so  folgt 

2)  ögo  +  020  a  +  ^10  a(a  —  1)  +  ^oo  a(a  —  1)  (a  —  2)  =  0     , 
oder,  nach  fallenden  Potenzen  von  a, 

^)  «00  a^  +  («10  —  3  öoo)  a^  +  Ko  " '  «lo  +  2  «oo) «  +  «so  =  0     . 

Diese  Gleichung  bestimmt  die  Anfangsexponenten  a,  und  wird  daher  als  die 
Bestimmung  der  Differentialgleichung  bezeichnet.  Sie  ergibt  drei  Wurzeln 
für  a,  die  im  allgemeinen  verschieden  sind;  in  besondem  Fällen  aber  können 
zwei  von  ihnen  oder  alle  drei  einander  gleich  sein.  Zu  beachten  ist  femer  der 
besondere  Fall,  wenn  zwei  von  ihnen  oder  auch  alle  drei  um  natürliche  Zahlen 
verschieden  sind,  also  zu  derselben  Reihe  gehören. 

Ist  ÖQQ  von  Null  verschieden,  so  hat  die  Gleichung  2)  drei  Wurzeln,  von 
denen  keine  unendlich  groß  ist  Man  bezeichnet  alsdann  die  Stelle  x  =  0  als 
Stelle  der  Bestimmtheit 

Ist  ÖQQ  =  0,  öjo^O,  so  hat  2)  eine  unendliche  neben  zwei  endlichen 
Wurzeln;  ist  üqq  =  dTj^  =  0,  ö^go^O,  so  gibt  es  nur  eine  endliche  Wurzel. 

24.  Nach  der  Voraussetzung  sind  die  pj^y  also  auch  die  /i,  ganze 
Funktionen.  Ist  nun  ^  =  0  eine  reguläre  Stelle,  so  hat  /q  den  Teiler  x  nicht; 
die  von  allen  gemeinsamen  Teilern  befreite  Differentialgleichung  muß  daher  zur 
Herstellung  der  Normalform  mit  x^  multipliziert  werden.     Hieraus  folgt  sofort,  daß 

«10  "^  «20  ^^  «30  "^  «21  ^^  «81   "^  «82   "^  ^ 

Die  Bestimmung  ist  daher 

Äooa(a- l)(a-2)  =  0 
und  ergibt  die  Wurzeln 

a^  =  0  ,        ag  =  1  ,       «3  =  2     . 

Bei  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  erhält  man  unter  derselben 
Voraussetzung 

«10  =  «20  ^  «21  =  ^^       » 

und  die  beiden  Wurzeln 

a^  =^  0  ,       ag  =  1 

Jede  reguläre  Stelle  ist  also  eine  Stelle  der  Bestimmtheit  und 
ergibt  als  Wurzeln  der  Bestimmung  0,   1,  2,  bezw.  0,   1. 

25.  Beispiele.     A)    Die  Gleichung  (§  8,  Nr.  8) 

y"+«l/'+«2/+«3.V  =  0 

hat  die  Normalform 

jc'  •  1  •  y  -{-  X-  '  a^  x  •  y"  -f  ^  '  «^  ^^  '  y'  +  ^^  ^'  •  ;*  =  0     , 

daher  ist  die  Bestimmung 

a(a-l)(a--2)  =  0     , 
mit  den  Wurzeln 

a^  =  0  ,       ag  =  1  ,       a.^  =  2 

B)  x'\/''  +  ^1  x\/'  +  a.^  x/  +  rtjj^v  =  0 

hat  die  Normalform;   die  Bestimmung  ist 

«^  +  («1  —  3)  a-'  4-  (^2  —  «1  +  2)  a  +  ^3  =  0     . 
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C)    Die  Gauss  sehe  Differentialgleichung 

x{l  —  x)y'+  [c  —  (a  +  d+  l)x]/—ad  •>'  =  0 

hat  die  außerwesentlichen  Sonderstellen  0  und  1. 

ä)    Für  X  =  0   erhält   sie   die  Normalform    durch  Multiplikation   mit  x,   und 
ergibt  die  Bestimmung 

a^  —  [l—c)a  =  0     , 
mit  den  Wurzeln 

aj  =  0        und       0*2  =  1  -  -  ^     . 

ß)    Für  X  =  1  macht  man  die  Ersetzung 

x  =  x'+l    . 

und  erhält  die  geänderte  Gleichung 

y(y  +  1)/'+  [a  +  d~c+l+(a  +  d+  l)x^y+ady  =  0     , 

deren  Bestimmung 

a^  ~  {c  —  a  -    d)a  ^^  0 
die  Wurzeln  hat 

a^  =  0  ,       a.t  =  c  —  a  —  b     . 

26,    Die  Koeffizienten  von 

in  Nr.  23  ergeben  Gleichungen  zur  schritt\veisen  Bestimmung  von 

^0  '  ^1 »  ^2  '  •  •  • 
Setzt  man 

af,,  +  aii{a  +  k)-^au{a  +  k){a  +  k~l)  +  aUa  +  k){a  +  k~l){a  +  k-2)  =  bii, 

so  erhält  man 

^01  ^1  +  ^0  ^0  ==  *^     » 

^03  ^3   +  ^12  ^2  +  ^21  ^1    +  ^30  ^0  =  ^        » 


Hiemach  bleibt  ^q  in  jedem  Falle  unbestimmt;  die  andern  Unbekannten 
ergeben  sich  aus  dem  Vereine  1)  (dem  Koeffizientenvereine)  als  Vielfache 
von  Cq  ,  durch  1)  ist  also  das  zu  einer  Wurzel  a  der  Bestimmung  gehörige 
Integral  rj  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  ^^  bestimmt.  Dies  hätte  sich  leicht 
voraussehen  lassen,  da  eine  homogene  Gleichung  offenbar  für  ein  ganz  beliebiges 
Cq  durch  Cq  rj  erfüllt  wird,  wenn  sie  das  Integral  rj  hat. 

Durch  jede  der  Gleichungen  1)  wird  eine  neue  Unbekannte  eingeführt;  ihr 
Koeffizient  ^or  ergibt  sich  aus  der  Bestimmung,  wenn  man  darin  a  durch  a  -\-  r 
ersetzt.  Hat  daher  die  Bestimmung  zwei  Wurzeln  a^  und  a^»  die  sich  durch 
eine  natürliche  Zahl  r  unterscheiden,  so  daß  also  a^  =  (i\  -{-  r,  und  stellt  man 
den  Koeffizientenverein  für  die  Wurzel  a^  mit  dem  kl  einem  realen  Teile  auf,  so 
haben  die  (r — l)-te  und  r-te  Gleichung  dieselben  r  Unbekannten  ^o>  ^i>  ^2»  ••  •  ^^— i- 
Im  allgemeinen  kann  diesen  Gleichungen  nur  durch  ^q  =  ^j  =  .  . .  =  Cr—\  —  0 
genügt  werden;  Werte,  die  nicht  sämtlich  verschwinden,  ergeben  sich  nur  dann, 
wenn  die  Determinante  des  Vereins  verschwindet.  Unterscheiden  sich  also 
zwei  oder  alle  drei  Wurzeln  der  Bestimmung  einer  homogenen  linearen 
Differentialgleichung  dritter  Ordnung  um  natürliche  Zahlen,  so  gibt 
es  im  allgemeinen  nur  für  die  Wurzel  eine  Reihe,  die  den  größten 
realen  Teil  hat 
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§4 


Zu  einer  regulären  Stelle  der  Bestimmtheit  gehören  die  Wurzeln  a  =  0,  1,  2. 
Man  erhält  für  die  ersten  bik  folgende  Werte: 


a  =  0 
a  =  1 
a  =  2 


^01  ^  ^02  =  ^10  =  ^20  ="  Ö 


^01  =  ^10  =  Ö 

^20  =  0     ; 


die  übrigen  bik  verschwinden  im  allgemeinen  nicht  Für  a  =  0  werden  daher  die 
ersten  beiden  Gleichungen  des  Koeffizientenvereins  identisch,  für  a  =  1  dagegen 
nur  die  erste.  Hieraus  folgt  als  wichtige  Eigenschaft  regulärer  Stellen: 
An  jeder  regulären  Stelle  gehört  zu  jeder  der  drei  Wurzeln  a  =  0,  1 
und  2  eine  Reihe;  in  der  Reihe  für  a  --=  2  bleibt  nur  Cq  willkürlich; 
in  der  Reihe  für  a  ^=  \  bleiben  Cq  und  c^  willkürlich;  in  der  Reihe  für 
a  ^  0  bleiben  Cq,  c^^  c^  willkürlich. 
27.    In  der  Differentialgleichung 


/"+ ^1 /'+«./+ «3  J=-0 


ist 


alle  andern  fl,>  sind  Null.     Daher  ist  für  a  =  0 


<^8 


4! 


'00 


0  ,        ^jj.    ==  0  ,        ^02  =  ^^        ^03   =  3  !  ,        ^04   =    ;-F  »        A 


'02 


03 


'04 


1! 


'Oo 


3! 


4! 


51 
2V  ' 

5! 


1) 


^10  =  0,     ^11  =  0,     ^i.,  =  2!^i,     ^i3  =  ^-^<?i,     ^u  =  :7|öri,     ^15  =  3,^»  ••• 

3 !  4 !  51 

^20  =  ^»       ^21  =  l«d:2,       ^22  =  -^2»       ^23=^91^2»       ^24  =  01^2»       ^25=Tj^2»    ••" 


V  ^30  =  (h  » 


*S1    —  ^3  >         *32   —  ^3  »         *33   —  ^3  » 


'82 


Alle  bfk  nait  höherem  ersten  Zeiger  sind  Null.  Die  ersten  beiden  Gleichungen 
des  Koeffizientenvereins  verschwinden  identisch;  zu  a  =  0  gehört  also  eine  Reihe, 
und  für  ihre  Koeffizienten  hat  man 


9 


2) 


3  -.-.   .   372'^^^! +  3. 2.  !''«"•  =  ^     ' 


'^»  +  V  '^i  ^-i 


1 

T 


^^4  + -r ''i '■:i  +  473 «s ''2  +  4737:7 «^  <^i  =  0    , 


Hiemach  bleiben  r^,  c^,  c^  ganz  unbestimmt.  Zur  Vereinfachung  der  Be- 
rechnung der  c  suchen  wir  zunächst  ein  partikuläres  Integral,  indem  wir  ^q,  c^^  c^ 
möglichst  bequeme  Werte  geben;  wir  setzen,  unter  r  eine  noch  zu  bestimmende 
Zahl  verstehend, 


^0  =  1  ,       c^=  r  ,       c,y=^\r^ 


und  erhalten  zunächst  für  r., 


''^^~  ä"!  ^''1 ''"  +  ^2  ^  +  ''3) 
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Wählt  man  für  r  eine  Wurzel  der  Gleichung 

3)  r3  +  öjr*  +  £igr  +  Ö8  =  0     . 

so  erhält  c^  einen  möglichst  einfachen  Wert,  nämlich 

Aus  ^1,  ^2  und  ^3   ergibt  sich  nun  sofort 

_  ^* 

Nimmt  man  nun  an,  man  habe  bis  zu  einem  bestimmten  Werte  ;/  gefunden 

n\ 
so  folgt  aus  2) 

"■*■*  "^  «  +  1  '  «I  "^  («  +  1)«  *  («  -  1)!  "^  (ä  +  1)«  .(«-!)'(«  —  2)1 


(;,+    1)1^-1'  '      -^'       •     -»^  («+1)1 

Folglich  hat  man  das  partikuläre  Integral 

yi  ^O  ••4 

rj  =  1  +  rx  +  -^x^  +  -^x^  +  -^x^  +  . . . 

in  Obereinstimmung  mit  §  3,  Nr.  8. 

Hat    die   Gleichung   3)  verschiedene   Wurzeln  r^,   r^,   rg,    so    ergeben   sich 
drei  Integrale  2 

^1  =  1  +  '*!  -^  +  2J  ^^  +  •  •  • 

172  =  1  +  '•2  ^  +  2I  ^^  +  •  •  • 

^2 
^3  =  1  +  ''3  ^  +  2^1  ^'  +  •  •  • 

Hieraus  ergeben  sich  femer  die  Integrale 
m=^m  —  Vi'^  (ri  —  r^)x  +  .  . . 
^5  =  (^2  -  ^'3)^1  +  (''3  -  ^1)  %  +  (''1  -  ^2)  ^B 

Die  Integrale  tj^,  rjj^,  tj^  f äugen  mit  den  Gliedern  x^^  x^,  x^  an,  entsprechend 
den  Wurzeln  0,   1,  2  der  Bestimmung. 
28«    Die  Differentialgleichung 

^sy/ _}_  a,  x^f  +  a^  xy  +a^y  =  (^ 
hat  _  1  _ 

alle  andern  a^^  sind  Null.     Daher  sind  nur  die  ÖQk  von  Null  verschieden,  dagegen 
aDe  andern  bik  gleich  Null;  aus  dem  Koeffizientenverein  folgt  also 

C-^  =  C2  ^=  Ct^  =  •*•'=  yj     , 
und 

Sind  a^,  a^»  03,  die  Wurzeln  der  Bestimmung,  und  voneinander  verschieden, 
so  beschränken  sich  die  Reihen  für  r]y^,  fj2t  ^3  auf  ihre  Anfangsglieder. 
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29.    Bei  der  Gauss  sehen  Gleichung   (Nr.  25,  C)  hat   man  für  eine  Entwick- 
lung in  der  Umgebung  von  x  =  Q 

a^Q  =  c  y       a^i  =  — (a  +  ^  +  1)  »        ^Zj^  =  a^g  ==...  =  0     , 

aus 

^/*  =  '^»i  +  (hi{a  -t-  -^)  +  aoi{a  +  k)(a-r  k  —  1) 

folgt  für  a  =  1  —  ^ 

^01  =  2  —  /: ,       /^02  =  20^  — 0  »        ^03  =  3(*^  —  0  »     •  •  • 

^0  =  -('^  -  ^  +  1)(^  --  ^  +  1) ,       ^1  =  -(^  -  r  +  2)(^  -  r  +  2)     , 

^12  =  — (a  —  r  +  3)  (^  —  f  +  3) ,     . .  . ,     ^2X-  =  <^3*  =  •  •  •  =  0     . 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

c—2=c',       a  —  c+l=a\       d  —  c  +  1  =^  d'     , 
und  nimmt  Cq  =  1,  so  erhält  man  das  Integral 

Die    eingeklammerte   Reihe   ist   die   hypergeometrische,    mit   den   Parametern 
i/,  l/y  d , 

Für    die    andre   Wurzel   a  =  0    der   Bestimmung    ergibt    sich,    wenn   wieder 
r^  =  1   genommen  wird, 

^01  =  ^  »       ^02  =  2(^  -T-  1)  ,       ^03  ==  3(r  +  2)  ,     ... 

b^^  =  -ab  ,       b^,  =  -(«  +  1)(^  -)-  1)  ,       ^12  =  -(^  +  2)(^+  2) ,     ... 

^2*  =  ^3*  =  .  .  .  =  0        , 

«^         a(«+l)^(*+l)    ,,  «(«+1)  («+2)^(^+1)  (^+2) 

2)   ^.=1+— *-r     2T7{H-i)"    """         3T7(7+I)(r  +  2)      --*+••• 

Ersetzt  man   für  die  hypergeometrische  Reihe  das  Zeichen  Fia,  bj  c,  x),   so 
hat  man  also  in  der  Umgebung  von  ^  =  0  die  beiden  Integrale 

y^=x^-'.  F{a~-c+l,     b-c-'rl,     2-c,     x)     , 
j2  -=  F{aj  b,  r,  x)     . 

In  der  Umgebung  der  andern  Sonderstelle   1   hat  man 

Vj,  --  (1  —  a:)^-«-^  .  p{c  —  a,     c  —  b,     c  —  a  —  b  -\-  \  ,      ^  —  x)     , 
}\  =  F{a,    by    a-\-  b  —  c  -^\,     \       x)     . 

30.    Wir  untersuchen  nun  die  Gültigkeit  der  erhaltenen  Potenzreihen. 

Zunächst  läßt  sich  leicht  zeigen,  daß,  wenn  jt==0  keine  Stelle  der  Be- 
stimmtheit ist,   die   Reihe    im   allgemeinen   keine    Gültigkeit  hat 

Wenn  :r  =  0  Stelle   der  Unbestimmtheit  ist,    so  muß  a^^  =  0    sein;    folglich 
ist  für  jedes  k 

^oA-  ^  ^30  +  «20  («  +  ^)  +  «10  (a  +  >&)  («  +  ^  —  1)     » 

in  Bezug  auf  k  höchstens  vom  zweiten  Grade.  Die  andern  /;,x-  können  nicht  alle 
zweiten  Grades  sein,  da  sonst  alle  ^o/»  und  damit  die  Funktion  /q  verschwinden 
würden.  Mit  unendlich  wachsendem  k  wird  also  im  Koeffizientenvereine,  wenn 
man  die  k-te  Gleichung  durch  ^o*  teilt,  C/.  durch  die  ^>t_i,  ^x_2>  •  •  •  "tiit  Koeffi- 
zienten linear  berechnet,  die  ins  Unendliche  wachsen.  Daher  wachsen  die  \cjt\ 
mit  k  selbst  ins  Unendliche:  folglich  hat  die  Reihe  im  allgemeinen  keine  Gültig- 
keit. Der  Fall,  daß  x  =  0  keine  Stelle  der  Bestimmtheit  ist,  bedarf 
also    einer   besondern    Untersuchung. 


iJ) 
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81.  Ist  x  =  0  eine  Stelle  der  Bestimmtheit,  so  kann  man  der  Gleichung 
die  Form  geben 

wobei  /\,  /j,  /g  gewöhnliche  Potenzreihen  sind,  die  keine  Potenzen  von  x  mit 
negativen  Exponenten  enthalten. 

Man  kann  die  Untersuchung  auf  ein  Integral  y  beschränken,  dessen  Anfangs- 
exponent 0  ist.    Ist  nämlich  ein  andrer  Anfangsexponent  ^*  vorhanden,  so  setzt  man 

y  =  x^  u     , 
und  hat  dann 

y  =.  axf^—^u  -\-  x^  t/    , 

y"  =  a{a—l)xf'-^u  +  2ax^-^u'-^  x^i/'  , 

/"-=  a  (a  —  1)  (a  -  2)  x''-^  «  +  3  a  (a  —  1)  x^-^  //+  3  a  x^-^  //'+  x^  //"'  , 

woraus  sich  für  u  die  Gleichung  ergibt 

x^u'"+  x^  Cd  a  +  F^)7/'+  x\;S  a{a  -  1) -f  2a/\  4-/^2]«' 

+  [a{a  -  l)(a  --  2)  +  a{a  -  1)F,  +  a/>2  +  ^3]«  =  0     , 

also  eine  Gleichung  wie  1),  der  nach  der  Voraussetzung  ein  partikuläres  Integral  u 
genügt,  das  mit  x^  anfängt,  und  das  bei  x  =  0  eine  Stelle  der  Bestimmtheit  hat. 
In  2)  hat  der  Faktor  von  //  kein  von  x  freies  Glied;  man  kann  daher  in  allen 
Gliedern  den  gemeinsamen  Faktor  x  unterdrücken,  und  hat  somit  eine  Gleichung 
von  der  Form  zu  untersuchen 

Wir  setzen  ci>— -^       i«     ^-^     *.2i 

5ß2  ^-^  O20  +  a^ix  +  a^^x^  +  ' . ' 

^ßg  F=  030  +  a^i  X  +  082  ^-  +  .  .  . 

und  sondern  in  3)  die  Absolutglieder  ab,  indem  wir  3)  ersetzen  durch 

^'y"+  öio  xf+  020/=  -x^ {ci,,+a,^x  +  ..  .)f 

—  ^  (Ö21  +  Ö22  -^  +  •  •  ')/—  (ö;u  +  Ö;i2  ^  +  •  •  -)y      • 

Diese  Differentialgleichung  vergleichen  wir  mit  einer  andern  von  derselben 
Form,  die  wir  so  wählen,  daß  die  Bestimmung  die  drei  Wurzeln  Null  hat,  also 
sicher  eine  Reihe  mit  dem  Anfangsexponenten  Null  besteht,  für  die  ferner  die 
Gültigkeit  der  Integralreihe  innerhalb  eines  bestimmten  Kreises  um  den  Null- 
punkt sich  leicht  nachweisen  läßt,  und  deren  Vergleich  mit  4)  einen  Rückschluß 
auf  die  Gültigkeit  des  Integrals  von  4)  zuläßt.  Die  erste  Bedingung  wird  erfüllt, 
wenn  wir  für  die  neue  Gleichung,  mit  y  eine  noch  verfügbare  Zahl  bezeichnend, 

wählen.  Bleiben  femer  die  absoluten  Werte  der  Potenzreihen  ^ß^,  ^ßji  $3  inner- 
halb eines  Kreises  um  den  Nullpunkt,  der  bis  zur  nächsten  Sonderstelle  reicht, 
kleiner  als  die  absoluten  Zahlen  M^ ,  M^ ,  M^  und  ist  r  der  Halbmesser  des 
Geltungskreises,  so  nehmen  wir  auf  der  rechten  Seite  anstatt  der  eingeklammerten 
Reihen  die  Funktionen  1/1/1/ 

»  >  I 

1--^     1--^     i_- 

r  r  r 


A) 


so  daß  die  Hilfsgleichung  lautet 


-^   ..„,  „    ^'^2   .j.    ^% 


5)  y ** «"+  Zyxu"-\-y f/=  .v- '      «"+  .r  ■         ^—  </■] ■  "     u 

1  -  "  1  -  ^         1  -  :* 

/*  r  r 
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DifTerentialgleichuogeu. 


§4 


Das  Integral  wird  am  einfachsten  gefunden,  wenn  man  vorher  beide  Seiten 


von  5)  mit 


X 

r 


multipliziert.     Man  erhält  dann  die  Normal  form 


6) 


L    /• 


Hierin  hat  man 

^00  =  y  ^ 


7) 


^01  = 


y 

r 


'^lo  =  3  y  ,     «ij_  =  — 


Zy 


r 


My 


a, 


äO 


y 


a^ 


y 


21 


-  M.,  , 


^31   =  — ^^H  » 


^02   — 


^12  "= 


öo^   = 


<^«   = 


Hieraus  folgt  weiter 

hk  =  y\k-^?>k{k-\)-^  k(k  -  \)(k  -  2)]  =  y/:^ 

b,k  =  -M-(j^  +M^k-  {^J-  +  M^kiji  -  1)  - 


=  0 

=  0 

=  0 
=  0 


k{k--  V)(k-2) 


\M^J^M^k-\-M^k{k-\)\- 


yk^ 


alle   andern  bik  sind  Null.     Im  Koeffizientenvereine   beschränkt   sich    daher  jede 
Gleichung  auf  ihre  beiden  Anfangsglieder,  und  man  erhält,  wenn  man  * 

M^-\-  M^k-\-  M^k  (k  —  \)  =  bk 

setzt,  und  die  Koeffizienten  mit  c>  bezeichnet, 

y 


y  k^  .  ^^  = 


{k-Vf^bk-y 


^k  —  \ 


Da  hk^\  vom  zweiten  Grade  ist,  so  ist 

,.  ^k  1 

hm  -. = 

Der  Grenzwert  des  Verhältnisses  zweier  aufeinander  folgender  Glieder  des 
Integrals  u  ist  daher  \x^  :  r,  also  nach  der  Voraussetzung  ein  echter  Bruch. 
Damit  ist  die  Gültigkeit  der  Potenzreihe  u  für  den  um  jc  =  0  mit  r  beschriebenen 
Kreis  bewiesen. 

32«  Da  die  absoluten  Werte  der  Reihen  Nr.  31,  3)  der  Reihe  nach  kleiner 
als  J^,  Jt/^,  M^  sind,  so  folgt  nach  dem  Satze  Nr.  19,  daß  der  absolute  Ko- 
effizient des  Gliedes  jc"  nicht  größer  als  Mit — "  ist;  dies  ist  aber  der  Koeffi- 
zient von  xf^  in  der  Reihe  %r 


1 

r 

Bezeichnet  man  die  Koeffizienten  in  den  Koeffizientenvereinen  von  4)  und  5) 
mit  bik  und  b'ik^  so  hat  man  daher 

bik   "^b'iit ,     /■  =  1 ,  2 ,  3 ,  .  .  . 
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Wäre  es  nun  möglich,  Cq  so  zu  wählen,  daß  für  «  =  0,  1,  2,  3,  . . ,  k  die 
Ungleichheit  gilt 

1)  k«!<c«     , 

so  würde  folgen 

2)  j^o,  >t+i^*+i' <<^o,  >t-fi  <^*4-i'     d.  i.  <)/(^+ l)3c)^_l_i     . 

Könnte  man  nun  y  so  wählen,  daß 

3)  *  \h,*+i\>y{i+i)^    . 

so  würde  aus  3)  und  2)  folgen 

und  damit  wäre  die  Gültigkeit  der  Reihe  für  das  Integral  y  innerhalb  des  Kreises 
mit  dem  Halbmesser  r  erwiesen. 

In  3)  steht  links  eine  kubische  Funktion  von  k-^l,  die  mit  dem  Gliede  (k  -f  1)* 
anfängt,  also  die  Form  hat 

Daher  folgt  aus  3) 

4)  i  +  ;jr^T +  •••>?'    • 

Man  kann  nun  bekanntlich  k  immer  so  groß  annehmen,  daß  die  linke  Seite 
positiv  ist,  und  für  jedes  größere  k  auch  positiv  bleibt.  Tritt  dies  bei  k  =  k 
ein,  so  gibt  es  immer  einen  echten  Bruch  y  derart, 'daß  die  Gleichung  4)  für 
jedes  k  erfüllt  ist,  das  gleich  /i  oder  größer  ist. 

Man  erkennt  nun  leicht,  daß  man  d^  immer  so  wählen  kann,  daß  für  kK.k 

Denn  man  hat 

Ck  =  Ct  ^0  »       ^k  =  Dk^^     , 

wobei  die  Ck  und  Dk  bestimmte  endliche  Werte  haben,  und  c^  ganz  beliebig, 
6q  beliebig  positiv  ist  Man  kann  c^  ^  \  nehmen,  ohne  der  Allgemeinheit  der 
Untersuchung  zu  schaden,  und  hat  dann 

Ck\       ,Ck       1 


f\.         Dk      ^0 
Unter  den  Zahlen 


1) 


1  I  ^2  *-'3  I  l_Ä  , 

suche  man  die  größte  aus,  und  nehme  d^  größer;  dann  ist 

Ck  '  <^k       y 

für  k===0,  1,  2,  ...  A. 

Hiermit  ist  bewiesen,  daß  an  jeder  Stelle  der  Bestimmtheit  die  Reihen- 
entwicklung für  das  Integral  innerhalb  eines  Kreises  gilt,  der  um  den  Nullpunkt 
beschrieben  ist,  und  die  nächste  Sonderstelle  enthält. 

33«  In  §  3,  Nr.  7  haben  wir  bereits  nachgewiesen,  daß  aus  n  partikulären^ 
linear  unabhängigen  Integralen  das  allgemeine,  d.  i.  also  jedes  Integral  als  homo- 
gene lineare  Funktion  jener  partikulären  gewonnen  werden  kann. 

Unabhängig  von  den  dort  zugrunde  gelegten  Betrachtungen  gelangt  man 
auf  folgendem,  für  unsere  allgemeinen  Untersuchungen  brauchbaren  Wege  zu 
demselben  Satze. 
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Difterentialgleichungeu. 


§4 


Wenn    die    linear    unabhängigen    Integrale  }\ ,  y^f   •  •  •  J'«    ^^^    Gleichung 
genügen 

1)  A^"^  +  A/"~'^  +  •  •  •  +/«J  =  0    , 


so  hat  man  die  identischen  Gleichungen 

f /o7i"'+Ayi"-" 

2) 


/oj4"'+Aj!!"-" 


Ai  J2  =  0     , 


.  /o>i"'  +  /i  v;,"-"  +  •  •  •  +  A>'„  =  0    . 

Aus   1)  und  2)  folgt  das  Verschwinden  der  Determinante 


3) 


J2     » 


yl  » 

v'w-1) 

J2         y 


yOi-2) 
J  » 

J  2  » 


y 
yi 
yi 


4,'«  —  1) 


1 


.'?i-2i 


/i 


;^« 


V« 


=  0 


Entwickelt  man  sie  als  homogene  lineare  Funktion  der  Glieder  der  ersten 
Zeile,  so  erhält  man  Koeffizienten,  die  gegebene  Fimktionen  von  x  sind;  man 
hat  damit  die  Differentialgleichung?  gefunden,  die  n  willkürlich  ge- 
wählte Integrale  y\^  j\,,  .  .  .  v„  hat.  Genügen  sie  der  Gleichung  1),  so  muß 
3)  mit  1)  identisch  sein,  d.  h.  es  muß  sein 


-^00  •  -^01  •  -^03 


:  A« 


pQ  '  Pl  '  P'l   '    '  '  '    '  P» 

wenn  Dqj^  den  Koeffizienten  von  yi"—^)  in  der  Determinante  3)  bezeichnet. 

34.  Es  läßt  sich  nachweisen,  daß  die  Gleichung  Nr.  33,  3)  das  Bestehen 
eines  linearen  Zusammenhangs  unter  j,  j^,  j'^»  •••  >'w  bedingt  Wir  be- 
gnügen uns,  den  Beweis  für  «  =  3  zu  führen.  Das  Verschwinden  der  Determi- 
nante 


1) 


JÖ". 

Ji'. 

Ji. 

;'o 

Jl". 

,v'i' . 

/i. 

Jl 

^2   > 

;i'. 

J2. 

;■« 

ya  . 

/3'. 

J's 

=  0 


worin  y^ ,  y., ,  r^   als  linear  unabhängig  vorausgesetzt  werden,   bedingt  den  V^erein 

^0.V0   -T-  ^Ijl   -f  ^2  Vo   +  r3j'3   =  0        , 


2) 


^ojü  -^  c.y'i  +  c.y'i  +  c,y^  -^-.  0 


^1  J^  1      I 


^2,il"+  rsyr=-  0 


wobei  die  r^,  rj ,  r^,  r^  nicht  sämtlich  Null  sind.  Um  nachzuweisen,  daß  sie  x 
nicht  enthalten  können,  nehmen  wir  z.  B.  an,  Cq  sei  von  Null  verschieden;  dann 
können  wir  2)  ersetzen  durch 


3) 


f  yo  -r  t^iyi  +  '2'äj'ä  +  "3j8  =  0 

/o  +  'J'U'i  +  '^i/i  -f  (^s  vs  =  0 

y'o  +  'A.vr  -f  'fiy'i  +  'hy'i  =  0 
l  .'ÖM-  ^i;i"-f  </*.<■?'+  '4/»"=  ü 


7) 
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Werden  diese  Gleichungen  diiferenziert,  so  erhält  man  in  Rücksicht  auf  die 
jedesmal  folgende  ,  ^,^^  ^  ^,^,^  ^  ^,^.^  _  ^,     _ 

4)  j    ä'i/i  +  di/a  +  ä's/i  =  0     , 

Wären  ^^  =  ^J  =  ^J  ==  0 ,  so  würden  //^ ,  ä^,  ä.^  von  jc  unabhängig  sein, 
und  damit  würde  die  erste  Gleichung  des  Vereins  3)  den  behaupteten  linearen 
Zusammenhang  ergeben.  Nehmen  wir  z.  B.  äi  ^  0  an ,  so  kann  man  4)  ersetzen 
durch  /         I  I  A 

5)  I  /i  +  ^2>'2  +  ^3/3  =  0      , 

Durch  Differenzieren  erhält  man  hieraus,  wie  oben, 

^^'2  +  4>'8  ==  0     , 
o) 

Wären  ^2  und  e'^  Null,  so  würden  ^2  ^^nd  ^3  von  jc  unabhängig  sein,  und  die 
erste  Gleichung  des  Vereins  5)  würde  eine  lineare  Abhängigkeit  der  Funktionen 
Ji  »  72»  ^3  <^rgeben,  entgegen  der  Voraussetzung.  Ist  ^2^0,  so  ersetzt  man  6) 
durch  ,    r.  ,. 

/i  +/3j^  =  0      . 
Durch  Differenzieren  ergibt  sich 

8)  /'3j3  =  0       . 

Hieraus  folgt,  daß  /J  =-=  0 ,  also  /s  von  x  nicht  abhängt. 
Die  erste  Gleichung  des  Vereins  6)  ist 

40'2  +/8  V3)  =  0      . 

Da  nach  der  Voraussetzung  die  Klammer  nicht  verschwinden  kann,  so  folgt,  daß 
^2  =  0,  also  ^2  und  damit  auch  e^  von  x  nicht  abhängen.  Nun  ersetzt  man  die 
erste  Gleichung  des  Vereins  4)  durch 

Da  nach  der  Voraussetzung  die  Klammer  auch  hier  nicht  verschwindet,  so  folgt, 
daß  ^1  =  0,  also  lii ,  ä^  und  d^  von  x  unabhängig  sind.  Führt  man  dies  in  die 
erste  Gleichung  des  Vereins  3),  so  ist  die  Behauptung  bewiesen. 

35.  Aus  drei  linear  unabhängigen  Integralen  kann  man  also  durch  lineare 
Zusammensetzung  jedes  Integral  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung  herstellen.  Man  bezeichnet  daher  drei  linear  unabhängige  Inte- 
grale als  einen  Grund  verein,  und  zur  vollständigen  Integration  kommt  es  nun 
darauf  an,  einen  Grundverein  herzustellen. 

Hat  man  drei  partikuläre  Integrale  gefunden,  so  handelt  es  sich  darum,  zu 
erkennen,  ob  sie  linear  unabhängig  sind.  In  diesem  Falle  bilden  sie  einen 
Grundverein,  und  die  Integrationsaufgabe  ist  damit  innerhalb  des  Gültigkeits- 
bereiches der  Integrale  gelöst. 

Ohne  weiteres  erkennt  man  die  Richtigkeit  der  Sätze:  Wenn  in  dem- 
selben Gültigkeitsgebiete  Integrale  in  Form  von  Potenzreihen  ge- 
funden worden  sind,  und  kein  Exponent  einer  Reihe  sich  in  einer 
der  andern  wieder  vorfindet,  so  sind  die  Integrale  linear  unabhängig. 

Wenn  Potenzreihen,  deren  Exponenten  sich  um  ganze  Zahlen 
unterscheiden,  nach  der  Größe  der  realen  Teile  der  Exponenten  ge- 
ordnet sind,  und  mit  verschiedenen  Exponenten  anfangen,  so  sind  sie 
linear  unabhängig. 
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36.  Fuchs*),  der  Schöpfer  der  Theorie  der  homogenen  linearen  Differential- 
gleichungen, hat  angegeben,  wie  man  durch  Integration  einer  Reihe  von  homo- 
genen linearen  Differentialgleichungen  von  den  Ordnungen  n  —  1 ,  n  —  2 ,  ... 
aus  einem  Integrale  einer  Gleichung  «-ter  Ordnung  einen  Grundverein  ableiten 
kann.  Wir  beschränken  uns  hierbei  wieder  auf  Gleichungen  dritter  Ordnung 
(vgl.  §  3,  Nr.  11  u.  ff). 

Ist  ri  ein  Integral  der  Gleichung 

1)  /oy"+A/'+A/  +  Aj  =  0    . 

und  setzt  man  y^.jjzdx     , 

so  erhält  man  für  z  die  Bedingung 

2)  /o'y«"+(3/o+A»y)-^+(3A'?"+2Ai;'  +  A'?)»=0     • 

Kennt  man  ein  Integral  ^  dieser  Gleichung,  dessen  Gültigkeitsbereich  ganz 
oder  teilweise  mit  dem  von  ty  zusammenfällt,  so  setze  man  in  2) 

z  =  1^1  tdx     . 

Man  erhält  für  /  die  Differentialgleichung 

3)  A»7f^+([3A+A'?IC  +  2/«J?r)/=0 

und  hieraus  /■    . 

4)  t=  Ce  ^ 

wobei  ,^  V  c       ^      .^ 

„  _  (3A+A'?)^  +  2/o  C 

Man  hat  daher  für  1)  die  Integrale 

Diese  Integrale   bilden   einen   Grundverein;    denn  aus  der   Annahme 

c^ri  +  c^  rjj'Cdx  +  c^  rij^dxjtdx  =  0 

folgt  r  r^         r 

^1  +  ^2  /  f  ^-^  +  ^3  /  C  ^xj  tdx  ^^  0      . 

Differenziert  man  nach  x,  so   ergibt  sich 

€2i-\-  c^^jtdx^O     , 

und  hieraus  weiter  >- 

C2  -\-  c^j  idx  ^  0     . 

Differenziert  man  auch  hier  nach  jc,  so  erhält  man 

Hieraus   folgt  ^3  =  0 ,    und    dann    aus    den    vorhergehenden   Gleichungen    weiter 

c^  =  Cj^  =  0 

87.    Beispiel.     A)    Der  Gleichung 

x^x-\-  1)8/"-  3x{x+  l)(2a:2+  3jc+  1)/' 

+  3{x+l){dx^  +  4:x+  1)/  —  8  (5  ;c2  +  4  ^  +  l)y  =  0 

w^ird  durch 

y  =^  X  -\-  1 

eenüet.     Setzt  man 

^       ^  y  =  {x+l)lzdx     , 

so  erhält  man  für  z  die  Gleichung 
x^z" —  Sxs" +3z=0     . 

*)  Fuchs,  Programm  der  städtischen  Gewerbeschule  zu  Berlin  1865;  Grelles  Jouinal 
Bd.  66  und  68  (1866  und  1868j. 
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Man  genügt  ihr  durch  z  =  x;  setzt  man  weiter  z  =  xjtdxy  so  erhält  man 

xf  —  t  =  0     , 
die  durch  t  ^  x  erfüllt  wird.    Die  gegebene  Gleichung  hat  also  den  Grundverein 

Da  man   die   Nenner   bei  ^2    ^^^  7»   weglassen   kann,   so   kann  als  Grund- 
verein gelten  ^  «         «  .  . 

^  ^  +  1  ,  ^»  +  JC2  ,  X'^  +  X^       . 


Um  dieselbe  Aufgabe   nach   der   allgemeinen  Methode   zu   behandeln,   stellt 
man  die  Normalform  her 

x^{x  +  1)8/"-  3:c2(a:  +l){2x^+-ix+  V)f 

+  3jc{^+  l)(5a:2  +  4jt+  l)/+3(5a:3  +  4jt:2  +  jc)>^  =  0     . 

Die  zugehörige  Bestimmung  für  die  Umgebung  des  Punktes  0  ist 

a3  _  6  a2  +  8  a  =  0     ; 

sie  hat  die  Wurzeln  0,  2,  4,   übereinstimmend   mit   den   niedrigsten  Exponenten 
von  X  in  y^,  y^,  y^. 
B)    Die  Gleichung 

hat  das  Integral 

y  =  smo;     . 

Setzt  man  /•     , 

j/  ==  sinxjzdx     , 

so  erhält  man  für  j?  die  Gleichung 

sinjc  •  /  +  2  cosjc  .  s  =  0     , 

und  erhält  aus  ihr 

/2  =  — 2fcotxäx  =  — 2/sinjc     , 

also 

sm^jc 

und  daher  als  zweites  Integral  der  vorgelegten  Gleichung 

f  äx 
y  =  smjc  /  -1— r—  =  — sm:i;  •  cotjc  =  — cos:c     . 
J  sm^^ 

Hier  kann  man  das  negative  Zeichen  weglassen,  und  hat  daher   als  Grundverein 

y^  =  sinjc  ,       jg  =  cosjr     . 
Die  Normalform  der  Differentialgleichung  ist 

^  V  +x^y  =  0     , 

deren  Bestimmung  ist  ,         ..       ^ 

^  a(a  —  l)  =  0     . 

Die  Gleichung  für  /  ist  (§  3,  Nr.  8) 

;i2+l  =  0,       A  =  ±/     ; 
daher  erhält  man  auch  den  Grundverein 

7i  =  e*-^       und       yg  =  ^""'"^    » 
aus  ihnen  bildet  man  auf  linearem  Wege  den  ersten  Grundverein 

27  (^1  —  ^2)  =  sin jc ,       iCVi  +  72)  =  cos^     . 

SCBLOBMILCHS  Handbuch  der  Mathematik,  2.  Aufl.,  Bd.  III.  23 
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C)  Bei  der  Gleichung 

/"-  5/ +8^  — 4  =  0 

verschwindet  die  Summe  der  Koeffizienten,  daher  hat  sie    das  Integral 

y  ^=  e^     . 
Setzt  man  weiter 

y  =  e^  fsäx     , 

so  erhält  man  für  z  die  Gleichung 

die  auch  das  Integral 

z  =  e^ 

hat.     Ersetzt  man  z  durch  e^ffäx,  so  erhält  man 

/'-  0     , 

als  deren  Integral  /  =  1   genommen  werden  kann.    Für  y  erhält  man  daher  den 
Grundverein 

y^  =  e*  ie'dxldx  =  t^fxe^dx  =  xe^-^ —  t'     . 
Anstatt  des  letzten  Integrals  kann  man  auch 

als  Glied  des  Grundvereins  verwenden. 

38.  Für  jede  reguläre  Stelle  Xßf  haben  wir  einen  Grundverein  von  Integralen 
gefunden,  dessen  drei  (bezw.  zwei)  Glieder  gewöhnliche,  innerhalb  eines  bestimm- 
ten Kreises  gültige ,  nach  Potenzen  von  {x  —  xj^)  fortschreitende  Potenzreihen 
sind,  aus  denen  wir  das  allgemeine  Integral  tj  für  diese  Umgebung  von  jc^  auf 
lineare  Weise   zusammensetzen   können. 

Anstatt    durch   diese   Zusammensetzung 

'n  =^iVi+^  V'2  +  ^fh  Vs 

können    wir    das    allgemeine    Integral    auch    dadurch    bezeichnen,    daß    wir  der 
Funktion    rj    und    ihren    beiden    ersten    Ableitungen  t]'  und  ?y"  für  den 
Punkt  Xjki  den  Mittelpunkt  des  Gültigkeitsbereichs  von  »y,  willkürlich 
gewählte  Werte  (Anfangswerte)  beilegen. 
Denn  ist 

rji  =  ^oi  +  cu {x  —  Xk)  +  C2i{x  --  xi)^  +  .  .  .     , 
so  sind 

Yj'i^  2  C^i  +  .  .  .      . 

Sind  nun  tj,  t|',  tj"  die  vorgeschriebenen  Anfangswerte    von   ly,    so    hat    man 
den  Verein 

^01  ^^h  +  ^02  ^'h  +  ^08  ^s  =  9      y 

^n  ^h  +  ^12  ^2  +  ^13  ^h  =  ^'    » 

^21  Wi  +  ^22  ^h  -\    ^23  ^^h  ==  ^"   y 

zur  Bestimmung  der  Zahlen  w^,  nu^,  m,^  aus  den  Anfangswerten  t|,  \)\  Xjf\ 

39.    Vom  Nullpunkte    ziehe   man   nun   nach  irgend  einem  andern  regulären 

Punkte    x^    eine    sich    selbst    nicht    schneidende    Linie   /,    die    überall  von  jeder 

Sonderstelle    einen    endlichen    Abstand    hat.      Ferner    beschreibe    man    um    den 

Nullpunkt   durch   die   nächste    Sonderstelle    den   Gültigkeitskreis  K^  für   das  dem 

Nullpunkte  zugehörige  Integral  oj  /  \ 

y  =  4^  (x) 
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Wir  bewegen  uns  nun  von  0  aus  entlang  /  bis  zu  einer  Stelle  x^,  die  noch 
im  Innern  von  Kq  liegt;  die  dem  Punkte  x^  nächste  Sonderstelle  S^  liegt  ent- 
weder außerhalb  ÄJ^,  oder  auf  Kq.  In  jedem  Falle  kann  x^  so  gewählt  werden, 
daß  der  um  x^  durch  S^  beschriebene  Gültigkeitskreis  A'j  mit  einem  nicht  ver- 
schwindend kleinen  Teile  seiner  Fläche  außerhalb  Kq  liegt;  ein  Schnittpunkt  c 
von  Ä^  und  /  liegt  alsdann  sicher  z^aschen  x^  und  x^  und  von  einem  außerhalb 
ATq  gelegenen  Punkte  X2  des  Bogens  xc  kann  man  alsdann  durch  die  dem 
Punkte  X2  zunächst  liegende  Sonderstelle  wieder  einen  Kreis  JC^  beschreiben. 
Durch  eine  endliche  Anzahl  von  Wiederholungen  dieser  Konstruktion  muß  man 
zu  einem  Kreise  Ä'»  kommen,  der  den  Punkt  x^  einschließt. 

Ersetzt  man  nun  in  5ß  (x)  die  Veränderliche  durch  (x  —  x^)  -\-  x^  und  ent- 
wickelt nach  steigenden  Potenzen  von  x  —  x^,  so  erhält  man  eine  Reihe ,  die 
gültig  ist  für  alle  Punkte,  die  den  Kreisen  ÄJ)  und  Ä\  gemeinsam  sind.  Innerhalb 
des  um  jc^  beschriebenen  Kreises  Xi,  der  ganz  im  Innern  von  ATq  liegt,  ist  also 
diese  Reihe  gültig,  stellt  daher  das  allgemeine  Integral  für  die  reguläre  Stelle  x^^ 
dar.  Folglich  erstreckt  sich  die  Gültigkeit  dieser  Reihe  über  ATj  hinaus,  nämlich 
über  den  ganzen  Gültigkeitskreis  A'^.  So  weiter  schließend  erhält  man  nach  und 
nach  für  jeden  der  Punkte  x^  der  Folge  x^,  Xg,  .  .  .  x^  eine  neue  Potenzreihe 
^(x  —  jc^),  gültig  im  Innern  des  Kreises  A'^,,  schließlich  also  eine  Potenzreihe 
^(x  —  x^)f  gültig  im  Innern   von  K„f 

Dieses  Verfahren  heißt  die  analytische  Fortsetzung  des  Integrals*). 
Die  Gesamtheit  der  unendlich  vielen  Potenzreihen,  die  man  durch  analytische 
Fortsetzung  des  Integrals  y  erhält,  nennt  man  nach  Weierstrass  das  mono- 
gene Gebilde  der  Funktion  j,  die  einzelnen  Reihen  heißen  die  Elemente 
der  Funktion,  in  unserem  Falle,  wo  es  sich  überall  um  reguläre  Punkte  x„ 
handelt,  die  regulären  Elemente. 

40.  Es  gilt  nun  zunächst,  zu  untersuchen,  welchen  Einfluß  der  Weg  /  auf 
das  erreichte  Integral  hat;  ob  man,  bezw.  unter  welchen  Voraussetzungen  man 
auf  zwei  verschiedenen  Wegen  von  einem  Elemente  aus  zu  Integralen  des 
Punktes  x^  mit  denselben  Anfangswerten  kommt,  und  wie  sich  die  Integrale  unter- 
scheiden, die  man  auf  zwei  zwischen  0  und  x^  verlaufenden  Wegen  erreicht, 
die  den  gefundenen  Voraussetzungen  nicht  entsprechen. 

Aus  der  Lehre  der  Integrale  einer  komplexen  Veränderlichen  ist  von  vorn- 
herein gewiß,  daß  bei  diesen  Untersuchungen  die  Sonderstellen  zu  beachten  sind; 
es  wird  sich  darum  handeln,  ob  die  Fläche  F,  die  zwischen  sich  selbst  und 
einander  nicht  schneidenden  zwischen  0  und  x,„  gezeichneten  Wegen  enthalten 
ist,  Sonderstellen  enthält  oder  nicht 

Wir  wählen  zunächst  eine  Punktfolge  x[,  X2,  .  .  .  xf^—i  so,  daß  x,  und  x/ 
innerhalb  des  Kreises  A',-  und  Ki  ^  1  liegen  und  voneinander  keinen  verschwindend 
kleinen  Abstand  haben.  Die  Punkte  0,  x'i,  Jtr«,  .^s,  •  •  .  ^I«— 1>  ^«  verbinden  wir 
durch  eine  Linie,  die  keine  Sonderstelle  enthält,  und  mit  /  zusammen  eine  ge- 
schlossene Linie  (Schleife)  bildet,  innerhalb  deren  keine  Sonderstelle  liegt 

Da  0,  ^1  und  x'i  innerhalb  Kq  liegen,  so  kommt  man  zu  demselben  Inte- 
grale, gleichgültig,  ob  man  von  0  ohne  weiteres  (entlang  /)  zu  x^  übergeht, 
oder  den  Umweg  über  x\  macht  (auf  /'  nach  x\  und  dann  geradlinig  von  x'i 
nach  x^  geht).  Da  ferner  jc,-,  x,-fi,  x'i,  Jr/_|_i  innerhalb  Ki  und  A/_|_i  liegen,  so 
ist  es  für  das  Ergebnis  gleichgültig,  ob  man  von  Xi  ohne  weiteres  auf  Xij^i  über- 
geht, oder  ob  man  erst  nach  jcj,  dann  nach  x'ij^i  und  hierauf  nach  ^,4.1  über- 
geht    Geht  man  nun  von  0  bis  Xft  auf  dem  Wege 

1)  0  X\  Xi  x'i  x'^  X2  X:^  x'^  X^  .  »  ,  Xfi\  X„       , 

so  kommt  man  zu  demselben  Ergebnisse,  wie  durch  die  Änderungen 

1^   I  './    ^t     »Xrn    lAi)      ...     '^ fl  « 

*)  Cauchy,  Comptes  rendues,  1840,  Bd.  I  und  II. 
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da  sich  dabei  je   zwei  Änderungen  jc/,  xi  und  Xix'i  aufheben,  so  kann  man  die 
Andeningen  1)  ersetzen  durch  die  Änderungen 

3)  0  x'i  x^%  x:'^  ,  » •  x,t 

Die  Änderungen  2)  und  3)  führen  also  zu  demselben  Ziele. 

Hierauf  kann  man  /'  durch  einen  andern  Weg  /",  /"  durch  /"'  u.  s.  w.  er- 
setzen, wobei  man  nur  darauf  zu  achten  hat,  daß  zwischen  zwei  aufeinander 
folgenden  Wegen,  d.  i.  also  innerhalb  des  ganzen  von  den  äußersten  Wegen 
begrenzten  Teils  der  o:- Ebene,  keine  Sonderstelle  enthalten  ist 

Schließt  man  die  endlichen  Sonderstellen  durch  unendlich  kleine  Kreise, 
die  Sonderstelle  oo  durch  einen  im  Endlichen  liegenden  beliebig  großen  Kreis 
aus,  so  kann  man  die  übrigbleibende  mehrfach  zusammenhängende  ^-Fläche 
durch  geeignete  Querschnitte  in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandeln 
(vgl.  2.  Buch,  §  2,  Nr.  7). 

Setzt  man  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  von 
einem  Punkte  x^  dieser  Fläche  nach  einem  andern  ihrer  Punkte  x^ 
analytisch  fort,  so  kommt  man  immer  zu  einem  Integrale  für  x^  mit 
denselben  Anfangswerten,  gleichgültig,  welchen  Weg  von  x^  nach  x^ 
man  benutzt  hat,  sofern  nur  dieser  Weg  die  aus  Kreisen  und  Quer- 
schnitten bestehende   Begrenzung  der  Fläche  nicht  überschreitet. 

41.  Geht  man  von  den  Elementen  eines  Grundvereins  für  o:  =  0 
zu  einem  andern  Punkte  Xn  auf  einem  Wege  über,  der  keinen  Quer- 
schnitt überschreitet,  so  erhält  man  die  Elemente  eines  Grundvereins 
für  x,^.  Denn  macht  man  den  Übergang,  indem  man  die  Punkte  x.^,  x^, 
x^,  . ,  .  Xfn—i  berührt,  so  hat  man  es  bei  jeder  einzelnen  Änderung  mit  zwei 
Punkten  x^  xi^i  zu  tun,  von  denen  Xij^i  im  Gültigkeitsbereiche  von  Xi  liegt  Hat 
man  nun  bis  Xj  einen  Grundverein  Vt  erhalten,  so  erhält  man  die  Integrale  für 
Xij^i,  indem  man  in  den  Elementen  von    Vi  die  Ersetzung  macht 

x~  Xi  =  X  —  Xi^i  +  {Xij^i  —  xi)     , 

wodurch  die  lineare  Unabhängigkeit  der  Elemente  nicht  aufgehoben  werden  kann, 
da  sie  durch  eine  nicht  verschwindende  Determinante  bezeichnet  wird,  deren 
Elemente  von  x  nicht  abhängen. 

42.  Um  zu  erkennen,  wie  sich  die  Anfangswerte  des  allgemeinen  Integrals 
für  jCg  voneinander  unterscheiden,  wenn  man  von  x^  nach  x^  auf  zwei  Wegen 
geht,  die  einen  oder  mehrere  Sonderstellen  einschließen,  oder  wenn  man  einen 
Weg  einschlägt,  der  Sonderstellen  umkreist,  genügt  es,  geschlossene  Wege  zu 
untersuchen. 

Wenn  ein  geschlossener  Weg  keine  Sonderstelle  umkreist,  so  führt  er  nach 
dem  obigen  Satze  zu  denselben  Anfangswerten  zurück.  Es  ist  für  die  gegen- 
wärtige Erörterung  zweckmäßiger,  nicht  vom  allgemeinen  Integrale  mit  bestimmten 
Anfangswerten,  sondern  von  einem  Grundvereine  auszugehen;  jedes  seiner  Glieder 
ist  ein  besonderer  Wert  des  allgemeinen  Integrals,  ein  allgemeines  mit  geeignet 
gewählten  Anfangswerten. 

Ein  geschlossener  Weg,  der  keine  Sonderstelle  umkreist,  führt  also  von  einem 
Grundvereine  auf  denselben  Grundverein  zurück,  und  zwar  so,  daß  jedes  Integral 
des  Grundvereins  sich  selbst  wieder  erzeugt. 

Ein  geschlossener  Weg,  der  eine  oder  mehrere  Sonderstellen  einschließt, 
führt  von  einem  Grundvereine  wieder  zu  einem  Grundvereine  der  Ausgangsstelle, 
aber  im  allgemeinen  nicht  zu  demselben.  Auf  die  Erörterung  der  Frage,  ob 
man  bei  mehrfacher  Durchlaufung  desselben  geschlossenen  Weges  zu  immer 
neuen  Grundvereinen  kommt,  oder  ob  eine  gewisse  Anzahl  Umläufe  wieder  zum 
Anfangsvereine    zurückführen,   können   wir   hier   aus   Rücksicht   auf   die    für  diese 
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Darstellung  geltenden  Grenzen  nicht  eingehen*),  sondern  beschränken  uns  auf 
zwei  Beispiele. 

A)  Die  Gleichung 

4:{x  ~  ay/'—  4c{x  —  a)y+  Sy  =  0 
hat  für  die  Umgebung  von  x  =  a  den  Grundverein 

Umkreist  man  die  Sonderstelle  a  einmal,  so  wechseln  die  Quadratvs'urzeln 
die  Zeichen,  man  kommt  daher  zu  den  Integralen 

y^  =  —"^x  —  a,       y^  =  —^{x       a)^     . 
Legt  man  noch  einen  Umlauf  um  a  zurück,  so  kommt  man  wieder  auf 

yi=yiy     y^,=yi    • 

B)  Die  Gleichung  .    „   „ 

hat  für  die  Umgebung  des  Nullpunktes   den  Grundverein 

y^   =  jcS   ,  Vg  =  ^2  /jc 

g 

Eine  Umkreisung  des  Mittelpunktes  ändert  bei  x^  das  Vorzeichen  und  vermehrt 
ix  um  2  7ii, 

Nach  einem  bezw.  zwei  Umläufen  erhält  man  also 

yi  =  —yi »     J2  =  —y^,  —  ^^ O'i 

Das  Integral  y^  kehrt  also  durch  zwei  Umläufe  zum  Ausgangswerte  zurück, 
y^   erhält  dagegen  seinen  Ausgangswert  nicht  wieder. 

43«  Bei  regulären  Stellen  der  Bestimmtheit  gehört  zu  jeder  der  Wurzeln 
a  =  0,  1,  2  eine  innerhalb  eines  bestimmten  um  den  Nullpunkt  beschriebenen 
Kreises  gültige  Potenzreihe. 

Es  fragt  sich  nun,  wie  sich  Gleichungen  verhalten,  bei  denen  ^=0  eine 
Sonderstelle  der  Bestimmtheit  ist,  für  die  nicht  jede  der  drei  Wurzeln 
der  Bestimmung  einer  Reihe  zugehört,  bezw.  bei  denen  die  Bestimmung 
zwei  oder  drei  gleiche  Wurzeln  hat. 

Hat  man  für  die  Gleichung  in  Normalform 

1)  X» .  %/" + X* .  %/' + ^  •  ^,y  +  ^3^  =  0 

ein  Integral  y^  =  ri  gefunden,   so   läßt  sich   ein   zweites  in  der  Form  bestimmen 

yi  =  ^  +  rilx     . 
Durch  Differentiation  erhält  man 

y»  =r  +  -''  +»?'/^  , 

X 

,//  yir  ^     _l_  "   '    _i    Wf  J  - 

^2   =  f     -    ^    +     ^~  +  ^    '-^       ' 

y^^K  +-^-^  +  -^-+^  Ix    . 

Hieraus  folgt  für  f  die  Differentialgleichung 

wobei 

3)_    F={2t]~Sf)'x+Sr)"x^)%-{rj-2r}'x)^,  +  r]^     . 

*)  Heffter,  Einleitung  in  die  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen,  Leipzig  1894. 
Man  vergleiche  auch  Königsberger,  Lehrbuch  der  Theorie  der  Differentialgleichungen,  Leipzig  1889; 
Schlesinger,  Handbuch  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen,  Leipzig  1895  bis  1898. 
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Die  Gleichung  2)  ist  nicht  homogen.  In  §  3,  Nr.  IG  ist  gezeigt  worden,  wie 
man  die  Integration  einer  nicht  homogenen  Gleichung  auf  eine  Anzahl  Quadra- 
turen zurückführen  kann,  wenn  man  das  allgemeine  Integral  der  homogenen 
Gleichung  !)•  kennt;  diesen  Weg  können  wir  hier  nicht  benutzen,  da  uns  hier 
kein  Grundverein  von  1)  bekannt  ist 
Ist 

CO 

0 

SO  ist  auch 

0 

enthält  also  sicher  kein  Glied  mit  einem  Exponenten,  dessen  realer  Teil  kleiner 
ist  als  bei  a.     Im  allgemeinen  ist  y^  von  Null  verschieden;  setzt  man  daher 


oo 


0 

so  kann  ß  nur  gleich  a  oder  um  eine  reale  Zahl  kleiner  als  a  sein;  ist  ß  kleiner 
als  a,  so  ist  an  Gliedern  mit  ocß  die  Größe  P  nicht  beteiligt,  zur  Ermittlung 
von  ß  dient  also  die  Bestimmung  der  Gleichung  1).  Die  Potenzreihe  f  fängt 
daher  mit  a  oder  mit  einer  der  Wurzeln  der  Bestimmung  an,  die  um  eine  ganze 
Zahl  kleiner  als  a  sind. 

44.    Als  Beispiel  wählen  wir  die  Gleichung  zweiter  Ordnung 

1)        *y'+y+7  =  o  . 

oder  in  Normalform 

2)  x^y'-\-xy-\-xy  =  Q     . 

Hier  ist  a^Q  =  1 ,    a^Q  =  1 ,    «gi  =*  ^  >  ^^^  andern  a,-^  sind  Null. 

Die  Bestimmung  hat  die  Doppelwurzel  a  =  0 .     Femer  findet  man 

Daher  hat  man  den  Koeffizientenverein 

!*•  ^1+^0  =  0     , 


•         •  • 


woraus  folgt 

Man  hat  daher  das  Integral 

gültig  für  alle  Werte  von  x . 
Setzt  man  in   1) 

?;i  =  C  +  rj  Ix     , 

so  erhält  man,  unter  f  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  verstehend, 

3)  xC"+^+C+2t,'=0     , 
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woraus  für  die  Koeffizienten  von  f  folgt 

^1  +  ^0  =  2  ^0     , 

2  •  2 


^^^^8  +  ^2  =  "o-.-^2       » 


2^3 


2  .  4 
Diese  Gleichungen  ergeben 

Daher  ist,  wenn  man  ^o  =  ^  setzt, 

Bei   der   Herstellung   des   zweiten   Integrals   rj^    kann    ein   Vielfaches    von   t] 
weggelassen  werden;  man  hat  daher 


Vi 


=  (^-iT^-*  +  2Ti*^---^*--(^-n^^  +  ^***^--")  • 


Die  letzte  Reihe  hat  Koeffizienten,   die  kleiner  als   die   entsprechenden   der 
Exponentialreihe  sind,  sie  gilt  daher  ebenfalls  unbeschränkt. 


§  5.     Differentialgleichungen  zwischen  mehr  als  zwei  Veränderlichen. 

Bestimmte  Vereine. 

1,    Aus  der  Gleichung  zwischen  drei  Veränderlichen 

1)  /{xO'y^)  =  ^     » 

worin  c  eine  willkürliche  Konstante  bezeichnet,  folgt  durch  Differentiation 

2)  /äx  +  4-dy  +  /  dz  =  0     . 

ex  ^y  "       ^^ 

Diese  Gleichung  hat  man  sich  durch  eine  der  verschwindenden  Größen  dxj 
dy,  dz  dividiert  zu  denken,  so  daß  an  die  Stelle  verschwindender  Faktoren 
Quotienten  treten,  die  einen  bestimmten  Grenzwert  haben. 

Ist  umgekehrt  eine  Gleichung  gegeben 

rdx+  Qdy  -\~  Rdz-=^(i     , 

worin  P,  Q,  R  Funktionen  von  Jc,  r,  z  bezeichnen,   so  fragt  es  sich,  ob  sie  ein 

Integral  von  der  Form  /  s  / 

f{x,y,z)^c 

hat,  und  wie  dieses  gefunden  werden  kann. 


leo     oR\     ^..        ..     ^ 
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2,  Sollen  alle  Wertvereine  von  x,  y,  s,  welche  die  Diflferentialgleichung 
erfüUen  ^ ^  p^^  -\- Qdy -^  Rdz  ^  ^     , 

der  Gleichung  genügen 

80  muß   1)  mit  der  durch  Differentiation  aus  2)  genommenen 

bf  df  df 

ex  öy  cz 

übereinstimmen;  es  muß  daher  einen  Faktor  v  geben,  für  welchen 

df  elf  df 

3)  vF=/^,        vQ=J-^,       vR^^^     . 

Berechnet  man  6^/:cxdy  aus  der  ersten  und  zweiten  Gleichung,  d^f'.dydz 
aus  der  zweiten  und  dritten,  d'^f'.  dz  ex  aus  der  dritten  und  ersten  und  setzt  die 
erhaltenen  Werte  einander  gleich,  so  ergeben  sich  die  Bedingungsgleichungen 

c)v  dv 

dy         Öjc/    '    "    dy  dx 

dv  dv 

dy  I    ^    ^  dz  dy 

IdR       dP\    ^       dv  dv       ^ 

\cx         äzj  ex  dz 

Multipliziert  man  die  erste  Gleichung  mit  R,  die  zweite  mit  P,  die  dritte 
mit  Q  und  addiert,  so  erhält  man  nach  geeigneter  Umstellung  folgende,  v  nicht 
enthaltende  Bedingung 

\cz         oy  1  \cx         cz)  \dy         cxl 

Soll  also  die  Gleichung  P^jc -[- ^^j-f- ^^/j?  =  0  durch  eine  einzige 
Gleichung  /(:r,^',  :?)  =  ^  integrierbar  sein,  so  müssen  die  Funktionen 
F,  Q,  R  die  Gleichung  4)  identisch  erfüllen. 

3*  Diese  Bedingung  ist  nicht  nur  notwendig,  sondern  auch  ausreichend. 
Wir  weisen  dies  nach,  indem  wir  zugleich  zeigen,  wie  das  Integral  der  vorgelegten 
Differentialgleichung  gefunden  werden  kann. 

Die  Werte  von  x  und  y^  die  der  Gleichung  Nr.  2,  1)  bei  konstantem  z 
genügen,  erfüllen  die  Differentialgleichung 

1)  Pdx-\-  Qdy  =  {)     ; 
aus  dem  allgemeinen  Integrale  dieser  Gleichung 

2)  V(x,y,z)=^c 

kann  man  das  Integral  der  gegebenen  Gleichung  erhalten,  indem  man  in  2)  die 
Konstante  c  durch  eine  passend  gewählte  Funktion  von  z  ersetzt     Nehmen  wir  an, 

sei  das  Integral  der  Gleichung 

3)  Pdx  -T  Qdy  +  Rdz  =  0     . 

Durch  Differentiation  folgt  aus 

4)  V—  cp(z)  =  0 

die  Gleichung 

dv  dv  IdV  \ 

5)  -^dx^^-  dy  -^\  . w'\dzr=^^     . 

ex  c  V  Xf  z  I 
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Da  nun  V^=  c  das  allgemeine  Integral  von  1)  ist,  so  gibt  es  einen  Faktor  v 
▼on  der  Beschaffenheit,  daß 


6) 


vP=^ 


dV 


Sx 


vQ=  - 


cV 


Oy 


Multipliziert  man  3)  mit  v  und  berücksichtigt  6),  so  folgt 

•7) 


äx  +  -^^äy  +  vRdz  =  0 


^x  dy 

Der  Vergleich  von  5)  und   7)  ergibt 

dV 


8) 


—  vR=- 


dz 


Da   hier  rechts   eine   Funktion   von   z   allein   steht,    so    muß    dasselbe    auch 
links  der  Fall  sein. 

Durch  die  Gleichung   F=  tp(z)  ist  z   als  Funktion  von  V  definiert;   die  Be- 
dingung, daß  ^y 

,      -  vR 

GZ 

eine  Funktion  von  z  allein  sei,  ist  daher  erfüllt,  wenn  dieser  Ausdruck  in  An- 
betracht der  Veränderlichen  x  und  y  eine  Funktion  von  V  ist.  Die  ausreichende 
Bedingung  hierzu  ist  bekanntlich 

dv    e  (dy        \     ev    e  lev        \ 

[-. z,ie   _  .  ^     ~vR]- 

\dz  I        dy      tx\cz  I 


9) 


dx 


0 


dy\dz  I        öy 

Von  dieser  Bedingung  läßt  sich  leicht  zeigen,  daß  sie  mit  Nr.  2,  4)  identisch 
ist.     Durch  Ausführung  der  Differentiationen  folgt  zunächst  aus  9) 


{dv    e^v     ev    B^-v 


10) 


e 


x 


dR       8V     dR\ 

Ix) 


(dV 

Bydz        dy      dxdz  \dx      dy         dy 

^(dV     dv        dV     dv\       ^ 
\cx      cy         cy      cxl 


Aus 


dv 


folgt 


daher  ist 


d^V 

dy  dz 

dv 


=  V 


dy 
dQ 


-vQ, 


,    ^  Bv 
dz  cz 


cy 

dv 

dx 
d^V 


dxcz 


=  vP 


d^V        dv 


CS 

dQ 


CV 

Jz 


dx     dydz 

(dv       dR 

^1-^—  •    -       — 
\cx        cy 


dy      d 
dV     dR 


1XCZ  \     dz  cz  J 


dv 


dx 


cy 
dv 


dy 

ev 


Bv  ( ^Bv        ^  dv\ 

dx  \     dy  .  dxl 


dy  dy       d 

Da  V  integrierender  Faktor  der  Gleichung   1)  ist,  so  ist 


dv 


^dv         (dp       dP\ 

Q-^=v[^ • 

ex  \cx        xy  I 


dy  ex  \ox        xy 

Setzt  man  dies  in  10)  ein  und  unterdrückt  den  Faktor  v-,  so  erhält  man  in 
der  Tat  Nr.  2,  4). 

Um  nun  q){z)  zu  erhalten,  hat  man  in  8)  links  x  und  y  durch  V  zu  ver- 
drängen und   V  durch  (p  zu  ersetzen;  man  erhält  dann  eine  Differentialgleichung 
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erster  Ordnung  für   (p.     Durch   das   allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  tritt  in 
das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung  eine  willkürliche  Konstante  ein. 

Beispiel. 

a^xdx  +  h^'-y  dy  —  c  ^'a^~x'^  +  'b^^~^i  dz  =  0     . 
Hier  ist  ^  ,,«„,«   « 

daher  ist  ^ 

dz 

Dies  ist  eine  Funktion  von  ^  folglich  läßt  die  gegebene  Differentialgleichung 
eine  einzelne  Integralgleichung  zu.     Man  hat  weiter 


d 
hieraus  folgt 

cz 


'^^-  =  -2R=2ci<p^\ 


J2i<p-i 


wenn  c^   eine  willkürliche  Konstante  ist.     Dies  ergibt 

q)  =  {c  z  —  Cj)^  +  1 
Das  allgemeine  Integral  der  gegebenen  Gleichung  ist  sonach 

a^x^  +  d^y^  —  (cz  —  c^Y  =  1  *)  • 

4.    Wenn  in  der  Gleichung 

1)  Fdx-\-  Qdy  -{-  Rdz  =  0 

die  Funktionen  F^  Q,  R  die  Bedingung 

nicht  erfüllen,  wenn  es  also  keine  Flächenfamilie  /{x^y^Zj  r)  =  0  gibt  derart, 
daß  jede  unendlich  kleine  Verschiebung  eines  Punktes  längs  irgend  einer  dieser 
Flächen  der  Differentialgleichung  genügt,  so  lassen  sich  doch  auf  jeder  beliebigen 
Fläche  (p{x,y,  z)  =  0  unzählige  Linien  so  ziehen,  daß  jede  unendlich  kleine 
Verschiebung  eines  Punktes  längs  jeder  solchen  Kurve  die  Differentialgleichung 
erfüllt. 

Aus  der  Gleichung  <^(a:,^,  2:)  =  0   möge  hervorgehen 

2)  ^=f{x,y)    ; 

hieraus  folgt  für  jede  Verschiebung  entlang  der  Fläche  (p 

3)  dz==  .'^dx  +  -f~dy      . 

ox  dy 

Setzt  man  2)   und  3)  in  1)  ein,   so   bleibt  eine  Differentialgleichung   erster 
Ordnung  zwischen  x  und  v;  das  allgemeine  Integral  desselben  sei 

4)  xp(x,y,C)^0     , 

wobei  C  eine  willkürliche  Konstante  bezeichnet;  hierzu  gehört  eine  Schar  von 
Cylinderflächen ,  deren  Mantellinien  der  Z- Achse  parallel  sind;  der  Schnitt  jedes 
dieser  Cylinder  mit  der  Fläche  99  =  0  befriedigt  die  Gleichung  1). 

Man   kann    nun   sagen,   die  Gleichung   1)   sei   durch  den  Verein  der  beiden 
Gleichungen  2)  und  4)  integriert 


*)  Weitere  Beispiele  siehe  Boole,  A  treatise  etc.,  XII.  Kap. 
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Man  kann  in  diesem  Falle  die  Integralgleichungen  auch  in  folgender  Weise 
darstellen.     Ist 

F{x,y,z)  =  c 

das  Integral  von  Fdx  -\-  Qdy  =^  0  unter  Voraussetzung  eines  konstanten  Zy  so  ist 

5)  V{x,y,z)  =  (p{z)     , 

worin  (p  eine  ganz  willkürliche  Funktion  von  z  bedeutet,  ein  Integral  von  1)  für 
alle  Werte  x,  y,  5,  die  der  Gleichung  genügen  (Nr.  3,  8)) 

cV  ^      dw 

6)  -  --vR-  J-  =  0     . 

dz  dz 

Somit  ist  die  Gleichung  durch  zwei  Gleichungen  (5  und  6)  integriert,  die 
eine  willkürliche  Funktion  (99)  enthalten. 

5*    Um  die  Bedingungen  zu  erhalten,   unter  denen  die  Differentialgleichung 

1)  Pdx-\-  Qdy  +  Rdz-{-  Sdt=0 
durch  eine  einzige  Gleichung 

2)  t  =  (p(xyy,z) 
integriert  werden  kann,  leiten  wir  aus   1)  ab 

3)  ^t  ,=  -^      dx  —     dy  —      dz     • 

»^  o  O 

Die  gesuchten  Bedingungen  ergeben  sich  zunächst  in  der  Form 

[dy'^'ey  ei)  S      \ex^  dx  et)  s     ' 

\ez  "^  Jz  vi)  s~\ex^  ex  e~t)  s    ' 
\ez  "•■  'es  et)  s~\cy'     ey  et)  s   ' 

Führt  man  die  Differentiationen  aus,  und  bezeichnet  partiale  Differential- 
quotienten  nach  x,  y,  a,  t  durch  geeignete  Zeiger,  so  erhält  man,  wenn  man  die 
partialen  Differentialquotienten  von  /  aus  3)  entnimmt, 

4)  S(,Q^  -  F,)  +  P{S,  ~  Qt)  +  Q{Pt  -  s;)  =  a    , 

5)  S{P,-R^)  +  P{Rt-S,)  +  R{S:,-Ft)  =  0     , 

6)  s{Qr  -  Ry)  +  Q{Jit  -  S,)  +  Eis,  -  Qt)  ==  0     . 

Reduziert  man  1)  auf  das  Differential  einer  andern  Veränderlichen,  so  erliält 
man  außer  den  Gleichungen  4),  5),  6)  noch 

Wie  man  sich  leicht  überzeugt,  ist  diese  Gleichung  eine  Folge  der  Gleichungen  4), 
5),  und  6),  enthält  also  keine  neue  Bedingung  für  F,  Q,  R,  S. 

6.    Wenn  die  Bedingungen  Nr.  5,  4)  bis  7)  erfüllt  sind,  so  wird  der  Gleichung 

1)  Fdx  +  Qdy  +  Rdz  +  Sdt  =  0 

durch   ein  einziges  Integral  genügt.     Nimmt  man  zunächst  /  als  konstant  an,   so 
geht  die  Differentialgleichung  über  in 

2)  Fdx  +  Qdy  +  Rdz  -  0     . 
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Da  Nr.  5,  7)  erfüllt  ist,  so  läßt  diese  Gleichung  ein  einziges  Integral  zu 

3)  f(x,y,z,i)  =  c     , 

wobei  /  als  Parameter  auftritt,  sofern  es  in  Z',  ^,  i?  enthalten  ist,  und  c  die 
Integrationskonstante  bezeichnet  Man  kann  nun  c  als  Funktion  von  /  so  bestimmen, 
daß  3)  der  gegebenen  Differentialgleichung  genügt.     Denn  aua  3)  folgt 

4)  f^dx  +fydy  -\-f^dz  +ftdt  -  J^dt=(i     . 

Da  nun  3)  das  Integral  von  2)  ist,  so  ist  für  einen  bestimmten  Faktor  v 

5)  fx=-vP,      fy  =  vQ,      f,=  vR     ; 

ferner  ist  zufolge   1)  „  ,  ^  ,  „  , 

^       ^  Pdx+  Qdy  +  Rdz  =  —Sdt     . 

Führt  man  dies  in  4)  ein,  so  erhält  man 

Hieraus  folgt 

Soll  nun  c  als  Funktion  von  /  aUein  bestimmbar  sein,  so  muß  die  rechte 
Seite  dieser  Gleichung  eine  Funktion  von  /  und  c  allein  sein,  sobald  man  in 
derselben  z  gemäß  3)  durch  x^  y,  c,  t  ersetzt  Dies  tritt  ein,  wenn  nach  der 
Ersetzung  die  Diiferentialquotienten  der  rechten  Seite,  genommen  nach  x  und  y, 
verschwinden.     Unter  dieser  Voraussetzung  hat  man  daher 


c^ 


6)  ^,  (-^ --/.)- 


0 


7)  ^^-(^,5-/,)  =  0     . 

Die  Ausführung  der  Differentiation  in   6)  ergibt 

dxdt        ozct 
Nun  ist  zunächst 

cxct        otox  czct 

Zjc  ^=  — P  \  R 

Führt  man  dies  in  8)  ein  und  multipliziert  mit  R^  so  erhält  man 

S(Rv^-  Pv^)  +  V {RS^  -  PS^  —  RPt  +  PRt)  =  0     . 
Aus 

SvR       cvP 


ex  6  z 

folgt 

Rv,^Pv,  =  v(P,~R^)     : 

benutzt  man  dies,  so  erhält  man  schließlich 

S{P,-R^)  +  P{R,-~S,)  +  R{S^-P,)  =  0     , 

d,  i.  die    Gleichung   Nr.  5,  5).      Als    ausreichende    Bedingung    für  7)   erhält  man 
ebenso  die  Gleichung  Nr.  5,  6). 
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Wenn  daher  die  Bedingungen  Nr.  5,  4)  bis  7)  erfüllt  sind,  so  er- 
mittle man  das  Integral 

9)  f(x,  y,  z,  t)  =  c 

der  Differentialgleichung 

Fdx-{-  Qdy  +  Rdz=^0     , 

und    bestimme    hierauf    c    als    Funktion    von    z    aus    der    Differential- 
gleichung erster  Ordnung 

de 

worin   x^  y,    z    gemäß    9)    durch    /   verdrängt    sind;     führt    man    diese 
Funktion  in  9)  ein,  so  ist  9)  das  Integral  der  Gleichung 

Pdx  +  Qdy  +  Rdz  +  Sdi  =  0     . 

?•  Bestimmte  Vereine  von  Differentialgleichungen.  Unter  einem 
bestimmten  Vereine  versteht  man  einen  Verein  von  n  Differentialgleichungen, 
die  « -f-  1  Veränderliche,  sowie  die  Differentialquotienten  von  n  derselben  in 
Bezug  auf  eine  —  die  unabhängige  Veränderliche  —   enthalten. 

Wir  werden  zeigen,  wie  ein  solcher  Verein  auf  einen  Verein  von  n  Diffe- 
rentialgleichungen zurückgeführt  wird,  deren  jede  außer  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen nur  eine  abhängige  und  ihre  Differentialquotienten  enthält 

Sind  sämtliche  Gleichungen  von  der  ersten  Ordnung,  so  können  aus  ihnen 
die  Differentialquotienten 

dx^  dx^  dx^  dxn 

dx  dx  dx  dx 

der  abhängigen  Veränderlichen  berechnet  werden;  man  erhält 

dx^        X^  dx^        X2  dXn       X^ 

Ix  ^^'        dx^~X'     '"     lx^~X      ' 
oder 

1)  dx^  '  dx^  '  dx^  !  . . .  I  dx  =  X^  i  X^  \  X^  \  , , .  \  X     , 

wo  nun  keine  der  n  Veränderlichen  vor  der  andern  bevorzugt  erscheint 

Nach  Jacobi  werden   die   Integralgleichungen    dieses  Vereins   auf  folgendem 

Wege  erhalten: 

Man  differenziere  die  Gleichung 

9v  dx^^X^ 

"^  dx         X 

{n  —  l)-mal  nach  x  und  ersetze  nach  jeder  Differentiation  die  Differential- 
quotienten dxk  '  dx  durch  Xjt  i  X;  alsdann  erhält  man  mit  2)  zusammen 
n  Gleichungen,  welche  die  n  Differentialquotienten 

dx^  d^x^  d^x^  d^  Xy 

dx  '        dx'^  '         dsfi  '     '  ' '     dx** 

durch  Xf  x^,  ,  .  .  x^  ausdrücken.  Entfernt  man  hieraus  x^t  x^,  .  , .  Xn,  so  bleibt 
eine  Differentialgleichung  «-ter  Ordnung,  die  nur  x^  und  x  enthält, 


<P 


(dx^  d*^  x^\ 
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Die  n  ersten  Integrale  dieser  Gleichung  seien 

t^\x,x^,  ^^  ,  ...    ^^-ij- 


^S         » 


/  dx^  -^"'^A  _  r 

^-r'"^"  dx'  "•  </*«-»/"  • 

Setzt  man  in  diese  Gleichungen  die  Werte  der  (ri  —  1)  Differentialquotienten 
von  x^^  ausgedrückt  durch  x,  x^^  .  .  .  jtr^,  ein,  so  erhält  man  n  Gleichungen  mit 
n  willkürlichen  Konstanten  C^,  Q,  ...  C,«,   die  Integralgleichungen   der  Aufgabe 

8.  Ehe  wir  die  Betrachtung  bestimmter  Vereine  fortsetzen,  ergänzen  wir, 
gestützt  auf  das  in  Nr.  7  Entwickelte,  die  in  Nr.  1  bis  6  enthaltenen  Unter- 
suchungen, indem  wir  nachweisen: 

Wenn  die  Bedingungen  Nr.  o,  4)  bis  7)  nicht  erfüllt  sind,  so  wird 
der  Differentialgleichung 

Pdx  +  Qdy  +  Rdz  +  Sät  =  0 

durch  den  Verein   zweier   Gleichungen   genügt,   die    eine  willkürliche 
Funktion  enthalten. 

Werden  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  Nr.  5,  4)  bis  7)  der  Reihe  nach 
mit  81,  D,  ?ß,  ®  bezeichnet,  so   erkennt  man  die  Identität 

1)  -P"^  +  (20  +  i?9l  +  5®  =  0     ; 

daher  wird  der  gegebenen  Differentialgleichung  durch  die  Proportion  genügt 

dx  :  dy  \  dz\  dt  =  — 5ß  :  D  :  SR  :  @     . 

Diese  Proportion  ist  gleichbedeutend  mit  dem  Vereine 

dx  dt 


2) 


dy 
dz 


dt 
@ 
dt 


Die  Integrale  dieser  drei  Gleichungen   seien 

ji'  =  (^)(/,  üy  b,  c) 
3)  \   y  =  </;(/,  ö,  b,  c) 

^  X{t,  a,  b,  c) 


z 


wobei  üi  b,  c  die  Integrationskonstanten  bezeichnen. 

Durch  3)  wird  die  gegebene  Gleichung  integriert;  diese  Lösung  der  Aufgabe 
ist  aber  nur  eine  partikuläre;  wir  werden  zeigen,  wie  man  von  ihr  zur  all- 
gemeinen Lösung  übergehen  kann,  indem  man  statt  der  Konstanten  a,  b,  c  ge- 
eignet gewählte  Funktionen  der  Veränderlichen  setzt. 

9.    Differenziert   man    Nr.  8,  3)    nach    allen    darin    enthaltenen   Größen,    so 

erhält  man  , 

dx  =  (ptdt  -\-  (pa  da  -\-  i:pbdb  -\-  cpc  de     , 

1)  ]    dy  ==  Yv  ät  +  \pa  da  +  ^^b  db  -\-  yf^  de      , 

dz=xt  di  +  Xa  da  +  Xb  db  -\-  icde     , 
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Führt  man  dies  in  die  gegebene  Differentialgleichung  ein,  so  erhält  man 
2)  {P(pt  +  Qxpt  +  Rxt  +  S)dt  +  ada-{-  ßdb  +  y^^r  =  0     , 


wobei 


3) 


ß  =  F<p6+Qw6  +R7J 
y  =  Pcpc  +  Q^pe  +  ^Xc 


Die  Gleichungen  Nr.  8,  3)  genügen  unter  Voraussetzung  konstanter  a,  b^  c 
den  Gleichungen  Nr.  8,  2);  folglich  ist 


4) 


9?/  = 


Xt  = 


Die  Gleichung  2)  wird  hiemach 

5)  ada  +  ßdb  +  ydc  =  0     . 

Ersetzt  man  in  /*,  ö,  -^  die  Veränderlichen  x,  y,  z  gemäß  der  Gleichungen 
Nr.  8,  3)  durch  /,  a,  by  c,  so  enthalten  a,  ß^  y  nur  noch  /;  diese  Veränder- 
liche kommt  in  a,  /?,  y   nur   in   einem  gemeinsamen  Faktor  vor. 

Wenn  in  Pj  Q,  P,  S  die  Veränderliche  Xy  y,  z  durch  /,  a,  b,  c  ersetzt 
sind,  so  deuten  wir  dies  durch  die  Buchstaben  P,  Q,  R,  S  an.     Alsdann  ist 


6) 


C'Cp  d^xp  O'x 

cadt  cac't  da  dt 

+  {Pt  +  P^ift  +  PyWt  +  PMXt)Tn 
+  {Qt  +  Q.Cft  +  Qy  HW  +   QsXt)Wa 

Die  Differentialgleichung 

Pdx  +  Qdy  +  Rdz  +  Sdt  =  0 
wird  identisch  erfüllt,  wenn   die   Gleichungen  gelten 

X  =  (p  ,       y  =  y  *       ^  ^  X     » 
dx  :  dy  :  ds  :  dt  =  q^f  :  yj^  :  ^t  -  ^ 

Wenn  man  aus  diesen  Gleichungen  x,  y,  z  durch  /,  ö,  b,  c  ausdrückt  und 
in  die  Differentialgleichung  setzt,  so  erhält  man  daher  die  Identität 

Diese  Gleichung  ergibt 

2,/,  r2v 

P«  <r/  —  Qa  W  —  R«  Xi 


7) 


cadt^      dadt^      cadt 


—  Xt{^x<Pa  +    ^^V'«  +  J^^X^i) 


8) 
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Durch  Addition  von  6)  und  7)  folgt 

+  V-  [Qt  +  Xt  (Cs  -  Ry)  +  <Pt{Qx  -  Py)] 

+  X"  [Rt  +  <pt{Rx  -P,)-\- wt{Ry  -  Qm)]    • 

Berücksichtigt  man  4),  sowie  die  Werte  von  ^,  £l,  ®,  so  erhält  man 

Pt  +  Wt  {Py  -  Q.)  +  X*  (P.  -  ^x)  =   I  [®Pt  +  ^{Py~  Qx)  +  «(/'.-  Rx)] 

=  ~  {^P,  +  (5,  -  P,)  [R{P,  -  Cx)  +  <2 {Rx  -  P.)] 

+  P[{Rt  -  R,)  {P,  -  Q,)  +  (,Sy  -  Qt)  {P,  -  R^\i     . 
Benutzt  man  hierin 

R{Py-Qx)^Q{Rx-P,)  =  '^-P{Q.-Ry)    , 

und  setzt  zur  Abkürzung 

{P,  -  Qx)  {Rt  -  S,)  +  {P,  -  R^)  (Sy  -  Qt)  +  (ö.  -  Ry)  {Pt  -  S,)  =  zl      , 
80  erhält  man 


Pt  +  ytiPy  -  Qx)  +  XtiP^  -  Ä,)  =  5,  +  J  J 


Ebenso  folgt 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  ergibt  sich  aus  8) 

^)  ^^    =  —  Sa   +   Sjcif^a  +  •S^Wa+  'SzXa  +  -^CL       . 

Da  nun  o    o  i    o  \    c 

Sa  =  Sjcif'a  +  Sytpa  +  S^Xa       y 

wobei  man  ebenso  wie  in  9)  nach  erfolgter  Differentiation  x,  y,  z  durch  /,  <i,  h^  c 
zu  ersetzen  hat,  so  erhält  man  schließlich 

1    aa  _  J 

ä  'c97  ~  ®      • 

Integriert  man  diese  Gleichungen  nach  /,  so  folgt 

Hierbei  ist  %  die  von  t  freie  Integrationskonstante. 
In   derselben  Weise  ergibt  sich 

liät  „  Hat 


^  =  »^^      ,       y 


=  e:/ 


(5 


Setzt  man  diese  Werte  für  a,  y?,  y  in  die  Differentialgleichung  5)  und 
unterdrückt  den  gemeinschaftlichen  die  Veränderliche  /  enthaltenden  Faktor,  so 
bleibt  die  Gleichung 

10)  ^da-Y'^db-^^dc^   0     , 

die  nur  a^  b,  c  enthält. 
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Diese  Gleichung  läßt  nicht  ein  einziges  Integral  zu;  denn  wenn  dies  der 
Fall  wäre,  so  könnte  man  a,  b,  c  aus  den  Gleichungen 

X  =  (p{tf  Uf  b,  c)     , 
y  ===\p{t,a,b,c)     , 

^  =  ;!:(^^»  <^»^)    » 

als  Funktionen  von  x,  y^  s,  t  berechnen  und  in  das  Integral  einsetzen;  man  hätte 
dann  die  gegebene  Differentialgleichung  durch  ein  einziges  Integral  integriert,  ent- 
gegen der  Voraussetzung,  daß  die  Bedingungen  Nr.  5,  4)  bis  7)  nicht  erfüllt  sind. 

Hat  man  10)  durch  zwei  Gleichungen  integriert,  die  eine  willkürliche  Funktion 
enthalten,  und  ersetzt  darin  ä,  ^,  c  als  Funktionen  der  Veränderlichen,  so  erhält 
man  die  Integralgleichungen  der  gegebenen  Differentialgleichung*). 

10.  Die  in  Nr.  7  angegebenen  allgemeinen  Wege  kann  man  in  besondem 
Fällen  durch  einfachere,  den  Umständen  angepaßte  Wege  ersetzen;  es  gelingt 
mitunter  die  Integration  einer  Differentialgleichung  «-ter  Ordnung  durch  Inte- 
grationen von  Gleichungen  niederer  Ordnung  zu  ersetzen. 

Die  Differentialgleichungen 

dx 

■■ax-\-by-\-cz-\-d     , 


1) 


dt 
dy 
dt 
dz 
Tt 


=  a^x  +  b^y  +  ^j5  -f  ^ 


=  a^x  +  b^y  +  c^z  +  ^ 


multiplizieren  wir  der  Reihe  nach  mit  1,  ^/,  «  und  addieren;  wir  erhalten  dadurch 

dx  -^  m  dy  -\-  ndz 


2) 


dt 


=  Ax-\-By+Cz  +  D 


worm 


A  ^=^  a  -\-  ma^  -\'  na^  ,       B  =  b-\-mb^-\-nb^     , 
C  =  c  -^  m  c^  -\-  n  c.^  ,       D  =  d  -\-  tn  d^  -\-  n  d.^ 
Wir  bestimmen  nun  m  und  n  so,  daß 

A\B\C—\\m:n     . 
Alsdann  gibt  es  eine  Zahl  Jl,  so  daß 

3)  A  =  k  ,       B  ^=  mX  ,       C  =  nk     . 

Der  Verein  dieser  drei  Gleichungen  wird  durch  das  Verschwinden  der  De- 


terminante  bedingt 


b 
c 


1 1  Ca    ^^    A 


=  0 


Sind  A^,  ^21  A3  die  Wurzeln  dieser  kubischen  Gleichung,  so  erhält  man  aus  3) 
drei  zusammengehörige  Wertepaare  Wj,  ä^;  m^^  n^\  m^,  n^.  Jedes  dieser  Paare 
führen  wir  in  2)  ein  und  erhalten  z.  B.  für  m^ ,  n^ 

dx  -\-  m.  dy  -\-  fi.  dz        ,    (  d  4-  m.  d,  +  ^1  ^t 

=ki[x  +  m^y  +  n^z-] 


dt 


^ 


*)  Raabe,  Über  die  Integration  der  Differentialgleichungen  von  der  Form 

dz  =  H  dx  -\-  K  dy  -{-  L  dp  -\-  M  dq  +  N  dr     u.  s.  w. 

Grelles  Journal,  Bd.  14,  S.  123,  1825.    Die  allgemeine  Auflösung  des  Problems  gab  Pfaff  in 
den  Denkschriften  der  Berliner  Akademie    der  Wissenschaften   aus   den  Jahren  1814  und   1815. 

SCRLOBMILCHS  Handbuch  der  Mathematik,  2.  Aufl.,  Bd.  in.  24 
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Hieraus  folgt  sofort  die  Integralgleichung 

Vertauscht  man  hier  m^,  «^ ,  Aj ,  Q  mit  Wg ,  «g ,  Jlg ,  Q ,  bezw.  Wg ,  «g ,  Jlg ,  Cg , 
so  erhält  man  die  drei  Integralgleichungen  des  Problems. 

Wenn  zwei  Wurzeln  X  gleich  sind,  so  erhält  man  auf  diesem  Wege  nicht 
alle  Integralgleichungen;  man  kann  sich  in  diesem  Falle  der  allgemeinen  Methode 
bedienen. 

11.    Die  Integration  der  Gleichungen 

dx  dy  dz 

ax  -\-  by  -\-  cz  -\-  d      a^x  -\-  b^y  -{-  c^z  -{-  d^       a^x  -\'  b^y  ■\-  c^z  -\-  d^ 

läßt  sich  auf  Nr.  10,  1)  zurückführen.    Bezeichnet  man  die  Nenner  der  Reihe  nach 
mit  Mj  M^y  M^   und   fügt   eine   neue  Veränderliche  /  hinzu,   die   der  Bedingung 

^®°^&*  dx\dy\dz\dt  =  M\M^\M^\\     , 

80  hat  man  für  x^  y,  z,  t  dieselben  Gleichungen  wie   in  Nr.  10,  1).     Hat  man 
diese  integriert,  und  entfernt  dann  /  aus  zwei  Paaren  der  drei  Integralgleichungen, 
so  erhält  man  die  beiden  Integralgleichungen  von  1). 
Macht  man  in  den  Gleichungen 

d^  dri  dl; 


2) 


dx 


die  Ersetzungen 

f==jfT,       Yi=yx,       L^^zx     , 

so  erhält  man  zunächst 

xdx  -\-  xdx        xdy  -\- y  dx        x dz  -\~  zdx        dx 
)  A  ^  B  ^  C  ^  ~D      ' 

wobei 

A  =  ax  -\-  by  -{-  cz  -\-  d  f         B  ^  a^x  -{-  b^y  -\-  c^z  -\-  d^     , 

C=a^x  +  b^y  +  c^Z']r  d^,       D  =  a^x  +  b.^y  -\-  c^z  +  d^     . 

Aus  den  Gleichungen  3)  erhält  man 

dx  dy  dz 

^  A  —  xD^B—yD^  C^  zD 

Die  Integralgleichungen   dieses  Vereins  werden  somit   erhalten,   indem   man 
den  Verein  2)  integriert,  f,  ?y,  C  durch  xx,  yx,  zx  ersetzt  und  x  entfernt 
12.    Um  die  Gleichungen  zu  integrieren*) 

dx 

—  +  Px  +  Qy=F    , 

in  denen  /*,  P',  Q,  Q^  V,  V  nur  die  unabhängige  Veränderliche  t  enthalten, 
multiplizieren  wir  die  zweite  mit  einer  noch  unbestimmten  Funktion  z  von  /  und 
addieren  dann;  dies  ergibt 

*)  Sturm,  Cours  d'Analyse,  Nr.  633;    Lacroix,  Traite,  Bd.  11,  S.  383. 
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Setzen  wir  nun  r  =^  x  -{-  zy ,  so  ist 

äx         dy       dr         dz 

It^  ^~dt^  dt~^~dt     ' 
und  aus  1)  wird 

2)  %-yYf^{P-^  zF){r-zy)  +  {Q^  zQr)y  =  V-^  zV     . 

Bestimmen  wir  nun  z  so,  daß 

3)  ^^  +  (i'+«/^2-<2-«e'  =  o    , 

so  geht  die  Gleichung  2)  über  in 

4)  ^  +  (P+^/^)r-r-ÄF'=0     . 

Die  Gleichung  3)  enthält  nur  z  und  t  und  ist  erster  Ordnung.  Sind  z^  und  z^ 
zwei  partikuläre  Integrale  dieser  Gleichung ,  so  setze  man  jedes  derselben  in  4) 
ein;  man  erhält  dann  zwei  lineare  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  für  r, 
und  gewinnt  daraus  zwei  Integrale  r  =  r^  und  r  ^^  r^^  jede  mit  einer  willkür- 
lichen Konstanten;  hieraus  ergeben  sich  schließlich  die  Integralgleichungen  des 
Problems 

Beispiel. 

x'+5x+y  =  t     , 

y-x+3y  =  t^   . 
Die  Gleichung  für  z  ist 

/+2z  —  z'^—l  =  0     , 

und  ergibt  das  allgemeine  Integral 

z= h  1     . 

c  —  t 

Für  c  =  oo  und  c  =  0  erhält  man  die  partikulären  Integrale 

<T        I  V        * 


daher  ergeben  sich  für  die  zugehörigen  r^   und  r^ 

ri  +  4ri-/+/2     , 

Die  Integrale  dieser  Gleichungen  sind 

Die  Endgleichungen  sind 

x+y==ri,       ix  +  {t—l)y  =  tr2     , 

aus  denen  man   noch,   wenn   erwünscht,  jede   der  beiden   abhängigen  Veränder- 
lichen X  und  y  durch  /  allein  ausdrücken  kann. 

24* 
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13.  Vereine  von  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  werden 
durch  einen  sehr  einfachen  Kunstgriff  auf  Vereine  erster  Ordnung   zurückgeführt 

Um  die  hohem  DifFerentialquotienten  z.  B.  der  abhängigen  Veränderlichen  x 
in  Bezug  auf  die  unabhängige  /  zu  beseitigen,  fügt  man  neue  Veränderliche 
Xj^,  x^i  Xqj  .  . .  durch  die  Gleichungen  erster  Ordnung  hinzu 


dx  dx^  d^^  X  dx.y        d^  x 

dt  ^  ^^ '     dt  =  ~dt^  ^ ""' '    ~di  '^  dt^ 


^)  T.  —  -^1  »         y.  —    ».9  ~~  -^2  '        j1    -    y^x  —  ^8»  •  •  • 


Statt  der  DifFerentialquotienten  x" y  j/",  .  .  .  j^"^  hat  man  in  dem  neuen 
Vereine,  der  aus  den  gegebenen,  durch  1)  umgeänderten  Gleichungen  und  aus  1) 
besteht,  die  Veränderlichen  x^,  x^,  ,  .  ,  Xn—\  und  deren  erste  Differentialquotienten. 
In  gleicher  Weise  beseitigt  man  die  höhern  Differentialquotienten  der  übrigen 
abhängigen  Veränderlichen. 

Hat  man  z.  B.  zwei  Gleichungen  zwischen  jtr,  y  und  /,  und  sind  die  höchsten 
Differentialquotienten.,  die  in  beiden  Gleichungen  vorkommen 

//'"  X  d*^  Y 

-- —      und      -  •       , 
df^  dt" 

so  erhält  man  auf  dem  angegebenen  Wege 

2  +  (m  —  1)  +  («  —  1)  =  m  +  n 

Gleichungen  erster  Ordnung  zwischen  {m  -{-  n  -\-  1)  Veränderlichen;  hieraus  erhält 
man  {m  +  n)  Integralgleichungen,  mit  zusammen  {m  +  n)  willkürlichen  Konstanten. 
Entfernt  man  aus  diesen  Gleichungen  die  neu  eingeführten  Veränderlichen,  deren 
Anzahl  (m  -{-  n  —  2)  ist,  so  ergeben  sich  zwei  Gleichungen  zwischen  x,  y  und  /, 
die  Lösungen  der  Aufgabe. 

Wie  immer,  wird  mau  auch  hier  in  jedem  gegebenen  Falle  den  allgemeinen 
Weg  zu  vermeiden  und  kürzere  Wege  zu  entdecken  suchen.  Man  wird  sich  be- 
mühen, durch  geschickte  Verbindung  der  Differentialgleichungen  neue  Gleichungen 
zu  erhalten,  deren  Integrale  bekannt  sind. 

14.  Wir  geben  hierzu  ein  Beispiel  aus  der  theoretischen  Mechanik. 
Die  Theorie  der  Bewegung  eines  einzelnen  Massenpunktes  oder  eines  Vereins 
von  Massenpunkten  (z.  B.  eines  starren  Körpers)  ist  nur  ein  Teil  der  Theorie 
der  Vereine  von  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung;  und  umgekehrt  hat  die 
Theorie  dieser  Vereine  durch  ihre  Bedeutung  für  die  theoretische  Mechanik 
wesentlich  an  Ausbau  gewonnen.  Wir  ziehen  es  vor,  ohne  auf  die  Feststellung 
der  mechanischen  Begriffe  imd  die  Begründung  der  Differentialgleichungen  an 
dieser  Stelle  einzugehen,  letzteren  ihre  mechanische  Einkleidung  vollständig  zu 
belassen. 

Wenn  ein  freibeweglicher  Massenpunkt  /*,  dessen  Koordinaten  or,  j,  z  sind, 
von  einem  festen  Punkte  O^  dem  Nullpunkte  der  Koordinaten,  angezogen  oder 
abgestoßen  wird,  und  zwar  so,  daß  die  Anziehungskraft  nur  von  der  Entfernung 
OF  =  r  abhängt,  und  wenn  dieselbe  beim  Abstände  r  die  Größe /(r)  hat,  so 
gelten  für  die  Koordinaten  des  Punktes   die  Differentialgleichungen 

1) 

2) 


d'^X 

dr^ 

-/('•) -7    . 

d'^y 
dt^ 

-=/w-V  . 

d'^z 
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Multipliziert  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  dx^  dy,  dz,  so 
erhält  man,  wenn  man  dx :  dt,  dy :  dt,  dz:  dt,  die  Geschwindigkeitskomponenten 
des  Punktes,  mit  ji/,  y,  /  bezeichnet, 

(     dxf         ,  dV  dz'\  ,        /(r),     , 

(^    .    +y~:    +2    .   ]dt=-^^  \xdx+ydy  +  zdz)     . 

\      dt  ^  ^    dt  dt)  r    ^  ^  J    J    \  } 

Die  linke  Seite  ist  das  vollständige  Diiferential  von  ^ 

i(^* +/*  +  /*)    ; 

die  rechte  Seite  ist  ebenfalls  ein  vollständiges,  denn  man  hat 

also 

X dx  -{-ydy-\-zdz  =  rdr     . 

Hieraus  erhält  man  folgendes  erste  Integral 

4)  ^2+y2  4./2_2//(r)^r  +  //     , 

wobei  h  die  willkürliche  Konstante  ist. 

Bezeichnen  v  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  und  (ft  ^fy  X  ^^^  Winkel,  die 
sie  augenblicklich  mit  den  Achsen  bildet,  so  ist 

x' =  V  cos(p  ,       y' =  V  cosxp  ,       !^  ^^  v  cos^     » 
also 

JC'2  4_  y  2  +  /2  =  2,2        ; 

daher  kann  man  4)  ersetzen  durch 

5)  v^=^2jf{r)dr-^h     . 

Nach  welchem  Gesetze  daher  auch  die  Einwirkung  des  NuUpunktes  auf  den 
bewfigten  Punkt  P  erfolgen,  und  in  welcher  Richtung  und  mit  welcher  Anfangs- 
geschwindigkeit derselbe  seinen  Lauf  beginnen  mag,  immer  ist  die  Geschwindig- 
keit nur  eine  Funktion  des  Polabstands  r:  wenn  sich  der  Punkt  im  Laufe  der 
Bewegung  wiederholt  in  demselben  Abstände  von  O  befindet,  so  hat  er  in  allen 
diesen  Augenblicken  dieselbe  Geschwindigkeit, 

Man  kann  noch  auf  anderem  Wege  zu  ersten  Integralen  des  Vereins  gelangen. 
Multipliziert  man   1)  mit  y ,  2)  mit  x  und  subtrahiert,  so  ergibt  sich 

6)  xy"  —yx"-=0     . 
Da  nun 

{x/  —  y  x')  =  xy"  +  x'/  —  y  0^'  —  y'x'  =  x/^  ~  y  x!'     , 
dt 

so  folgt  aus  6)  durch  Integration 

7)  xy  —  yxf  =  c     ; 
ebenso  erhält  man  die  Integrale 

8)  y  /  —  zy'  =  r,      , 

9)  zx'  —  xz'  =  c^     , 

wobei  c,  r^,  ^2  willkürliche  Konstante  sind. 

Multipliziert  man  die  Gleichungen  7),  8),  9)  der  Reihe  nach  z,  x,  y  und 
addiert,  so  erhält  man  links  identisch  Null;  daher  folgt  die  Gleichung 

c^x  -\-  c^y  -\-  cz  =  ^     . 

Dies  ergibt:  Die  Bewegung  erfolgt  in  einer  Ebene,  die  durch  die 
Anziehungsmitte  geht. 
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Wählt  man  diese  Ebene  zur  AT F- Ebene,  so  bleiben  nur  die  beiden  Differential- 
gleichungen 

10)  ^"=y(^).*  y'=/(r).^-     , 

T  r 

wobei 

r2  =  jc2  +  y^     , 

und  die  beiden  ersten  Integrale 

11)  v^  =  2lf(f)dr^h     , 

12)  xy'  —  y  x!  =  c     . 

Die  letzte  Gleichung  vereinfacht  sich  durch  Einführung  von  Polarkoordinaten. 

Man  hat 

X  =  r  COS9)  ,        X*  =  r'cosq)  -   r  sin^  •  qf 

y  =  r  sm(p  ,       y'  =  r'  sin^r-  -|-  r  COS95  .  qy'     . 
Daher  ist 

v^  =  r'2  +  r2  y/2     , 

xy  —  yx'  =  r^(p'     . 

Ist  d/  die  verschwindend  kleine  Fläche,  die  der  Polabstand  r  in  der  Zeit  df 
beschreibt,  so  ist  2  d/=  r^  dq? ;   daher  folgt  aus   1 2) 

Die    vom   Polabstande    des   Punktes   beschriebenen   Flächen    sind 

daher  den  hierbei  verflossenen  Zeiten  verhältnisgleich. 

Setzt  man  zur  Abkürzung         r  ...  v   , 

jfir)dr=U    , 

imd  führt  auch  in  11)  Polarkoordinaten  ein,  so  entsteht 

13)  r'^  +  r'^qf^=2[/+h     . 

Nach  12)  hat  man  r^  tp'^  =  c^  :  r^ ,  daher  folgt  aus  12) 


2C/+A  — 


^2 
72 


hieraus  ergibt  sich 


dr  I  dr 

14)  ///=-——.  zr^-z^-—.- ,        /= /— .   .     +yi 


f"^"-^^       il/^^+^-(;) 


und  aus  14)  und  12) 

.    ,         ,         cdt  cdr  1  dr 

•15)        d(p  =  —  = -=-  •=--=--  j  .  V  =  '^l-  —r— ^j  +  7i    • 

Durch  diese  Gleichungen  ist  die  Aufgabe  vollständig  gelöst;  insbesondere 
gibt  die  letzte  Gleichung  die  Bahn  des  Punktes.  Die  Konstanten  A,  c,  y^  und  y^ 
bestimmen  sich  in  jedem  gegebenen  Falle  aus  der  Anfangslage,  der  Anfangs- 
geschwindigkeit und  der  Anfangsrichtung  des  Punktes;  setzt  man  nämlich  fest, 
daß  zur  Zeit  /=  0  die  Größen  r,  (p,  v  die  Werte  Tq,  ^^q,  Vq  haben  sollen,  und 
daß  zu  dieser  Zeit  die  Bahn  mit  r^  den  Winkel  a  bilden  soll,  so  erhält  man 
durch  Einführung  der  Werte  r^  und  Vq  in   11)  und  14)  die  Konstanten  h  und  y^. 
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Berechnet  man  aus  der  Bahngleichung  15)  den  Winkel  o  der  Bahntangente  gegen 
den  Polabstand,  für  welchen  man  hat 

16)  tango  =  r :  -         , 

und  setzt  in  15)  und  16)  /•  =  r^ ,  (p  =  (poi  aQ  =  a,  sowie  den  vorher  ge- 
fundenen Wert  von  k,  so  erhält  man  c  und  y^  durch  die  Anfangszustande  aus- 
gedrückt 


§  6.     Partiale  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

1.  Unter  einer  partialen  Differentialgleichung  versteht  man  eine 
Gleichung  zwischen  unabhängigen  Veränderlichen,  abhängigen  Veränderlichen  und 
den  partialen  Difi'erentialquotienten  der  letztem.  Wir  beschränken  uns  auf  Glei- 
chungen mit  einer  abhängigen  Veränderlichen. 

2«  Wenn  eine  partiale  Differentialgleichung  nur  partiale  Differentialquotienten 
rücksichtlich  einer  unabhängigen  Veränderlichen  enthält,  so  bietet  sie  nichts 
wesentlich  neues;  sie  ist  zu  integrieren,  als  ob  die  übrigen  Veränderlichen  Kon- 
stante wären;  die  Integrationskonstanten  sind  durch  willkürliche  Funktionen  der 
übrigen  unabhängigen  V^eränderlichen  zu  ersetzen. 

Beispiele. 

A)  Die  Gleichung 

ex 

liefert  o        ,      «  „  v 

ax^  ~\-  byz^  z=  c  x  -\-  f{y)     , 

wobei  die  Funktion  /  unbestimmt  bleibt. 

Cj' Z  CZ 

B)  ,-  -3>'^+2y^2  =  0     . 

cx^  ex 

Setzt  man  hier  s  =  ^"^,   so  erhält  man  die  Gleichung 

w2  —  37/;/  + 2^2=,  0     , 
mit  den  Wurzeln  tn^  =^  y  und  m^  =  2^;  das  Integral  ist  daher 

z=f(y)'ey'-\-g(y)'i»y'     ; 

es  enthält  zwei  wiUkürliche  Funktionen  f  und  g, 

3*  Ehe  wir  an  die  Integration  partialer  Gleichungen  der  ersten  Ordnung 
herantreten,  werfen  wir  einen  Blick  auf  ihre  Erzeugung.  Betrachten  wir  zunächst 
den  einfachsten  Fall,  eine  Gleichung  zwischen  drei  Veränderlichen  jc,  y,  z,  von 
denen  wir  x  und  y  als  unabhängige  Veränderliche  ansehen. 

Eine  partiale  Differentialgleichung  erster  Ordnung  entsteht  durch 
Entfernung  zweier  willkürlichen  Konstanten  a,  b  aus  einer  Gleichung 
f{XyyyZ,a,b)=^(^  und  ihren  partialen  Ableitungen. 

Entfernt  man  a  und  b  aus  den  Gleichungen 

f{Xjy,Zya,  b)  =  {)     , 

cf       cf     dz  cf       df     oz 

ex        CZ      ex  vy        CZ      cy 

so  erhält  man  in  der  Tat   eine  Gleichung,   die    außer   den  Veränderlichen    auch 

dz  :  ex   und    ez  :  dy  enthält 
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Enthält  eine  Gleichung  /=  0  drei  Konstante,  die  durch  eine  Gleichung 
g{ay  b,  c)  =  0  verbunden  sind,  so  erhält  man  eine  partiale  Diflferentialgleichung, 
indem  man  a,  b,  c  aus  den  Gleichungen 

,      ^  5/       ^/     c)z  df       df     dz 

dx        dz     äx  dy        dz     ex 

entfernt 

Beispiele:  A)  Eine  Ebene,  die  einer  gegebenen  Richtung  a,  ß,  y  parallel 
ist,  hat  die  Gleichung 

/=Ax  +  By  +  Cz—l  =  0     , 

wobei  die  Konstanten  A,  B,  C  die  Bedingung  erfüllen 

^  r^  y^cosa  +  ^cos/^  +  Ccosy  =  0     . 

Um  die  zugehörige  partiale  Differentialgleichung  zu  erhalten,  entfernt  man 
A,  B,   C  aus  den  Gleichungen 

Ax       +By        +  Cz—1  =0     y 

Acosa -{- Bcosß -\- Ccosy    =0     , 

A  +  C/  =  0     , 


wenn  zur  Abkürzung 


B  +C^  =  0 

c'z  cz 

ex  Cy 


gesetzt  wird.     Man  erhält 

cosa  •  /  +  cos^  •  q  —  cosy  =  0     . 

B)  Eine  Ebene,  die  einen  gegebenen  Punkt  l,  m,  n  enthält,  hat  die  Gleichung 

f=Ax  +  By  +  Cz  —  l  =  ()     , 
wobei  für  die  Konstanten  A,  By  C  die  Gleichung  besteht 

g^Al-\-Bm+Cn—1^0     . 

Die  Entfernung  der  Konstanten  erfolgt  aus  diesen  beiden  Gleichungen  und  aus 

A-^r  Cp  =  0  ,       B  -{-  Cp  -=Q     . 
Da 

f-g^A{x-l)  +  B{y-m)+C{z-n)^0     , 

so  hat  man  in  der  Schlußgleichung   des  vorigen  Beispiels   cosa,  coSjS,  cosy    der 
Reihe  nach  durch  x  —  l,  y  —  m,  z  —  n  zu  ersetzen;  man  erhält 

(x  —  /)/  -\-  {y  —  m)q  —  {z  —  n)  =  0     . 

C)  Für  Ebenen,  die  eine  Kugel  berühren,  deren  Halbmesser  e  ist,  und  deren 
Mitte  die  Koordinaten  a,  b,  c  hat,  erhält  man 

Ax-{'By-{-  Cz~  l^Q  y       A+Cp  =  Oy       B+Cq=^0     ; 

Aa  +  Bb+  Cc—  1  =^e^A'^  +  B'^  +  C^     . 
Aus  den  ersten  drei  Gleichungen  folgt 
C=l:{z  —  xp—yq),         A  =  —p:{z~xp—yq),         B  =  —q:{z  —  xp —yz)     . 

Setzt  man   dies  in  die  letzte   ein,  so  entsteht 


R 


{x-  a)p  -V(y-b)q-{z-c)  =  e^l  +  p^  +  q^ 


§« 
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3) 


D)    Die  Gleichung  einer  Kugel  ' 

1)  (.r  -  ay  +  {y  -  by  +  (z  -  cf  -=  r^ 

enthält  vier  Konstante  a,  b^  c,  r.  Liegt  die  Mitte  auf  einer  gegebenen  Geraden, 
so  sind  a,  bf  c  durch  zwei  lineare  Gleichungen  verbunden 

2)  a  =  mc  -\-  n  ,       b  =  /btc  -j-  v     . 
Durch  Differentiation  der  Kugelgleichung  folgt 

X  —  a  -\-  (z  —  c)p  =  0     , 

y  —  b  -\-  {z  —  c)^  =  {)     . 

Setzt  man   hier   für  a  und  b   die  Werte   aus    2)    ein   und   entfernt   dann   c, 
so  erhält  man 

(juz  —y  -]-  v)p  —  (ms  -  -  X  -\-  n)q  +  ju{x  —  n)  —  m{y  —  v)  =  0     . 

4«    Eine    partiale   Differentialgleichung    erster    Ordnung    entsteht 
ferner,  wenn  man  aus  einer  Gleichung 

I^[xyy,  z,  q?{ip)]  =  0     , 

worin  J^  und  xp  bekannte  Funktionen  sind  und  q?  eine  willkürliche  Funktion  von  y} 
bezeichnet,  sowie  aus  ihren  partialen  Ableitungen  die  willkürliche 
Funktion  99  entfernt 


Durch  Diflferentiation  erhält  man 


dF       dF     dtp 

f\       I     f. 
ex        ciq) 


C'Xp 

~dx 


eF       dF     d(p 


C(p 


cF        dF 

oder  besser  geordnet 

c)F 


d\p 

d(p 

dxp     c} 


c  z        C(p     dxp 


■  7)p  = 

cz  I 


c  \p       IdF       dF     d(p     dxp\ 
cy        \c)z         dg?      dw      dz) 


0 


0 


c_F 

c X    '    dz 

dF       dF 

cy         dz 


c 


(p     dxp 

dF     d CD  (dxp 
q+   . ' 


dxp 
c  (p     dxp  \  cy        c  z 


)= 


0 


0 


Entfernt  man  aus  beiden  Gleichungen  dF'.  dcp^  so  erhält  man 


IdF  dxp       dF  dxp\  IdF  dyj       dF  cxp\ 

\dx    dz        dz   dx)  \dz    dy        dy    dz) 


+ 


oder  in  Determinantenform 


dF  dxp       dF  dxp 

dx   dy        dy   dx 


=  0 


1) 


dxp 

dx 

dF 

d  X 


C  y) 

"dy 

dF 

Ty 


-1 

dxp 

OS 
CZ 


=  0 


Es  ist  bemerkenswert,  daß  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  /  und  q  linear  ist 
5«    Die   willkürliche   Funktion   kann    auch    in    andrer   Verbindung    auftreten. 
Aus  der  Gleichung        ^^  0(/,^)  =  O     . 


worin  /  und   g   bekannte   Funktionen    von    Xy  y  und  z    sind,    während   $    eine 
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willkürliche  Funktion  ist,  folgt 


g       dg  \ 

X  +  dzn 

Sf  Key  ^  Bz  V  "^  Bg  \By  ^  Bz  V 

Die  Entfernung  von   0  ergibt 

p         g      -1 

df    df    e/ 

2)                      dx      dy      ez 

-  0     . 

1   ^g     ^g     ^g 

,   dx      cy      c^z 

0 


Setzt  man  die  gegebene  Funktion  g  einer  willkürlichen  Funktion  q)  der  ge- 
gebenen/gleich, so  daß  also  g=^(p{f)f  so  kommt  man  zu  dem  vorigen  Falle 
zurück;    denn  aus   $(/,  ^)  =  0  folgt,   daß  g  eine  willkürliche  Funktion  von/  ist 

6.  Partiale  Differentialgleichung  der  Cylinderflächen.  Sind  a,  /?,  y 
die  Richtungswinkel  der  Mantellinien,  so  ist  die  Gleichung  des  Cylinders  von  der 
Form  (2.  Band,  4.  Buch,  §  6,  2)) 

^{xco^y  —  scosa,     y  cosy  —  zcosß)^^0 

Setzt  man  in  Nr.  5,  2) 

f^xcosy  —  jcosa,       g  e^. y  cosy  —  zcosß     , 
so  erhält  man 

P  ^         -1 

cosa  •/  +  cos^  •  ^  —  cosy  =  0 


cosy 


0 


cosy 
0      cosy 


cosa 
cos^ 


7.  Partiale  Differentialgleichung  der  Kegelflächen.  Es  seien  l^m,n 
die  Koordinaten  der  Kegelspitze,  so  ist  die  allgemeine  Form  der  Kegelgleichung 
(2.  Band,  4.  Buch,  §  6,  3)) 


^llz  —  nx 

\  z  —  n 
Setzt  man  in  Nr.  5,  2) 


mz  —  ny 
z  —  n 


=  0 


/  = 


Iz 


71 X 


z  —  n 


mz  —  ny 

g  E-  - 

z  —  n 


also 


so  entsteht 


(z  -  nf 


«' 


i>f  X  —  l 

^  n 


^g 


dz 


(z  —  n)- *  cz 


y  —  m 


n 


0 


z  —  n 


0 


n 


n 


-1 

n{x  —  /) 

n  (y  —  m) 


=  (x-l)p^{y-m)q-{z  —  n)  =  ^  . 


8.  Partiale  Differentialgleichung  der  Umdrehungsflächen.  Wir 
nehmen  der  Einfachheit  wegen  an,  daß  die  Achse  der  Fläche  den  Nullpunkt 
enthält  Beschreibt  man  um  den  Nullpunkt  Kugeln,  und  senkrecht  zur  Umdrehungs- 
achse  Ebenen,  und  setzt  irgend  eine  Abhängigkeit  zwischen  dem  Kugelhalbmesser  a 
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und  dem  Abstände  b  einer  Lotebene  zur  Achse  vom  Nullpunkte  voraus,  so  er- 
füllen die  gemeinsamen  Punkte  der  Kugeln  und  der  zugehörigen  Ebenen  eine 
Umdrehungsfläche.     Die  Gleichung  einer  Kugel  um  den  Nullpunkt  ist 

und  die  Gleichung  einer  Lotebene  zur  Achse 

^cosa +^cos)8  +  ^cosy  =  ^     , 

wenn  a,  ß,  y  die  Richtungswinkel  der  Achse  sind;  daher  ist  die  allgemeinste 
Form  der  Gleichung  einer  Umdrehungsfläche 

^  (x^ -{- y^ -\- z^  ,     xcosa -\- ycosß -\- zco^y)  =^  0     . 

Wir  haben  daher  in  Nr.  5,  2) 

/^  ^'^  +^2  +  ä'^  ,     g^=^  xcosa  -\-  ycosß  -\-  zcosy 


zu  setzen  und  erhalten 


X 

cosa 


y 

COSj5 


—  1 

z 
cosy 


=  0 


9.  Wenn  eine  Gleichung  /(x,  y,  z,  a,  d)  =  0  zwei  willkürliche  Kon- 
stante  enthält,   und   wenn   diese    Gleichung   im  Verein   mit 

ox         cz  öy        dz 

durch   Entfernung   von  a   und  b   auf   die    Gleichung 

F{x,  yy  s,/,  ^)  =  0 

führt,  so  wird  /=  0  als  vollständiges  Integral  der  partialen  Diffe- 
rentialgleichung  erster   Ordnung   ^=  0   bezeichnet. 

Wir  wollen  nun  zunächst  sehen,  ob  ähnlich  wie  die  singulären  Integrale  ge- 
wohnlicher Difierentialgleichungen  so  auch  neue  Lösungen  der  Gleichung  F  =  0 
dadurch  erhalten  werden,  daß  man  die  Konstanten  a  und  b  durch  passend  ge- 
wählte Funktionen  von  x  und  y  ersetzt 

Wir  denken  uns  für  diese  Untersuchung  das  vollständige  Integral  auf  z 
reduziert,  also  von  der  Form 

1)  -s:  =/{x,y,  a,  b)     . 


Sind  a  und  b  veränderlich,  so  erhält  man 


2) 


ox        Ca 

^         (jy    ^     ^a 


ea         df 

Jx  "^  ~Tb 

da         df 

~ey  "^  e'b 


db_ 

dx 

db^ 

dy 


Sollen    diese    Gleichungen    mit    denen    übereinstimmen,    die    aus    1)    unter 

Voraussetzung  konstanter  a  und  b  hervorgehen,    so    müssen   a    und   b    den  Be- 

dingunsfen  e:enügen 

€/    da         df    ob 

da    dx 


3) 

Hieraus  erhält  man 
4) 


d 

da 


df    da 


a    dy 


.Z>  =  0, 


bb 

dx 

0/ 

db 

bb 

dy 

( 

5/ 

=  0 


0 


db 


Z>  =  0 
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wobei  c)a    c>b        Ca   dö 

dx    8y        dy    c)x 

Um  den  Gleichungen  3)  zu  genügen,  hat  man  zu  setzen:  entweder 

da        ()a        db        db 

o)  -«--  =  -«    =^—  =  -1^     =  0     ; 

ex        c)y        ex        oy 

oder 

6)  Z>  =  0     , 

wobei  die  Gleichungen  3)  sich  auf  eine  beschränken,  die  mit  6)  zusammen  be- 
steht; oder  -,  _, 

7)  f/  =  0.      t{  =  0     . 

da  cb 

Die  Annahme  5)  führt  auf  konstante  Werte  von  a  und  ^,  also  auf  das  voll- 
ständige Integral  zurück. 

Wenn  die  Bedingung  Z>  =  0  erfüllt  ist,  so  ist  b  eine  Funktion  von  a\  setzen 

wir  b=^g)(a)y  so  ist       ^ ,  .  ., 

ob  Ca  ob  Ca 

^^  =  (^  (ö)  .  -^-  -  ,  -      =  (p'{a)  , 

ex  ex  cy  öy 

daher  gehen  beide  Gleichungen  3)  in  die  Gleichung  über 

elf        8/ 

in  welcher  b  durch  qp{a)  zu  ersetzen  ist. 

Die  Entfernung  von  a  aus  den  Gleichungen  8)  und  1)  kann  nur  in  seltenen 
Fällen  ohne  eine  bestimmte  Annahme  über  die  willkürliche  Funktion  q?  erfolgen. 

Das  Integral  der  partialen  Differentialgleichung,  das  aus  dem 
Verein  der  Gleichungen  b  =  q){a)  und  8)  besteht,  und  durch  das  Auf- 
treten einer  willkürlichen  Funktion  cp  charakterisiert  ist,  heißt  das 
allgemeine   Integral   der   Gleichung. 

Durch  Entfernung  von  a  und  b  aus  den  Gleichungen  1)  und  7)  erhält  man 
ein  singuläres  Integral. 

Beispiel.     Nach  Nr.  6  hat  die  Gleichung 

9)  cosa  •  /  +  cos^  •  g  —  cosy  =  0 

das  vollständige  Integral 

10)  Ax  +  By  +  Cz-  1=^0     , 

wobei  die  Konstanten  A,  B,  C  durch  die  Gleichung  verbunden  sind 

11)  ^  cosa -h  ^ cos /? -f  C cosy  =  0     . 
Durch  Entfernung  von  C  aus   10)  und   11)  folgt 

12)  {Ax  -\-  By)cosy  —  (Acosa  +  Bcosß)z  —  cosy  =  0     , 

also  ist  .       .     ^  . 

Ax  +  By  -  1 


^cosa  +  Bcosß 
Setzt  man  hier 


•  cosy 


=  a  ,     -      -  —- —  ^  =  ^ 


^cosa  +  ^cosy^  Acosa  -}-  Bcosß 

so   erhält  man 

B  1  —  ^cosa 


Acosa  +  Bcosß  cos/? 

und  daher 

1  ,1  —  ^cosa 

2  =  ~a  +  bx-l y 

cosy  cosp 
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Für  die  Gleichung  8)  erhält  man  hier 

cosp 

Denkt  man  sich  für  (p  irgend  eine  Funktion  gesetzt  und  die  Gleichung  nach  a 
aufgelöst,  so  erhält  man  jedenfalls  a  in  der  Form 

a  ^=  \p{x  cos/?  —  y  cosa)     , 

wo  nun  \p  ebenso  willkürlich  ist  wie  (p\  setzt  man  dies  in  (p{ä)  ein,  so  erfolgt  für  b 

b  ^  Xi^^^^ß — ycosa)     , 
wobei   aber  ^   durch  xp   bestimmt  ist     Beide  Werte   für  a   und  b   setzen   wir  in 
das  vollständige  Integral  und  erhalten 

z                          \.                                              y 
=  —xp-\ --{xco^ß—yco%a)i-\ . 

COSy  COS/5  ^  ^  COSp 

Die  beiden  ersten  Glieder  der  rechten  Seite  sind  zusammen  eine  willkür- 
liche Funktion  von  (;ccos/8 — ^'cosa);  daher  hat  man 

13)  5C0S)S  —  ^cosy  =/(Arcos/?  —  ^cosa)     , 

wobei  f  eine  willkürliche  Funktion  bezeichnet.     Aus 

xco^ß  — ycosa  ^  [(jccosy  —  arcosa)  cos^S  +  (zcosß  —  y  cosy)cosal 

'  COSy  /  ,  y  I  ^  t  ^  j 

erkennt  man,  daß  man  13)  ersetzen  kann  durch 

0(xco3y  —  s cosa f  zcosß — ^cosy)  =  0     , 

wobei  0  eine  willkürliche  Funktion  ist,  in  Übereinstimmung  mit  Nr.  6. 

Da  in  unserem  Beispiele        rj 

-^—  =  —  cosy     , 
ca 

so  kann  es  kein  singuläres  Integral  geben. 

10.  Wenn  eine  Gleichung  z  =  ^{Xfy)  die  partiale  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  F{x,y,  s^p,  ^)  =  0  befriedigt,  und  nicht 
durch  besondere  Werte  für  a  und  b  aus  einem  vollständigen  Inte- 
grale z  =/{x,yf  a,  b)  hervorgeht,  so  gehört  diese  Gleichung  zu  dem 
vollständigen  Integrale  entweder  als  allgemeines  oder  als  singuläres 
Integral. 

Denn  wenn  man/(^,j^',  ä,  b)  nicht  durch  besondere  Werte  der  Konstanten  a 
und  b  in  g(x,y)  verwandeln  kann,  so  kann  man  doch  jedenfalls  für  a  und  b 
solche  Funktionen  von  x  und  y  setzen,  daß  /{x^y,  a,  b)  ^g{x,y)  wird. 

Aus  den  Untersuchungen  in  Nr.  5  folgt  hieraus  sofort,  daß  g{xyy)  entweder 
ein  zu  /  gehöriges  allgemeines  oder  singuläres  Integral  ist. 

Ein  vollständiges  Integral,  das  dazu  gehörige  allgemeine,  sowie  das  zugehörige 
singulare  Integral  bilden  also  einen  vollständigen  Lösungsverein  einer  partialen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  mit  zwei  unabhängigen  Veränderlichen. 

11.  Wir  wenden  uns  nun  zur  Integration  der  linearen  partialen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung;  und  zwar  zunächst  zu  Gleichungen 
mit  zwei  unabhängigen  Veränderlichen.  Unter  einer  linearen  Gleichung  versteht 
man  eine  solche,  in  welcher  die  partialen  Differentialquotienten  der  abhängigen 
Veränderlichen   nur   in   der   ersten   Potenz   vorkommen;   bei   drei  Veränderlichen 

also  eine  Gleichung  von  der  Form 

"^  "^ 

CS  cz 

1)  P.-+Q-^^R     , 

ex  vy 

wobei  P,  Qy  R  konstant  oder  Funktionen  von  x*  y,  z  sind. 
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Die  Integration  dieser  Gleichung  hängt  aufs  engste  mit  der  Integration  des 

Vereins  zusammen 

dx        dy        dz 

Hat  man  nämlich  ein  Integral  /(x^y,  z)  =  a  dieses  Vereins  gefunden,  wobei 

a    eine    willkürliche    Konstante    bezeichnet,    so    ist    für    alle    Werte,    die    dieser 

Gleichung  genügen 

df  cf  cf 

^)  ei''' +  4''-^ -/'''  =  '   • 

Da  nun  /  ein  Integral  von  2)  ist,  so  erfüllen  die  x,  y,  z,  dx,  dy,  dz,  die 
der  Gleichung  3)  genügen,  auch  die  Gleichungen  2),  man  kann  daher  in  3)  die 
Differentiale  dx,  dy,  dz  der  Reihe  nach  durch  die  Funktionen  P,  Q,  R,  ersetzen, 
denen  sie  nach  2)  verhältnisgleich  sind;  folglich  hat  man 

df  df  df 

4)  /> /  +Q    J  j^R    J  =i)      . 

dx  cy  cz 

Da  nun 

tz 


dx 


«o  kann  man  4)  ersetzen  durch 


of     cf         cz 
ex      cz         dy 

5/.  i>f 
c'y      c  z 

ucn 

/'f  +  öf      R- 

dx            dy 

=  0     . 

Hieraus  folgt,  d^Q  /{x,y,  z)  =  a  ein  partikuläres  Integral  von  1)  ist 
Dieselbe  Schlußweise  kann  auch  rückwärts  durchlaufen  werden:  lat/{x,y,  z)  =  a 

■ein  Integral  der  Gleichung  /*/  -\-  Q^  —  ^  =  0 ,  so  ist  es  auch  ein  Integral  des 

Vereins  2). 

Sind  /(x,y,  z)  =  a  nnd  g(x,y,  z)  =  d  zwei  Integrale    des  Vereins  2), 

flo    ist   das   allgemeine   Integral   der  Gleichung  1) 

wobei  $   eine   willkürliche   Funktion   bezeichnet. 

Um  dies  zu  beweisen,  haben  wir  zu  zeigen,  daß  ^  der  Differentialgleichung 

^'''''^  d0  d0  d0 

dx  dy  dz 

die   an   die   Stelle    von   1)    tritt,    wenn   z    durch    die   Gleichung  (P  =  0    als    un- 
entwickelte Funktion  von  y  und  x  bestimmt  ist     Nun  ist 

d0         c$      df        c0      dg 

ex  cf       CX  Cg       CX 

d^        c0      df        d0      dg 

—     —      —  •  —  ■  1 •  — 

cy  cf      dy         cg      cy 

d0         c0      df        d^      dg 


folglich  hat  man 


cz  cf      cz         cg      cz 

^C0  ^  C0  C0 

c  X  cy  c  z 


-   d/  Vax  +  ^  c5j  +  ^  ßz)  +   cg  Vdx^^dy^^  dz)     " 

Da  nun   nach   der  Voraussetzung   die    beiden    rechts    stehenden   Klammem 
verschwinden,  so  folgt,  daß  die  Gleichung  5)  erfüllt  ist. 
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Wir  haben   somit   folgende   Regel:   Um   die   Gleichung  zu   integrieren 

Pp  +  Qq  =  R     , 
bilde   man   den  Verein   gewöhnlicher  Differentialgleichungen 

äx       dy        dz 

sind  /{x^yt  z)  =  a  und  g(Xfy,  z)  =  b  zwei  Integrale  dieses  Vereins,  so  ist 

das   allgemeine   Integral   der   vorgelegten   Gleichung. 

12#    Sind  /(:*:, ^,  s)  =  df,  g{x,y,  z)  =  b^    und   hipc^y^z)  —  c    partikuläre 
Integrale  von  Pp  +  Qq  =  R     , 

so   ist  h   eine   Funktion  von  /  und  g. 

Nach  der  Voraussetzung  gelten  die  Gleichungen 

^8h        ^8h    ,    „SA       ^^ 

'är  +  eTr  +  'äi-"  • 

ox  dy  dz 

OX  dy  dz 

daher  verschwindet  ihre  Determinante 

dA      SA      BA 


1) 


dx  dy  dz 

0/  df  e/  ■ 

dx  dy  dz 

«  »^  « 

f>  f^  ^^     , 


0 


üx      cy       cz    , 

folglich  ist  A  eine  Funktion  von  /  und  g  (2.  Band,  4.  Buch,  §  4,  Nr.  5). 

Die  Gleichung  A{fjg)  =  c  fällt  unter  ^{fyg)  =  0;  es  ist  also  jede  Lösung 
der  partialen  linearen  Differentialgleichung  in  der  Form  0(/,^)  =  O 
enthalten. 

13.    Beispiele.     A)    Um  die  Gleichung  zu  integrieren 

cosa  •  /  +  cosß  •  q  —  cosy  =  0 

bilde  man  ,        ,  _ 

dx  \  dy  \  dz  =  cosa  :  cosp  :  co%y     . 

Zwei  Integralgleichungen  desselben  sind 

jccosy  —  ;8rcosa  =  ^1  ,       _>»  cosy  —  ^rcos/J  =  ^2      ♦ 
daher  ist  das  allgemeine  Integral  der  partialen  Gleichung 

$(j:cosy  —  5  cosa  ,     ^cosy  —  scos^)  =  0 
B)  (jc  —  /)/  +  (7  —  w)  ^  —  (5  —  «)  =  0     . 

Hierzu  gehört  der  Verein 

dx  \  dy  \  dz  =  {x  —  l)  :  {y  —  m)  :  {z  —  n)     , 

mit  den  Integralgleichungen 

X  —  l  y  —  m 

=  c*  ,  =  c^     • 

z  —  n  z  —  n 
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Das  allgemeine  Integral  ist  daher 

X  —  /       y 


W\ 


.3 


fl 


m\ 
nj 


0 


Aus  den  Identitäten 

X 


-  l        ,       nx  —  Iz 

n — /= —      

z  —  n  z  —  n 


y  —  m  n\  —  mz 

,      n —  m  ^=    '    -     — 


z 


n 


folgt,  daß  man  dafür  auch  schreiben  kann 


z  —  n 


-\    r, 

> 
n 

z  —  n 

in  Übereinstimmung  mit 

Nr.  7. 

• 

C)    Integration  von 

P 

q 

1 

1      ^ 

y 

z 

cosa 

cos/? 

COS}' 

Der  Verein  ist  hier 

dx 

dy 

=  0 


dz 


^'cosy  —  zcosß        scosa  —  xcosy        jcrcos^ — jcosa 

Bezeichnet  man  den  gemeinsamen  Wert  dieser  drei  Verhältnisse  mit  dt,  so 

erhält  man  ^         ,  ^^   , 

dx  =  (y  cosy  —  z  cosp)  dt     , 

dy  =  {z  cos a  --  X  cos y) dt     , 

dz  =  (x  cos/5  —  V  cosa)  dt     . 

Multipliziert  man  diese  Gleichungen  zunächst  nacheinander  mit  x,  y,  5,  dann 
mit  cosa,  cos^,  cosy,  und  addiert,  so  erhält  man 

X  dx  -\-  y  dy  -\-  z  dz  ^=  0  ,        cosa  •  dx  -f  cos/?  •  dy  -f-  cosy  -  dz  =  0     ; 
hieraus  folgen  die  beiden  Integrale 

jx:2  _|_  j;2  _j_  ^2  =  ^j  ,       X  cosa  +  y  cosj^  +  z  cosy  =  c^ 
Das  allgemeine  Integral  der  partialen  Differentialgleichung  ist  daher 
<^(x^  -f-  y^  +  5- ,     X  cosa  +  y  cos/?  -f  ^  cosj^)  =  0 

14.    Um    die   lineare   partiale  Differentialgleichung   mit   mehr   als 
drei  Veränderlichen  zu  integrieren 


1) 


^1 


^x 


ex  ^    dx 


dx.     '     "2f) 


Xa 


ex 


f$ 


bilde  man  den  Verein  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 

iL)  (tX  \  uX*    I  ^Xa   I    •  •  •    I  dXji   '=  Jv  !  ^1    I  ^2   •    •  •  "    •  -^n        • 

Sind  die  Integralgleichungen  dieses  Vereins 

J\  \p^  f  -^i  »    •  •  •   ^n  j  ^^^  ^1         > 


so  ist  das  allgemeine  Integral  der  partialen  Differentialgleichung 
4)  ^(/i»/i»/3---/0  =  0      . 
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Beweis.     Durch  Difi'erentiation  gewinnt  man  aus  8) 

-^—  dx.  +  1. —  dx^  +  .  .  .  +     -    dXrt.  +  -,—  dx  =  {)     , 
5)  }  vxy  c'Xj  ox^  dx 

Setzt  man  für  dx^ ,  . . .  //:r„ ,  dx  nach  2)  dio  verhältnisgleichen  Werte  A',  . . .  A), , 
X  ein,  so  entsteht 

6)  -^1    -)  -^    +  -^2  ri        +  •  •  •  +  ^n  --.      -  +  A   .--  =  0       . 

öx^  äx^  cx„  dx 

Um    nun   zu   sehen,    ob  4)   die    Gleichung   1)    integriert,    ziehen   wir   aus  4) 

die  Werte  .  -^      '^^ 

dx  d0     80 

c  x/(.  dx/:      dx 

und  setzen  sie  in   1)  ein;  dadurch  entsteht 

80  80  80  80 

7)  X,.     +X..     +...  +  ^,4-^        =0    : 

dXi  dx^  dx„  dx 

soll  1)  durch  4)  integriert  werden,  so  muß  diese  Gleichung  identisch  sein.     Nun 
ist  nach  4) 

80^  _  80      r/i        80      8%  80      8/„ 

Setzt  man  dies  in  7)  ein,  so  entsteht 

.i^  cfi\    ^cxy  ^  8x.,    '  8x^  dx/ 

Da  nun  links  nach  4)  der  Klammerinhalt  für  jeden  Wert  /=  1,2, 3,  ...» 
verschwindet,  so  ist  diese  Gleichung  identisch  erfüllt,  w.  z.  b.  w. 

Wir  wollen  die  Ausführung  eines  Beispiels  unterlassen;  es  genüge,  darauf 
hinzuweisen,  daß  jeder  integrable  Verein 

UX    •    (tXt      I     ^Xa     I      •    •    •      I    ^Xfg     =     ^\     I     ^\|      l     jK^     I      •    •    •      *    ^ff 

sogleich  eine   integrable  lineare  partiale  Differentialgleichung  liefert. 

15.  Integration  nicht  linearer  partialer  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung. 

Die  Differentialgleichung  sei 

1)  F{x,y,z,p,^)  =  i)     . 

Die  Größe  p  ist  eine  Funktion  von  x  und  y:  sie  kann  indes  auch  als 
Funktion  von  x,  y  und  z  aufgefaßt  werden,  wobei  z  als  unbekannte  Funktion 
von  X  und  y  zu  betrachten  ist;  q  wird  durch  1)  als  Funktion  von  x,  v,  2,  p 
definiert. 

Sucht  man  nun  unter  diesen  Voraussetzungen  p  und  q  als  Funktionen  von 
jt*,  j',  z  so  zu  bestimmen,  daß 

(I-;)  -  (i: 

wobei  durch  die  Klammern  angedeutet  wird,  daß  die  Differentialquotienten  unter 

der   Voraussetzung   gebildet   sind,    daß  z  durch  x  und   i-  ersetzt  ist,    so  wird    der 

Ausdnick 

dz  =^  p  dx  ~\-  q  dy 
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integrierbar   und  liefert  durch  Integration  z  als  Funktion  von  x  und  v.     Nun  ist 


3) 


\dy)        dy        dz    cy        cy  cz      * 


Setzt  man   dies  in  2)  ein,  so  entsteht 

c/  djr        dy        \  cp    I  cz        ex        cz 

Ersetzt  man  hierin  q  aus  1)  durch  /,  so  enthält  diese  Gleichung  nur  x,  Vi 
s,  /,  ist  also  eine  lineare  partiale  Differentialgleichung  für  /  als  abhängige  und 
jc,  j',  z  als  unabhängige  Veränderliche.  Gelingt  es,  ein  partikuläres  Integral  herzu- 
stellen, durch  welches  p  von  x,  y^  z  abhängig  gemacht  wird  und  das  eine  willkür- 
liche Konstante  a  enthält,  so  hat  man  dies  in  1)  einzusetzen,  und  erhält  dann 
aus   1)  ^  durch  jc,  y^  z,  a  ausgedrückt     Beide  Werte  hat  man  in 

z  =  pdx  -}   q  dy 

einzusetzen   und    dann   zu   integrieren.     Das   Integral   enthält   außer  a  noch    eine 
willkürliche  Konstante,  ist  also  ein  vollständiges  Integral;   in  bekannter  Weise 
kann  man  dann  das  zugehörige  allgemeine  und  das  singulare  Integral  herstellen. 
16.    Beispiele.     A)    Aus  der  Gleichung 

pq  ~   z  ^^  0 


folgt 


daher  ist 


cq  2  z  iq        cq 


dp        f^  '        ^        c>^        /    '        ex        dz 

Die  partiale  Differentialgleichung  für  p  ergibt  sich  zu 

^     c/        a/        2  .s     f>  ^ 

p-      c X        f V         /       cz 

und  hat  die  partikuläre  Lösung 

=  y  +  a     . 


Setzt  man  dies  in  die  Differentialgleichung,   so   folgt 

z 

y  +  a 

Wenn  man  diese  Werte  für  p  und  q  in  z  =  p  dx  -\-  q  dy  einsetzt,  so  erhält  man 


dz  =  (v  -\-  a)  dx  -\ "- —  d\ 


Hiemach  ist 


cz 

>.;     =  1'  -|-  a 

ex 


z^{y-\-d)x-\-f{y^     , 

wobei  /O)    eine    unbestimmte    Funktion   von    i'   bezeichnet.      Führt    man    diesen 
Wert  von  z  ein  in 

cz  z 

f  V        V  +  a 
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80  ergibt  sich  r/  x 

f(v)=   "^^^ 
^^^^       >'  +  «     ' 
woraus  durch  Integration  hervoi^eht 

/O')  =  *(.»•  + «)  • 

Das  vollständige  Integral  der  partialen  Differentialgleichung  ist  daher 

'  =  tv  +  a)(x+ö)     ; 
das  allgemeine  Integral  geht  durch  Entfernung  von  a  aus  den  Gleichungen  henor 

z  =  {y  +  ä)  {x  +  (p[a]) 
x  +  ,p{a)  +  (Y  +  a)(p\a)  =  0     , 
worin  q^  eine  willkürliche  Funktion  bezeichnet. 

Hieraus  folgt  _z_-px  d^  ^  _  xy  +  z 

^       y+y       ^P  (7+7)'     ' 

hq  sy  +  2zp~xp^-  (}.q    .     cq 

^P  (y -\- P)  ^^        ^'Z 

Die  partiale  Differentialgleichung  für  f  ist 

XY  +  z      ^    .    ^/    I    ^y  +  2  s/  —  xp'^      ^t^(\ 
0'  +P?  '  ^x  "^  'dy  "*"  "  "    (^v  +PY  •  'dz  ~  ^     • 

Ihr  wird  durch  die  Annahme  p  =  a  genügt;  hieraus  folgt 

z  —  ax 

y  +  ^ 

und  aus  beiden  Werten 

z  —  ax 
dz  ==  adx  -\ dy     • 

y  +  a 

Nach  dieser  Gleichung  ist 

Sz 

-—-  r=  a,     also     z  =  a  X  -\-  f(y^     , 

ex  "^  "^ 

wobei  /  eine  noch  unbestimmte  Funktion  bezeichnet.     Hieraus  folgt 

und   daher  zur  Bestimmung  von  / 

(ax+f)  —  ax  f 


/Cv)  = 


y  '\-  a  y  -^  a 

^80  .         ,. 

Daher  ergibt  sich  das  vollständige  Integral 

z=:^  ax-\-  by  -{-  ab     . 
Das  allgemeine  Integral  besteht  aus  den  beiden  Gleichungen 

z-=ax  +  (y  -\-a)(p{a)     , 

x  +  (p(a)  +  iy  +  a)(p\a)  =  0     , 
worin  ip  willkürlich  ist 

Für  ein  singuläres  Integral  hat  man  die  Gleichungen 

X  +  b  =  0  ,    ^4-^^:0     ; 
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werden   die    hieraus   folgenden  Werte   von  a  und  b   in    das   vollständige    Integral 
eingesetzt,  so  erhält  man  das  singulare  Integral 

z  =  —xy     , 

das,   wie  man  sich  leicht  überzeugt,   der  gegebenen  Differentialgleichung  genügt. 

Das  singulare  Integral  stellt  ein  hyperbolisches  Paraboloid  dar;  das  voll- 
ständige für  bestimmte  Werte  von  a  und  b  eine  Tangentenebene  dieser  Fläche; 
das  allgemeine  irgend  eine  abwickelbare  Fläche,  die  der  singulären  Lösung  um- 
geschrieben ist,  deren  Tangentenebenen  also  eine  Auswahl  aus  den  dem  voll- 
ständigen Integrale  entspringenden  bilden. 

17.  Die  Integration  einer  nicht  linearen  partialen  Diüerentialgleichung  mit 
drei  Veränderlichen  kann  auch  mit  der  Integration  einer  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung von  der  Form 

1)  Pdx  +  Qdy  +  Rdz  +  S  dp  =  0 

in  Zusammenhang  gebracht  werden. 

Der  gegebenen   Differentialgleichung    entnimmt  man    den  Wert    von   q    und 

setzt  ihn  in  ^^  ,  ,  , 

2)  dz  —  p  dx  -\-  q  dy     . 

Die  Gleichung  2)  geht  hierdurch  in  eine  Gleichung  von  der  Form  1)  über. 
Man  integriert  diese  durch  zwei  Gleichungen,  die  eine  willkürliche  Funktion  ent- 
halten und  entfernt  dann  p  aus  diesen  Gleichungen. 

Beispiel.     Die  Differentialgleichung 

pq-z^O 

^^  p^dx  -\-  zdy  —pdz  =  ()     . 

Daher  ist,  wenn  man  in  §  5,  Nr.  8   /  durch  /  ersetzt, 

P  ^p^  ,       Q   ^z,      R  =p,  5--=0, 

/'^    =-    0    ,.  Qy=0    ,  Ry=^Q    ,  5y    =    0  , 

Z'.  =  0  ,        (?,  =  1  ,      i^,  =  0  ,  5.  =  0     , 

Pp  =  2p,      (iv  =  0,      Rp  =  -l,      5^  =  0     . 

Hieraus  ergibt  sich 

«P  =  --i:,     ^  =  p'i,     91  =  2/5,     (ä=/2     . 

Der  Verein  von  Differentialgleichungen  §  5,  Nr.  8,  2)  ist  daher 

dx        dy         dz         dp 
z    ^  p^  ~  '2pz~  p^ 

Die  Integralgleichungen  hierzu  sind 

-  =  ap^  ,     X  =-  ap  +  ^  ,     y  ^=  p  -^-  c     , 
aus  denen   folgt 

a  =  0  ,     ß=p^  ,     y  =  ap^     . 

Unterdrückt  man  den  Faktor  p^,  so  erhält  man  daher  für  ö,  b,  c  die 
Differentialgleichung  (§  5,  Nr.  8,   9)  und   10)) 

db  -\-  ade  =  0 

Sie  wird  durch  den   Verein  integriert 

b  -\-  a c  =  (p{a)     , 
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Ersetzt  man  hierin  a,  b,  c  durch  die  Veränderlichen,  so  erhält  man 

Durch  Entfernung:  von  p  aus  beiden  Gleichungen  ergibt  sich  das  allgemeine 
Integral  der  gegebenen  partialen  Differentialgleichung. 

Denselben  Gedankengang  kann  man  befolgen,  um  eine  nichtlineare  partiale 
Differentialgleichung  mit  mehr  als  drei  Veränderlichen  zu  integrieren.  Man  wird  von 
einer  partialen  Differentialgleichung  mit  n  unabhängigen  Veränderlichen  x^,  x^t  •*.  x„ 
und  der  abhängigen  x  auf  eine  Differentialgleichung  von  der  Form  geführt 

iix  =  p^  dx^  -f-  /.,  '^•^2  "t"  Pz  ^-^H  +  •••+/«  ^-^w     > 

wobei  p,  =  dx :  dxj-,   und   für   einen   dieser   Differentialquotienten   sein   aus    der 
Differentialgleichung  folgender  Wert  zu  setzen   ist*). 


§  7.     Partiale    Differentialgleichungen   zweiter   Ordnung. 
1.    In  der  Differentialgleichung 

\cxcy/         cx^      cy- 


setzen  wir 


ds 
dx 

es 

öy 

^ 

Hierdurch  geht  sie 

über  in 

2) 

dp 

• 

er 

cp        cp     vq 
cy        tx     cy 

• 

Da  nun 

3) 

cp        c  q 

cy        dx 

SO  erhält  man  anstatt  2) 

4) 

-    • 

dp        6p     6q 

0 
ex     cy 

Hieraus  folgt  (2.  Band,  4.  Buch,  §  4,  Nr.  5),  daß  q  eine  Funktion  von  p 
ist;  und  umgekehrt,  sobald  dies  der  Fall  ist,  ist  3)  und  daher  auch  1)  erfüllt. 
Wir  setzen  daher 

wobei  q?   eine   willkürliche    Funktion   bezeichnet.      Durch   Differentiation    nach    x 
erhält  man  hieraus  . 

=  <p  (p)  -. 
ex  ex 


folglich  nach  3) 


0        ^-^<^>z 


*)  Eine  Zusammensteliung  der  Integratioosmethoden  für  partiale  DifTerentialgleichungen 
erster  Ordnung  mit  ausführlichen  Literaturnachweisen  enthält  Mansion,  Theorie  des  equations 
aux  derivees  partielles  du  premier  ordre.     Paris,  1875. 
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Dies   ist    eine    lineare    partiale   Differentialgleichung    erster   Ordnung   für  p. 
Der  Vergleich  mit  §  6,  Nr.  11,   1)  ergibt 

Folglich   ist   der  Verein   gewöhnlicher   Differentialgleichungen   zu    integrieren 

dx  +  9?'(/)  dy  =  ^  ,     dp^O     . 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  das  Integral 

p  =-a     , 
und  mit  Hilfe  dessen  aus  der  ersten 

^  +  ¥ip)y  =  ^    » 

wobei  a  und  b  willkürliche  Konstante  bezeichnen.     Das  Integral  von  6)  ist  daher 

7)  x  +  (p\p)'y==wiP)    » 

wobei  xp  eine  willkürliche  Funktion  ist.     Ersetzt  man  in  dieser  Gleichung 

cff{p)dp  =  dg     , 
so  erhält  man 

8)  xdp  -\- y  dq  =  \\){p)  dp     . 
Da  nun 

d(xp  -\-yq  —  z)  =  X dp  -\- p  dx  -\-  y  dq  -\-  q dy ^—  dx ^-  dy     , 

c  X  cy 

=  X  dp  -{-  y  dq     , 
so  folgt  aus  8)  durch  Integration 

9)  xp-\-yq  —z  =  jn){p)dp     . 

Setzt  man  r     ,   ^   , 

jxp{p)dp  =  xKP)     > 

wobei  X  ebenso  willkürlich  ist,  wie  ^,  so  erhält  man  das  Integral  der  vorgelegten 
Differentialgleichung   durch   Entfernung   von  p   und  q   aus   den    drei   Gleichungen 

^P+yg-^-xiP)    ' 

x  +  cp\p)y^X\P)     • 

Das  Integral  enthält  zwei  willkürliche  Funktionen. 

Es  läßt  sich  leicht  nachweisen,    daß   es   eine   abwickelbare  Fläche    dar- 
stellt.    Denn  aus  der  Gleichung  der  Tangentenebene 

\^-x)  +  ^{rj  -y)  -  {Ü  -  «)  =  0 


dx  dy 

folgen  die  Koordinaten  von  T 

P  q  1 

u  =  -  — ,       V  = ,      w  --= 


xp+yq       z 

^P  -\ryq  -  z 

Daher  ist 

// 

w 

q       ^^,      xp-^y 

xp  +yq  —  z 

1 

Setzt  man  dies  in  die  ersten  beiden  Gleichungen  10),  so  erhält  man  für 
die  Ebenenkoordinaten  der  eine  Integralfläche  berührenden  Tangentenebenen  die 
beiden  voneinander  unabhängigen  Gleichungen 

11)         ""--A" 

W  \7V 


12) 


-  =  /(-)     ■ 
u        '^  \w} 


a/2 

—  \J 

f 

=  0 

» 

C7C' 

Bw 

dt 

dx 

w  = 

^fii 

+    V          7 
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Die  Tangentenebenen  der  den  willkürlichen  Funktionen  (p  und  ;^  zugehörigen 
Integralfläche  berühren  daher  die  beiden  Flächen  11)  und  12)  (2.  Band,  3.  Buch, 
§  10,  Nr.  1   u.  f.). 

2#  Um  u  als  Funktion  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  und  t  so  zu 
bestimmen,  daß  ^^  ^^ 

setzen  wir 

2)  //  =  F{w) 

wobei  /*  eine  willkürliche,  w  eine  noch  zu  bestimmende  Funktion  von  x  und  / 
bezeichnet.     Setzt  man  2)  in  1),  so  erhält  man 

Dieser  Gleichung  wird  unabhängig  von  der  w'illkürlichen  Funktion  J^  genügt, 
wenn  man  la  so  bestimmt,  daß 

3) 

4) 

5) 
Aus  3)  folgt 

wobei  ju  und  v  die  Veränderliche  x  enthalten  können. 
Setzt  man  dies  in  4)  ein,  so   ergibt  sich 

w^oraus  folgt 

ju''  ==  v"  =  0     ; 

also  ist 

ju  =  ax  -\-  ß  ,       V  =  yx  -{-  6     , 

wobei  a,  ß,  y^  d  Konstante  bezeichnen.     Hiernach  ist 

w  =  axt  -\-  ß t -\-  yx  -{-  d     . 
Setzt  man  dies  in  5),  so  erhält  man 

ax  +  ß  =  ±a{af  +  y)     . 
Da  diese   Gleichung  unabhängig  von  x  und  /  erfüllt  sein  soll,  so  folgt 

a  =  0  ,       ß  =:h^7  .  • 
Man  erhält  daher 

7v  =  ß{x±at)  +  ö     . 

Man  kann  wegen  der  Unbestimmtheit  der  Funktion  F  den  Faktor  ß  und 
das  Glied  d  in  7v  unterdrücken.     Bedenkt  man  ferner,  daß,  wenn 

u  ^  Uq     und     u  =  u^ 

partikuläre  Lösungen  von   1)  sind,   alsdann  auch   1)  durch 

//  =  //o  +  /'i 

*)  In  der  niathematischeu  Physik  "wird  gezeigt,  daß  dies  die  Difierentialgleichung  ist, 
welche  die  GesUilt  einer  schwingenden  elastischen  Linie  bestimmt,  wobei  x  die  Abscisse,  u  die 
Ordinate  eines  Punktes  der  Linie  und  (  die  Zeit  bezeichnet. 
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genügt    wird,    so    erkennt    man,    daß    das    allgemeine    Integral    der    gegebenen 
Differentialgleichung  durch  die  Gleichung  dargestellt  wird 

u  =  F{x  +  at)  +  G{x  —  af)     . 

Man  kann  die  willkürlichen  Funktionen  F  und  G  immer  so  bestimmen, 
daß  für  /— 0  die  Funktionen  //  und  tu:  dt  sich  in  gegebene  Funktionen 
von  X  verwandeln*). 

N'erlangt  man,  daß 

//  =--f{x)  ,        \^^  =  F{x)  ,     für     /  =  0     , 

so    kann    man    zunächst    //q    so    bestimmen,    daß    es  der  erstem,  und  //j   so,  daß 
es  der  andern  dieser  beiden  Bedingungen  genügt,  und  daß 

i^  =  0  ,        «,  -  0  ,     für     /  =  0      . 

Man  sieht  sofort,  daß  man  für  //q  zu  nehmen  hat 

u^^\\f(x  +  at)+f{x    -at)\     . 
Denn   es  ist 

"9-=la\/'(x  +  at)--f{x-af)]     , 


für  /  =  0  hat  man  daher 

Ebenso    erkennt   man  sogleich,  daß   die  für  u^   gegebenen  Bedingungen   von 
der  Funktion   erfüllt  werden  ,     , 

X-\-ttt 


X  —  at 


Durch  Addition  von  Uq  und  n^    erhält  man  das  allgemeine,    den    gegebenen 
Bedingungen  genügende  Integral  x-{-at 

m 

X — at 

4.  Die   Differentialgleichung 

dx-         dv' 

geht  aus  der   soeben  integrierten  hervor,  wenn  man   in  der  letztern  t,  x,  a  der 
Reihe  nach  durch  x,   v,  /  ersetzt:   das  allgemeine  Integral  derselben  ist  daher 

u  =  F(x  +  Ü)  +  G(x  —  iy)     . 

5.  In   die  Differentialgleichung 

1)       C''=«-^^"'': -) 

f  /  dx- 

setzen  wir  versuchsweise  ,   ,^ 

wir  erhalten  für  a  und  ß  die  Bedingung 

ß  =  a^a'     . 

*)  Das  ist  so,    daß  für    den  Anfang  der  Bewegung    die  Fonn  der  gespannten  Linie  sowie 
die  Anfangsgeschwindigkeiten  aller  ihrer  Punkte  gegebene  Werte  haben. 

**)  Von  dieser  Gleichung  hängt    die   Temperutur   u   der   Punkte   eines   Körpers   ab,    wenn 
vorausgesetzt  wird,  daß  dieselbe  sich  nur  parallel  der  A'- Achse  ändert;  t  ist  die  Zeit. 
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Daher  hat  1)  das  partikuläre  Integral 

Ersetzen  wir  hierin  a  durch  it  '«»  so  entstehen  die  beiden  Lösungen 

Man  erhält  hieraus  neue  Lösungen,  wenn  man  diese  Größen  mit  beliebigen 
Faktoren  multipliziert  und  addiert.  Nimmt  man  die  Faktoren  J^—'*«^  und  i^'**^ 
so  erhält  man  „  „.  ^  ,. 

Erteilt  man  hierin  a  und  X  der  Reihe  nach  alle  möglichen  Werte,  multi- 
pliziert jedes  so  entstehende  partikuläre  Integral  mit  einer  von  x  und  /  unab- 
hängigen Größe  jüL  und  addiert  alle  diese  doppelt  unendlich  vielen  Produkte, 
so  ist  diese  Summe  ein  Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung.  Um  eine 
unendlich  große  Summe  zu  vermeiden,  nehmen  wir  ju,  unendlich  klein,  und  setzen 

ju  =  Ay)(X)daäX     . 
Alsdann  geht  die  Summe   in   ein  Doppelintegral  über,  und   man  erhält 


oc     oo 


2)  u  =  Aj    /^- '»'«''  cosa  (X  —  X)  v'(A)  da  dX     . 

0      — oc 

Für  die  untere  Grenze  der  Integration  nach  a  ist  0  und  nicht  — oo  gewählt 
worden,  weil  die  zu  integrierende  Funktion  eine  gerade  Funktion  für  a  ist;  A  be- 
zeichnet eine  willkürliche  Konstante. 

Man  kann  die  willkürliche  Funktion  \p(})  so  bestimmen,  daß  u  für  /  =  0 
sich  in  eine  gegebene  Funktion  vem'andelt.     Nach  Buch  1,  §  11    Nr.  17,  4)  ist 


oo    oo 

f% 


3)  F{x)  =       I    I  F(X)  cosa  (x  —  X)  da  dX     . 

6  — c» 

Setzt  man  in   2)    /=0,    u  =  F{x),  so  erhält  man 

o&   oo 

Jf^(x)  ^  A\    I  cosa {x  —  X)\p(X) da dX     . 

0        — CX3 

Dies  wird  mit  B)  für  /  =  0  identisch,  wenn 

^  =  \        yj{X)  =  F(X)     . 
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Die  Funktion  «,  die  der  Differentialgleichung  genügt 

du  o^-^ 

et  c  X- 

und   für  /  =  0  in  die   Funktion  übergeht 

//  =  F{x)     , 
ist  daher  ^  ^ 


u^  -         /  <r-"^<*''  cosa  (^  —  X)  •  F{X)  •  da  dX  *)  . 


0     -oc 


*i  Weiteres  findet  man  in  Riemanns  Vorlesungen  über  partielle  Differentialgleichungen 
und  deren  Anwendung  auf  physikalische  Fragen,  herausgegeben  von  llATrKNDOKK,  Jiraun- 
schweig  1869. 
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Ausgleichungsrechnung. 


§  1.     Einleitung. 

1.  Zu  zwei  gegebenen  realen  Zahlen  a  und  b  kann  man  die  Zahl^  suchen, 
die  a  und  b  möglichst  nahe  liegt.  Als  Lösung  dieser  Aufgabe  betrachten 
wir  das  arithmetische  Mittel  von  a  und  b 

1)  /*  =  i(a  +  *)  , 

weil  dasselbe  um  Differenzen  von  gleichem  absoluten  Werte  von  a  und  b  ab- 
weicht Ebenso  wird  das  arithmetische  Mittel  yu  von  n  gegebenen  Zahlen  a^, 
a^j  ...  an  allgemein  als  die  Zahl  betrachtet,  die  den  Zahlen  a^,  a^,  .  .  .  a^ 
möglichst  nahe  liegt,  denn  bei  der  Gleichung 

2)  //  =  —  («i  +  «2  +  •  •  •  +  a„) 

n 

sind  die  gegebenen  Zahlen  gleichmäßig  beteiligt  und  für  den  Fall  «  =  2  kommt 
man  auf  1)  zurück. 

Sollen  die  gegebenen  Zahlen  einen  verschieden  großen  Einfluß  auf 
die  Zahl  fi  haben,  so  kann  man  denselben  derart  abschätzen,  daß  man  sich  in 
den  Zahlpunkten  a^y  a^y  a^  ...  der  Reihe  nach  piy  p^^y  P%  ...  Zahlpunkte  von 
gleichem  Einflüsse  vereinigt  denkt;  alsdann  erhält  man 

P\  ^1  +  A  '^2  +  A  ^  +  . .  • 


3) 


A  +A  +A  +  •  •  • 


Wirken  an  einem  Hebel  gleiche  Gewichte  in  den  Abständen  a^j  a^,  a^  ... 
vom  Unterstützungspunkte,  so  können  dieselben  durch  ein  Gewicht  von  n  facher 
Größe  ersetzt  werden,  das  am  Hebelarme  2)  wirkt  Sind  die  Gewichte  ungleich 
^i,/2»  A  •••»  ^°  werden  sie  durch  ein  Gewicht  ersetzt,  das  ihrer  Summe 
gleich  ist  und  den  Hebelarm  3)  hat 

In  Rücksicht  auf  diese  mechanische  Anwendung  bezeichnet  man  die  Faktoren 
A»  A>  A  •  •  •  ^^  ^^^  Gewichte  der  Zahlen  öj,  Og,  ^^  .  .  . 

2.    Um  die  Gerade 

y  =z  ax  -\-  b 

zu  bestimmen,  die  n  willkürlich  gegebenen  Punkten  /\,  /g,  .  .  ,  Pn  mög- 
lichst nahe  liegt,  bilden  wir  die  Differenzen  jl^,  >U  der  zu  den  Abscissen 
x^y  x^  ...  der  gegebenen  Punkte  gehörigen  Ordinaten  der  Geraden  und  der  Ordi- 
naten  }\,  y^  .  .  . 

Die  Forderung,  daß  die  Gerade  den  Punkten  möglichst  nahe  liegen  soll, 
wird  ihren  mathematischen  Ausdruck  darin  finden,  daß  eine  bestimmte  Funktion  F 
der  Differenzen  A^ ,  A^  .  .  .  ,  die  zur  Abschätzung  der  Abweichung  der  Geraden 
von  /\,  /g  •  ••  dient,  einen  möglichst  kleinen  Wert  erreichen  soll.  Wenn,  wie 
wir    zunächst    voraussetzen,    die    Punkte    alle    dasselbe    Gewicht   haben,    so  wird 


398  Aiisgleichungsrechnung.  §  1 

für  F  eine  symmetrische  Funktion  der  X  zu  wählen  sein.     Nehmen  wir  femer 
den  Grundsatz  an,  daß  nur  der  absolute  Wert,  nicht  das  Vorzeichen  der  X  ent- 
scheidend sein  soll,  so  darf  F  nur  gerade  Potenzen  der  X  enthalten. 
Die  Bedingungen  für  das  Minimum  von 


sind 


d.  i. 


/^(Aj ,  ^2  .  .  .) »       Xr'^i  a  Xr  -\-  b  —  yr 

eF      ,  SF      ^ 

da  cb 


1)       2^cA/^^=-^'   2rxr' 


Wir  stellen  nun  noch  die  Forderung,  daß  die  Koeffizienten  a  und  b  durch 
die  Gleichungen  1)  linear  bestimmt  sein  sollen. 

Hieraus  folgt,  daß  dF:  dXr  eine  lineare  Funktion  der  Xr  sein  muß. 

Wir  erhalten  daher  für  F  eine  symmetrische  quadratische  Funktion  der  X^, 
die  nur  die  Quadrate  der  Xr  enthält.  Da  ein  gemeinsamer  Faktor  oder  ein  von 
den  Xr  unabhängiges  Glied  ohne  Einfluß  auf  den  Eintritt  eines  Minimums  sind, 
so  ergibt  sich  für  F  die  Funktion 

2)  .   F^ii  +  ii  +  kl  +  ...  +  kl     . 

Bezeichnen  wir  Xr  als  die  Abweichung  der  Geraden  vom  Punkte  /V»  so 
liegt  hiernach  diejenige  Gerade  den  Punkten  /j,  Z^,  ,  ,  .  P^  möglichst 
nahe,  für  welche  die  Summe  der  Quadrate  der  Abweichungen  von  den 
Punkten  P^^  /^  .  .  .  ein  Minimum  wird. 

Aus  2)  folgt 

"o  •  n  5    ^Xr-=  aXr-\-  b  ~  yr      . 

l        dXr 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

A  ^1  +  A  ^2  +  •  •  •  +/«^«  ^IP^]     » 

A  +A  +  ---+A^!>]    » 

so  ergeben  sich  zur  Bestimmung  von  a  und  b  die  Gleichungen 

3)  [  je:  ^]  Ä  +  [x]  b  =  \xy]     , 

4)  [x]a  -\-  nb  =  [ j]     . 

Aus  4)  folgt,  daß  die  durch  3)  und  4)  bestimmte  Gerade  den  Punkt  ent- 
hält, der  die  Koordinaten   hat 

X  =^      (-^1  +  ^2  +  •••)»      y  =  —  Ol  +  y-i  +  •  •  •)     » 
n  n 

dies  ist  der  Schwerpunkt  der  gegebenen  Punkte. 

3.  Zur  Bestimmung  der  Ebene  T,  die  n  gegebenen  Punkten  P^. 
^2,  »  '  »  Pn  möglichst  nahe  liegt,  genügen  die  zur  Lösung  der  vorigen  Auf- 
gabe getroffenen  Bestimmungen.    Die  Ebene  T  wird  durch  die  Forderung  bestimmt 

/^  ^E  AJ  +  AI  +  .  .  .  +  AJI  ==  Minimum, 

Air  ö  Xr  ~|~  ^  j  r     \~  ^  *'/'        > 

wenn   T  die  Gleichung  hat 

zr-^ax-\-b\-^c 


1) 


§  1 
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Hieraus  folgen  die  Gleichungen 


1  ^cF     eXr       ^.  ^ 


1  ^^f"^     ^ 


=  y.Kyr  =  0 


db    ^ 


\^'S-'-h=^^i 


2^  dl 


C  C 


0 


Zur  Bestimmung  von  a,  b,  c  hat  man  daher  den  linearen  Verein 

[x  x\  a  +  \xy\  b  •\-\pc\c  ^==\xz\     , 

\xy\  a  +  \yy\  b  +  {y\  c  =  \y  z]     , 

\x]  a+    [y\b  +  nc    =   [z]     . 

Die  letzte  Gleichung  zeigt,  daß  T  den  Schwerpunkt  von  /\ ,  /g,  . . .  -P«  enthält. 
4.    Die  hneare  Funktion 

1)  ^^1  ÄTi   +  ^2  ^2    +   ^  ^3  +  •  •  •  +  fl^w-l^w  — 1  +  ^m 

kann  für  die  gegebenen  Wertvereine 


i  X 


2) 


11    » 


'21   » 


^12  >       "^22  > 


^!3  »       "^28  » 


'81  » 


•^82  » 


X 


83  » 


•^1 «  >       "^2 »  »       "^3 «  »     •  •  • 
«  >  /« 

im  allgemeinen  nicht  die  gegebenen  Werte 

^)  y\ »  Js »  .)'3 »  •  •  •  yn 

annehmen.  Die  Fimktion  1),  welche  für  den  Verein  2)  solche  Werte  annimmt, 
die  den  Zahlen  3)  möglichst  nahe  liegen,  kann  durch  geeignete  Erweiterung  der 
in  Nr.  2  durchgeführten  Betrachtungen  ohne  neue  Annahmen  bestimmt  werden, 
nämlich  aus  der  Forderung 

^1  +  ^2  +  ^3  +  •  •  •  +  >!«  =  Minimum     , 

^/-  ^=  ^1  -^1  r  +  ^2  -^2^  "h  •  •  •  +  ^w  — 1  •^«r  —  1,  r  4"  ^w  —  ^V 


4) 


ö) 


Aus  4)  ergibt  sich  zur  Bestimmung  der  unbekannten  Koeffizienten  a<^^  a^y  , , ,  a 

K  ^i]  ^1  +  [^1  ^2]  ^2  +  •  •  •  +  [^1  -^«-i]  öTw-i  +  M  am  =  [xiy]     y 

K  ^2]  ^1  +  [-^2  ^2]  ^2  +  •  •  •  +  [^2  ^m- 1]  ««- 1  +  M  «^r  =  L-^S  j]       » 


[xix„t-i]ai  +  [x2X„,^<i\a2  +  ...  +  [x,„^iX„,^i]a,„^i  +  [x„,_i]a,„=[x^-.i}']  , 

K]  ^1  +  [^2]  a^  +  "'  +  [x^-i]  Ä,«_i  +  /?  a„,  =  ly]     . 
Zufolge  der  letzten  dieser  Gleichungen  wird  die  Gleichung 

^1  ^1  +  ^2  -^2  +  •  •  •  +  ^w— 1  >^w— 1  +  ^«  =  J' 
befriedigt,  wenn  man  statt  jCj ,  jf^ »  ^s »  •  •  •  J  ^^^  Werte 

1 


« 


(.Vi   +  >'2  +  •  •  •) 


d.  i.  die  arithmetischen  Mittel  der  für  die  .r^,  a:,,  ...  v  gegebenen  Zahlen  setzt. 
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5.    Durch  {m  -{-  1)  Punkte  ist  eine  Kurve  C  von  der  Gleichung 

unzweideutig  bestimmt.  Sind  n  Punkte  gegeben  und  ist  « >  w  -j-  1 ,  so  kann 
man  nach  der  Kurve  C  fragen,  der  die  gegebenen  Punkte  möglichst  nahe  liegen. 
Da  die  Kur\'engleichung  die  zu  bestimmenden  Konstanten  Oq,  a^,  ...  a^ 
linear  enthält,  so  wird  man  die  bisher  angewandte  Methode  auch  auf  den  vor- 
liegenden  Fall   ausdehnen,   und    die   Kurve   als  Lösung   der   Aufgabe   betrachten, 

für  welche  „         «         .,  o 

^1  +  >l2  +  ^3  +  •  •  •  +  ^»  =  Minimum     , 

Setzt  man  die  Differentialquotienten  von  1)  in  Bezug  auf  oqj  öi,  ög,  ,  .  .  a^ 
gleich  Null,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Uk  den  Verein 

«  ^0  +  W  «1  +  [-^T  ^  +  •  •  •  +  M  ^m  =  [;']     , 
\x]  ^0  +  [x^  ay  +  \x^  ^2  +  .  . .  +  [jt-'^'+i]  a^  =  [xy^     , 

k'l  ^0  +  k']  ^1  +  W\  o,  +  .  .  .  +  [x-'+«J  a„,  =  [x^y]     , 


1) 


1) 


6.    Die  periodische  Kurve  C 

y  =  a^  -\-  Oy  cosjc  +  Og  cos2  ^  +  •  •  •  +  ^w  cos;«  jc 
-f-  by  Binx  +  ^2  sin2  ;c  +  •  •  •  +  ^w  sinw  x 

ist  durch  2  m  -\-  1  Punkte  bestimmt. 

Sind  n  Punkte  gegeben  («  >  2  /«  +  1)  und  bestimmt  man  eine  diesen  Punkten 
möglichst  gut  sich  anschließende  Kurve  C  wieder  durch  die  Bedingung 

AJ  +  ^2  +  ^3  +  •  •  •  +  ^»  =  Minimum     , 
Xr=^  ^0  -{-  aiCOSXy-\-  .  .  .  +  ^isinj:^  ...  — y^     , 
so  erhält  man  für  die  Koeffizienten  öTq,  a^,  ...  ^^ ,  ...  die  Gleichungen 

'  \cospx\aQ  -{-  [cosjc  cos/jc]  ^1  -[-  [cos2a:cos/jcJä2  +  •  •  •  +  fcos««^cos/jc]  ö«^ 
+  [sin^  cos/jc]  dy  -\-  [sin  2a;  cos/jc]  d^  +  .  .  .  +  [sinwjc  cos/ jc|  d^ 

=  [y  cos/jf]      , 

[sin/jcj  ÖQ  +  [cosjTsin/jcJ  a^  -\-  |cos2jcsin/;c]  Og  +  .  .  .  +  [coswjcrsin/^]  a„ 
+  fsin:r  sin/;cl  d^  -\-  [sin2jt:  sin/jcj  ^^  +  .  • .  +  [sinwjc  sin/jt]  ^« 

=  [y  sinpx]      , 
/  =  0 ,  1 ,  2 ,  3 ,  .  .  .  w 

Diese  Gleichungen   lassen   in   einem   besondern  Falle    eine  einfache   Lösung 
zu.     Sind  nämlich  die  x  so  gewählt,  daß 

Xr^  1=  rcp  ,     q^  =  2  71  :  n     , 

so  erhalten  die  Gleichungen  Koeffizienten  von  der  Form 

[cos/:r  cos^^] 
=  1  +  cospcpcosqq)  +  cos 2/^»  cos 2  ^97  +  •  •  •  +  cos(;/  —  l)/9?cos(«  —  1)^7'     » 

[cos/jcsin^jr] 
=^  cosp(f>s\iiqq?  -f  cos 2/ (jp  sin 2 ^99  +  .  .  .  +  cos(;/  —  l)/99sin(/^  —  ^)^^      » 

[sin/:r  sin^;c] 
=  sin/99sin^9?  -f-  sin 2/9' sin 2  (79?  +  •  •  •  +  sin(;/  —  l)/9?sin(;z  —  ^)^<p 
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In  diesen  Reihen  setzen  wir 

cosa  cos/8  =  1  [cos(a  —  ß)  +  cos(a  +  ß)]  ,     sina  sin^  =  |[cos(a  —  ß)  —  cos{a+ß)\  , 

cosa  sin/?  =  J  [sin(a  +  ß)  —  sin(a  —  ß)]     , 
und  erhalten 

[cos/j:  cos^j^I  =  ^  ^cos^(/  —  ^)q)  +  7^-^  coSi*(/  +  ^/)  99     , 


-^) 


U  "0 

«— l  ^  «— 1 


|cos/*  sin j^ jr)  =  y^  sin^(/  -r  9)qp—    -^  sini(p    -  q)(p     , 


2    . 

«—1  ^     »— 1 


1     ^-1  1    ^C  * 

|sin/A:  sin^^]  =      ^^  cos^(/  —  ^)9?  —  ./^^  cos^(/  +  ^)9?     . 

Setzt  man   in 

(1  --  c«)  :  (1  -  5)  =  1  +  5  +  s«  +  5'^  +  . . .  -f-  2"-i 
für  z  die  komplexe  Zahl 

i;  =  cos(/  ~  ^)  9^  +  /  sin(/  x  ^)  9?     , 

so  ist,  wenn  die  ganzen  Zahlen  p  und  ^  nicht  gleich  sind,   1  —  3  von  Null  ver- 
schieden und  5"  =  1 :  daher  ist 

1  _|_2_|-s2_|...  .  +  5r«-i  =  0     . 

Die  Sonderung  des  Realen  und  Imaginären  gibt 

//  — 1  «—1 

3)  ^cosk{p  ±q)(p  =  0  y      ^s\nk{p  ±  q)  (p  =- 0     . 

0  1 

Für  den  Fall  p  ^^  q  erhält  man  aus  2)  unter  Rücksicht  auf  3) 

4)  [cos*/Jc]  =  J«  ,     [sin^^jc]  =  i« 

Mit  Hilfe  von  2),  3),  4)  ergeben  die  Gleichungen  1)  die  Auflösimgen 

1  2  2 

^^0  =       b'l  '     ''>t  =       [^cos^^r],     bk=       [^'sm^orj  *). 
n  n  n 

7.  Die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  (Quadratsummen),  die  wir  in 
den  Abschnitten  Nr.  2  bis  6  angewandt  haben,  läßt  sich  auch  in  den  Fällen 
Nr.  1  verwenden.  Wird  zu  den  gegebenen  Zahlen  «j ,  Og »  •  •  •  ^«  ^^^^  T^dkA  fx 
so  bestimmt,  daß 

Af  +  A2  +  •  •  •  +  ^»  =  Minimum     , 

so   folgt  zur  Bestimmung  von  /i  die  Gleichung 

{}x  —  a^  +  (11  —  a^  +  (//  —  <?3)  +  •  •  •  +  (i"  —  ^«)  =  ^>     » 
aus  welcher  man  erhält 

//  =        (^1  +  <^  +  «:{  +  •••  +  <^«)      • 


*j  Weitere  Ausführungen,  auch  in  Bezug  auf  Kurven  von  gegebenem  Charakter,  die 
zwischen  gegebeneu  Abscissen  einer  gegebenen  Kurve  möglichst  nahe  liegen,  sowie  historische 
und  kritische  Bemerkungen  über  die  verschiedenen  Methoden,  die  Ausgleichungsrechnung  zu 
begründen,  findet  man  bei  Henkp:,  Die  Methode  der  kleinsten  Quadrate.  Inaugural- 
dissertation.    Leipzig  1868,  2.  Auflage,  1894. 
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§  2.     Beobachtungsfehler. 

1,  Bei  keiner  Messung  kann  man  mit  Sicherheit  behaupten,  daß  das  durch 
sie  gewonnene  Resultat  vollkommen  genau  sei.  Auch  das  sorgfältigst  gearbeitete 
Instrument  hat  Fehler;  auch  der  vortrefflichste  Beobachter,  dessen  Sinne  und 
Urteil  aufs  beste  beanlagt  und  geschult  sind,  gelangt  an  Grenzen,  an  welchen 
sein   Urteil  anfängt,  unsicher  zu  werden. 

Die  Fehler  einer  Messung  teilt  man  ein  in  konstante  und  in  zufällige 
Fehler.  Unter  konstanten  Fehlern  versteht  man  Fehler,  die  durch  solche  Ab- 
weichungen vom  idealen  Baue  des  Instruments  herrühren,  die  während  einer 
hinlänglich  großen  Zeit  sich  nicht  merklich  ändern,  sowie  die  von  der  Individualität 
des  Beobachters  abhängigen  Fehler,  sofern  sie  sich  immer  in  einem  bestimmten 
Sinne  geltend  machen.  Alle  übrigen  Fehler,  die  von  den  wechselnden  äußern 
Umständen  (Handhabung,  gegenseitiger  Lage  der  Teile  des  Instruments,  Tem- 
peratur der  Luft,  Bestrahlung  durch  die  Sonne  u.  s.  w.)  in  einer  Weise  abhängen, 
daß  sich  die  Bestimmung  ihres  Einflusses  der  Beurteilung  entzieht,  werden  als 
zufällige  bezeichnet. 

Die  konstanten  Instrumentfehler,  sowie  die  konstanten  Fehler  des  -Beobachters 
müssen  zunächst  möglichst  scharf  bestimmt  werden:  dies  erfolgt  durch  Messungen, 
die  genaue  Prüfungen  der  Resultate  zulassen:  diese  Messungen  werden  unter 
möglichst  günstigen  Umständen  und  mit  der  größten  Sorgfalt  ausgeführt,  so  daß 
man  sicher  sein  kann,  daß  dabei  die  zufälligen  Fehler  auf  ein  Minimum  herab- 
gedrückt  sind.  Die  zufälligen  Instrumentfehler,  sowie  die  zufälligen  Fehler  des 
Beobachters  fassen  wir  unter  der  Bezeichnung  zufällige  Messungsfehler 
zusammen. 

Wir  nehmen  in  allen  folgenden  Betrachtungen  an,  daß  die  bestimmbaren 
konstanten  Fehler  ermittelt  und  die  Beobachtungsresultate  dementsprechend  ver- 
bessert worden  sind:  so  daß  nur  noch  die  Ausgleichung  der  zufälligen  Messungs- 
fehler erübrigt. 

2.  Hat  man  eine  Größe  direkt  wiederholt  gemessen,  oder  hat  man  zur  Be- 
stimmung mehrerer  Unbekannten  mehr  Gleichungen  durch  Messung  bestimmt, 
als  zur  Ermittlung  der  Unbekannten  nötig  sind,  so  werden  die  für  eine  Un- 
bekannte direkt  erhaltenen  Werte,  bezw.  die  für  mehrere  Unbekannte  aus  ver- 
schiedenen Kombinationen  der  Gleichungen  abgeleiteten  Werte  zufolge  der 
zufälligen  Messungsfehler  nicht  vollständig  übereinstimmen;  es  kommt  nun 
darauf  an,  für  die  Unbekannten  solche  Werte  zu  ermitteln,  die  sich 
den  Messungsresultaten  möglichst   gut   anschließen. 

Die  Berechnung  dieser  Werte  führt  den  Namen  Ausgleichungsrechnung. 

Dieselben  Gründe,  die  uns  bei  den  Aufgaben  des  vorigen  Abschnitts  auf 
die  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  geführt  haben,  sind  auch 
für  die  Ausgleichungsrechnung  maßgebend*):  wir  stellen  daher  als  Grundlage 
der  Ausgleichungsrechnung  den  Satz  auf:  Die  ausgeglichenen  Werte  der 
Unbekannten  sind  so  zu  wählen,  daß  die  Summe  der  Quadrate  der 
Abweichungen  möglichst  klein  wird,  wobei  wir  unter  Abweichung  den 
Unterschied  des  Wertes  einer  Funktion,  den  sie  für  die  durch  die  Ausgleichunfi 
gefundenen  Werte  der  Unbekannten  annimmt,  und  des  durch  Beobachtung  ge- 
fundenen Betrags  der  Funktion  verstehen. 

§  3.     Ausgleichung    direkter    Beobachtungen. 

1.  Hat  man  durch  n  direkte  Messungen  für  dieselbe  unbekannte  Größe  die 
mit  den  zufälligen  Fehlern  behafteten  Bestimmungen  .v, ,  x, ,  .v.,,  .  .  .  erhalten, 
und    hat    man    keine    Veranlassung,    diesen    Beobachtungen     ungleiche    Gewichte 

*}  Diese   Beijründimg  der   Ausf»leichungsrcchuuii£j  ijab  Hknkk,  a.  a.  O. 
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zuzuerkennen,  so  ist  der  ausgeglichene  Wert  der  Unbekannten  (§  1,  1) 

1 


X 


n 


\^\  ~r  "^2  "^  **^8  ~r  •  •  '  ">    ^^) 


Die  Abweichungen  sind 

Unter  der  mittleren  Abweichung  X  versteht  man  die  Zahl,  deren 
Quadrat  das  arithmetische  Mittel  der  Quadrate  der  einzelnen  Ab- 
weichungen   ist.     Hiernach  ist 

1 


X^ 


n 


(A?  +  A?  +  . . .  +  Xl) 


Die  mittlere  Abweichung  dient  dazu,  die  Übereinstimmung  der  Beob- 
achtungen jCj,  x^,  .  .  .  abzuschätzen;  je  kleiner  X  bei  verschiedenen  Beobachtungs- 
reihen für  dieselbe  Unbekannte  sich  ergibt,  um  so  größere  Übereinstimmung 
zeigen  die  Beobachtungen  der  betreffenden  Reihe. 

*2.    Beispiel. 

Für  die  geographische  Breite  der  Ofener  Sternwarte  fand  Littrow  folgende 
10  Resultate*) 

Xk      ,     ^k 


Nr.  JC|. 


1  47«  29'  11",5  I  +  0,5 

2  1 2",2  I  —  0,2 

3  12",8  !  -  0,8 

4  1  V\2  ,  +  0,8 

5  11",7  1  +  0,3 

6  12",3    -  0,3 

7  IIV)    +0,5 

8  11",9    +0,1 

9  I  12",4    -  0,4 
10  ,  12'',5    —  0,5 

a;=:47  0  29'  12",0    ~ 


0,25 
0,04 
0,64 
0,64 
0,09 

0,09 
0,25 
0,01 
0,16 
0,25 


Da    die   xie  nur  in  den  Sekunden-Einern  abweichen,    so  genügt  es,   zur  Be- 
rechnung von  X  die  Einer  und  Zehntel  zu  addieren  (die  Summe  beträgt  20)  und 
den  zehnten  Teil  der  Summe  zu  47«  29' 10"  zu  addieren. 
Aus  der  letzten  Spalte  folgt 

[X^  -  2,42     . 
Daher  ist 

A  =  y2,42  :  10  =±0,49     . 

3«  Wenn  man  Grund  hat,  einzelne  Beobachtungen  einer  Reihe  für  wesent- 
lich zuverlässiger  (oder  minder  zuverlässig)  zu  halten  als  die  andern,  so  drückt 
man  diesen  Unterschied  dadurch  aus,  daß  man  den  Beobachtungen  ungleiche 
Gewichte  beilegt. 

Haben  die  Beobachtungen  x^^  jCg,  x.^,  ...  der  Reihe  nach  die  Ge- 
wichte /i »  ^2  >  /s »  .  .  •  >  so  ist  der  ausgeglichene  Wert 

A  ^1   +  /2  -^2  +  A  ^8  +  •  •  • 


X  = 


P\  +  P'i  +A  +  •  •  • 


*)  LiARGRE,  Calcul  des  probabilites  et  theorie  des  erreurs,  Brüssel  1852.     S.  204. 
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Die  aus  der  Gleichung 

A2  = 


A  +A  +A  +  ••  • 


bestimmte  Zahl  bezeichnet  man  in  diesem  Falle  als  die  mittlere* Abweichung 
der  Gewichtseinheit. 

4«    Beispiel. 

Bei  einem  Repetitionstheodoliten  ist  außer  dem  Femrohre  auch  der  horizon- 
tale Teilkreis  um  eine  vertikale  Achse  drehbar;  man  kann  daher  das  Fernrohr 
für  sich  allein  um  die  Vertikale  drehen,  während  der  Teilkreis  feststeht,  kann 
aber  auch  den  Teilkreis  in  fester  Verbindung  mit  dem  Femrohre  drehen.  Um 
den  Winkel  zwischen  den  Vertikalebenen  zweier  Objekte  A  und  B  zu  bestimmen, 
richtet  man  das  Fernrohr  auf  A  und  liest  die  Stellung  des  Nonius  ab;  dreht  dann 
auf  Bi  verbindet  das  Femrohr  mit  dem  Teilkreise  und  dreht  beide  zusammen 
zurück,  bis  ersteres  auf  A  gerichtet  ist  u.  s.  f.  Nachdem  die  Drehung  des  Fern- 
rohrs von  A  nach  B  genügend  oft  wiederholt  worden  ist,  liest  man  die  Stellung 
des  Nonius  ab  und  addiert  zur  Ablesung  die  Anzahl  ganzer  Umdrehungen,  die 
der  Nonius  während  der  Beobachtungen  auf  dem  horizontalen  Teilkreise  zurück- 
gelegt hat.  Zieht  man  von  der  so  gewonnenen  Zahl  die  erste  Stellung  des 
Nonius  ab  und  teilt  den  Unterschied  durch  die  Zahl  /,  welche  angibt,  wie  oft 
das  Femrohr  von  A  nach  B  gedreht  worden  ist,  so  erhält  man  den  gesuchten 
Winkel.  Durch  eine  größere  Anzahl  von  Repetitionen  entfernt  man  fast  ganz 
den  Einfluß  des  Teilungsfehlers  des  Instruments,  so  daß  nur  noch  der  Einfluß  der 
Visurfehler  übrig  bleibt:  man  kann  einen  durch  p  Repetitionen  gemessenen 
Winkel  als  das  arithmetische  Mittel  aus  /  Einzelmessungen  betrachten  und  setzt 
daher  das  Gewicht  desselben  der  Zahl  p  verhältnisgleich. 

Man  hat  einen  Winkel  vierzehnmal  durch  Repetition  gemessen  und  betrachtet 
die  Repetitionszahlen  p  als  die  Gewichte  der  Beobachtungen;  die  Zahlen  p^  die 
Messungsresultate,  den  ausgeglichenen  Wert  des  Winkels,  die  damit  berechneten 
Xj^i  X\  und  Pk)^  sind  in  folgender  Tafel  zusammengestellt;  die  mit  p^Xj^  über- 
schriebene  Spalte  enthält  der  Kürze  wegen  nur  die  Sekunden  von  Xi^  mit  p^ 
multipliziert. 


Nr.  I  p> 


X, 


Pk^k 


l\ 


Pk^l 


1 

i) 

17<>r)6'4:V',00 

225,00 

-    5,22 

27,248 

136,24 

2 

4 

31,25 

125,00   +    8,53 

72,761 

291,04 

3 

5 

42,50 

212,50          2,72 

7,398 

36,99 

4 

3 

45,00 

135,00          5,22 

27,248 

81,74 

5 

3 

37,50 

112,50   +    2,28 

5,198 

15,59 

6 

3 

38,33 

115,00 

+    1,45 

2,103 

6,31 

7 

3 

27,50 

82,50    +12,28 

150,798 

452,39 

8 

3 

43,33 

130,00          3,55 

12,603 

37,81 

9 

4 

40,63 

162,50      -    0,85 

0,723 

2,89 

10 

2 

36,25 

72,50   +    3,53 

12,461 

24,92 

11 

3 

42,50 

127,50 

2,72 

7,398 

22,19 

12 

3 

39,17 

117,50 

+    0,61 

0,372 

1,12 

13 

2 

45,00 

90,00 

-      5,22 

27,248 

54,49 

14 

3 

40,83 

122,50 

--    1,05 

1,103 

3,31 

46 


1830,00 


1167,03 
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Die  letzte  Zeile  enthält  die  Summen 

Aus  ihnen  ergibt  sich 

;c=17»ö6'  +  i^— =17or,6'39".78     , 

4G 

k=  ±  5",037     . 

5.  Man  habe  durch  direkte  Messungen  und  Ausgleichung  für  k  Zahlen  die 
ausgeglichenen  Werte  X^,  X^^  A'3,  .  .  .  und  die  zugehörigen  mittleren  Ab- 
weichungen ^1,  Aj,  -/I3,  . .  ,  erhalten;  setzt  man  eine  Größe  X  mit  Hilfe  der 
^1 ,  ^2 »  •  •  •  "^^  gegebener  Koeffizienten  a^,  a^t  ...  in  der  Weise  linear  zu- 
sammen 

X=  ai  A'i  -f  a^  ATg  +  a^  X^ 


so  fragt  es  sich,  wie  groß  die  mittlere  Abweichung  A  dieser  linearen 
Funktion  ist,  wenn  man  unter  einer  einzelnen  Abweichung  den  Unterschied 
der  mit  Hilfe  der  ausgeglichenen  Werte  hergestellten  Zahl  X  und  der  mit  Hilfe 
irgend  einer  Kombination  der  Beobachtungswerte  hergestellten  bezeichnet. 

Ist  Xiaf  Xißy  Asy,  ...  eine  Kombination  einzelner  Abweichungen  der  A\, 
X.,,  X.^t  .  .  .  ,  so  ist  die  dazu  gehörige  einzelne  Abweichung  der  linearen  Funktion 

Hieraus  folgt 

-{-  2  ai  a%Xia^%fi  +  2^1  ^s^ia  ^Sy  +  •  •  • 

Wir  ersetzen  hierin  Ai«,  X%ßt  .  .  .  der  Reihe  nach  durch  jede  Kombination 
der  einzelnen  Abweichungen  und  nehmen  das  arithmetische  Mittel  aller  so  ent- 
stehenden Werte  A'io^ 

Sind  /?|,  //g,  «3,  .  .  .  Beobachtungen  zur  Bestimmung  von  X^j  X^f  X^y  . .  . 
gemacht  worden,  so  ist  die  Anzahl  aller  Kombinationen 

W  =  Äj  Ä^  /I3  . .  .  /Ij^      . 

Für  das  arithmetische  Mittel  A-  hat  man 

PI  PI 

m  Ä^  ---  äi SXia  +  di       2}\ß  +  •  •  • 

-\-  2  ai  a2  '  ^^la  ^^2ß  +  2  ^1  03  •  —  2!kia  2kzY  ~^  •  • ' 

Aus  dem  Begriffe  des  arithmetischen  Mittels  folgt,  daß  die  algebraische 
Summe  der  Abweichungen  aller  einzelnen  Beobachtungen  vom  Mittel  verschwindet, 
also  ist 

^  Aifx  =  ^  A2fi  =  ^  A3  j,  =  .  .  .  =  0 

Berücksichtigt  man  noch,  daß 

-^  ^1«  =  ^1  -^1  »        -^  A2a  =  ^2  ^2  •  •  •      » 
so   ergibt  sich  schließlich 

Ä'  ^  a'tÄi  +  4Äi  -r  alA'i  +  .  .  . 

6.  Ist  X  keine  lineare  Funktion  der  Xjt,  so  kann  man  unter  den  Voraus- 
setzungen, daß  der  Taylor  sehe  Satz  auf  A"  für  die  Werte  der  X/^y  welche 
innerhalb  der  durch  Beobachtung  gewonnenen  Zahlen  liegen,  anwendbar  ist,  und 
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daß    man    nur   die    erste    Potenz   der   Abweichungen   zu   berücksichtigen   braucht, 
setzen 

wobei 

cX 

wenn    mau   in    diesen   Differentialquotienten    für    -Y^,    A^g,  .  .  .   die    ausgeglichenen 
Werte  setzt. 

7.  Beispiel.  Man  hat  in  einem  Dreiecke  ABC  die  Seiten  BC  ^^  a  und 
die  Winkel  CBA  =  ß  und  BCA  =  y  bestimmt;  diese  Werte  seien  mit  den 
mittleren  Abweichungen  Aay  Aßy  Ay  behaftet  Für  den  dritten  Winkel  a,  den 
Halbmesser  r  des  eingeschriebenen  Kreises  und  die  beiden  andern  Seiten  b  und  c 

hat  man 

a=im^-ß-y     , 

a 
r=       .     -i        ^=2rsin5,       ^=2rsiny 
2  sm  a 

Die  mittlere  Abweichung  von  a  ist 


A„  =  V^J  +  Äi 


Da  man  hat 


er  1  er  acosa 


so  ist 


da       2sina'        ca  2sin2a 


1 


^''  =  o   •    9    Vsiii  '^^  •  A'i  +  ^^  cos  2a  .  .1^     . 
2  sm^a 

Ferner  ergeben  sich 

Ai  =  2  ysin-^/S  .  Äi  +  r''co8'^ß'  ^     , 


J^  =  2  y  sin  ->  .  .d2  _|_  ^2  cos  2y  .  yl 


§  4.     Ausgleichung   vermittelnder   Beobachtungen. 
1.    Für  die  gegebenen  Koeffizienten 

dfj  ,        ^1  »        ^1  >     •  •  • 

CC.)         y  Vif         I  &4)         }  .        .        • 


■«  » 


habe  man  die  Werte 
der  linearen  Funktionen 


a.t  X  -\-  b^  y  -{-  c,t  z  -\-  ... 

beobachtet;     allen    Beobachtungen    sei    dasselbe    Gewicht    zuerkannt. 
Die  Anzahl  der  Unbekannten  »v,   )•,  ::;,...  sei   kleiner  als  //.    Die  ausgeglichenen 
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Werte   der  Unbekannten  erhält  man  durch  die  Bedingung  (§  1,  Nr.  4), 

Äj  +  /|  +  X5  +  .  .  .  +  >12  =  Mininaum     , 

aus  dem  linearen  Vereine 

[ä ö) :r  +  [^ b\y  -\-  \a c\z  -\-  .  ,  .  ^  [a u\     , 
[ab]x  +  \bb\y  +  [bc\z  +  ..,  =  [b  u]     , 


1) 


[dr  r]  Jt:  +  [b  c]y  -\-  [c  c]z  -\-  .  ,  ,  =  [c  u]     , 


Diese  Gleichungen   werden    nach  Gauss    als    die  Normalgleichungen  be- 
zeichnet.    In  der  Determinante 


D  = 


[aa\ 
[ab] 
[ac\ 
[ad\ 


[ab\ 
[bb\ 
\bc\ 
\bd\ 


[ac\ 
\bc\ 
[cc\ 
cd\ 


[ad\ 
\bä\ 
[cd\ 
[dd\ 


'    •     i 


haben  symmetrisch  zur  Hauptdiagonale  stehende  Glieder  denselben  Koeffizienten. 
Bezeichnet  man  den  Koeffizienten  des  >&-ten  Gliedes  der  /-ten  Zeile  mit  a,/-,  so 
folgen   aus   1)  die   ausgeglichenen  Werte 

/  1 

-^  =  2)  ^^^  ^J  ^11  "^  ^^  "J  "-*  +  [^  «]  «31  +  •  •  •)       » 


2.  Mit  Hilfe  der  soeben  berechneten  Werte  erhält  man  für  die  Abweichung 
einer  Beobachtung 

Ar  =  a^  X  -\-  bry  -\-  CrZ  -\-  .  ,  ,  —  Ur 

Für  die  mittlere  Abweichung  hat  man 

A-  =  —  (Ai  +  ^2  +  A3  +  . . .  -1"  A*,)     . 
n 

Um  die  Schärfe  der  Bestimmung  jeder  einzelnen  Unbekannten  abzuschätzen, 
kann  man  an  jeder  Beobachtung  «^  eine  Verbesserung  anbringen,  die  dem  ab- 
soluten Werte  nach  der  mittleren  Abweichung  A  gleich  ist,  und  die  hierzu  ge- 
hörigen verbesserten  x,  ^,  5,  .  .  .  nach  Nr.  1,  2)  berechnen.  Da  man  keine  Ver- 
anlassung hat,  positive  Verbesserungen  vor  den  negativen  auszuzeichnen,  so  wird 
man  alle  möglichen  Vorzeichenkombinationen  für  A  wählen,  und  aus  den  sich 
ergebenden  Verbesserungen  der  Unbekannten  mittlere  Abweichungen  "k^t  ^y»  •  •  • 
berechnen. 

In  der  Gleichung 

^  =  ^  (|rt//']a,i  +  \bii\a.^y  +  •  •  0 
ist    i/r    das    Mittel    aus    //^    i    A   und   u*r  —  A;    zur  Bestimmung  von  A^  kann  man 
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daher  die  Gleichung  für  J  §  3,  Nr.  5  benutzen.     Setzt  man  in  derselben 

so  erhält  man 

1)        n^  .  Xl  =  X^  [(«1  Oll  +  ^1  ai2  +  .  . .)"  +  (^  «11  +  i^2  «12  +  •••)*  +  ••  -1      • 
Setzt  man 

2)  öSiOii  +  ^/ai2  +  ...-=  Ai     , 

multipliziert   die    hieraus   für  i  =  1,  2,  3,  ...   hervorgehenden   Gleichungen    der 
Reihe  nach  mit  A^,  ^g »  ^3 »  •  •  •  »  ^^^  addiert,  so  erhält  man 

3)  [aA]a,i  +  [dA]a,.,  +  ...  =  [AA\     . 

Multipliziert  man  die  Gleichungen  2)  mit  a,-  und  addiert,  so  entsteht 

[a  a]  a^i  +  [a  ^]  a^g  +  •  •  •  =  [^  ^| 
Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  die  Determinante  £>;    daher  folgt 

\aA\=D     . 
Multipliziert  man  dagegen  2)  mit  ^/,  bezw.  ^/,  di^  .  .  .  ,  so  erhält  man 

\a  b\  an  +  [^  ^]  ax2  +  .  . .  =  [^  ^1     , 

\a  c\  an  +  [^  ^1  ai2  +  . .  .  =  [^  ^]     , 
fa/3?] a^  +  [^^  Oij  +  .  . .  =  f^^J     , 


Die    linken    Seiten    dieser    Gleichungen    verschwinden    identisch.      Folglich 

ergibt  sich   aus  3) 

{AA\  =  D  ^  a^^      . 


Daher  hat  man  schließlich 


^  D 


und  ebenso 


/ 


4) 


AJ  =  A«  . 


A^  =  A2  . 


D 

«33 


Je  schärfer  die  Bestimmung  einer  Unbekannten,  je  kleiner  also  die  auf  sie 
gemäß  dieser  Gleichungen  entfallende  mittlere  Abweichung  ist,  ein  um  so  größeres 
Gewicht  hat  man  derselben  beizulegen. 

Wir  bezeichnen  das  reziproke  Quadrat  der  mittleren  Abweichung 
direkt   als  Gewicht   der  Unbekannten   und    haben   daher   für   die   Gewichte 

P*^  Py^  P^^   '  '  ' 


1       D 
/-      an 

1        D 

^>'     ir-  •  a,, 

Px  •  Py  '  Pz  •  •  •  • 

1      1      1 

•                    • 
•                       • 

«11       «22       «33 

6) 

3,  Numerische  Aufstellung  und  Auflösung  der  Normalgleichungen. 

Zur  Berechnung  der  Koeffizienten  der  Normalgleichungen  bedient  man  sich 
mit  Vorteil  genügend  ausführlicher  Quadrattafeln.  Aus  ihnen  entnimmt  man 
zunächst  die  Glieder  der  Summen 

\aa\,     \bb\,     \cc\,     ... 
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Um  auch  die  übrigen  Summen 

[ad],     [ac],     [de],     ... 
zu  erhalten,  kann  man  von  einer  der  Gleichungen  Gebrauch  machen 

ad^{[{a  +  dy--{a^d)^]  , 
ad==\[{a  +  dr--a^-d^  , 
al,  =  l\a^  +  d^  -(a-  0^]     . 

Wenn  man  die  Normalgleichungen  auflösen  und  zugleich  die  Gewichte  der 
einzelnen  Unbekannten  bestimmen  will,  so  wird  man  am  zweckmäßigsten  das 
folgende  Verfahren  zur  Auflösung  eines  allgemeinen  linearen  Vereins  einschlagen. 
Der  Verein  sei 

(11  .  l)xi  +  (12  .  l)x^  +  (13  .  l)x^  -f  .  .  .  4_  (1  «  .  i)x^  =  {lu'  1)     , 

(21  .  l)jCi+(22  .  1)^3 +  (23.  l)x^  +  ,..  +  {2n.  l)x„  =  (2u>  1)     , 

(31  .  l)x^  +(32  .  l)x^  +(33  .  l)x^  +  ...  +  (3;^  .  i)x^  =  (3  w  .  1)     , 

{nl  •  l)xi  -\~  (n2  '  1)^2  +  (//3  •  1)jc3  +...  +  (««  •  l)x^  =  {nu  •  1)     . 

Hierin  sind  die  Koeffizienten  der  Einfachheit  wegen  durch  in  Klammern 
geschlossene  Ziflernzusammenstellungen  angedeutet;  (tk  *  1)  bedeutet  den  Koeffi- 
zienten von  X/f  in  der  i-ten  Gleichung  des  1.  Vereins;  letztere  Unterscheidung 
ist  notwendig,  weil  noch  mehrere  Vereine  behufs  der  Auflösung  des  gegebenen 
aufgestellt  werden;    {tu  •  1)   bedeutet   die   rechte    Seite    der   i-ten  Gleichung  des 


1.  Vereins. 
Aus  der 

1)  < 

Tafel 

(11  •  1) 
(21  .  1) 

(31  .  1) 

(12  .  1)     (13  .  1) 
(22  .  1)     (23  .  1) 
(32  .  1)     (33  .  1) 

...    (1«  •  1) 
...    (2;/  .  1) 
...    (3  ;/  .  1) 

(1//.1) 
(2  u  .  1) 
(3  «  .  1) 

(nl  .  1) 

(«2.1)     («3.1) 

...   (««  •  1) 

(//  //  .  1) 

berechnen  wir  eine  neue  Tafel, 

C  (22  .  2)     (23-2)    ...    (2 «-2)     (2 «-2) 
(32  .  2)     (33  •  2)    . . .    (8  «  .  2)     (3  »  •  2) 


2) 


wobei 


3) 


(«2  .  2)     («3  •  2)    . 

(ti  •  2)  =  {ik  ■  1) 

{tu  .  2)  =  (///  •  1) 


(//  «  .  2)     («  «  .  2) 
(»l-l) 


(11  .  1) 
(»l-l) 

(11  •  1) 


(1^-1) 


(1  "  •  1) 


Während  wir  die  {ik  •  2)  vollständig  berechnen,  wollen  wir  die  {iu  •  2)  als 
lineare  Funktionen  der  {iu  *  1)  dargestellt  lassen.  Die  Tafel  2)  gehört  zu  dem 
Vereine,  der  durch  Entfernung  von  Xy^  aus  der  ersten  Gleichung  in  Verbindung 
mit  der  zweiten,  dritten  u.  s.  w.  hervorgeht 

In  derselben  Weise,  wie  man  von  1)  zu  2)  übergeht,  gelangt  man  von  2) 
zu  einer  neuen  Koeffiziententafel  3),  von  dieser  zu  einer  vierten  Tafel  u.  s.  w.  Wie 
man  sofort  sieht,  erhält  man  durch  genügend  häufige  Wiederholung  dieses  Ver- 
fahrens schließlich  die   Gleichung 

4)  (//  //  .  «)  Xf,  ^=  {nu  '  rt) 
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Hierbei    ist    die   rechte  Seite   eine  lineare  Funktion  der  {i  u  •  1),    in  welcher 

{n  u  '  1)    den   Koeffizienten   1)    hat.      Vergleicht    man    die    aus    4)    henorgehende 

Auflösung 

„  («//.!)  +  ... 


Xu.   — 


mit 


Xu  = 


(nn  •  //) 

nnnjjfiu  •!)  +  ... 
D 


wobei  D  die  Determinante  des  Vereins  1)  und  a„„  den  Koeffizienten   von  [nn  •  1) 
in  dieser  Determinante  bezeichnet,  so  ergibt  sich 


6) 


(//  n  •  n) 


D 


a 


nn 


Dividiert  man  die  Glieder  der  ersten  Zeile  der  Determinante 

(11.1)  (12  .  1)  ...  (1//  .  1) 


D^^ 


(21  .  1)  (22  .  1)  ..  .  (1«  .  1) 


(/;1  .  1)  («2  .1)  ...  {nn  •  1) 

durch  (11  •  1),  multipliziert  dann  die  Zeilen  der  Reihe  nach  mit 

(21  .  1),     (31  .  1),    ...    (//l  •  1) 

und  subtrahiert  diese  Zeilen  von  Produkten  der  Reihe  nach  von  der  2.,  3.,  .  .  .  «-ten 
Zeile,  so   erhält  man 


D 

(11.1) 


(22  .  2)  (23  .2)  ...  (2  «  .  2) 
(32  .  2)  (33  .2)  ...  (3  ;^  .  2) 

(«2  .  2)  («3  .2)  ...  (nn^'l) 


Dividiert   man   hier   wieder   die  Elemente    der   ersten  Zeile    mit  dem  ersten 

Kiemente,  multipliziert  dann   mit  den  Anfangselementen  der  2.,  3.,  ...  Zeile  und 

subtrahiert  diese  Produkte  nacheinander  von  den  Kiementen  der  2.,   3.,  .  .  .  Zeile, 

so  entsteht 

^  (33  .  3)  (34  .  3)  ...  I 

(43  .  3)  (44  .3)  ... 


(11  .  1)  (22  .  2) 


Wenn  man  dieses  Verfahren   genügend   oft  wic^derholt,  so  erhält  man 

D 

=  (n  n  '  n)     : 


(11.1)  (22  .  2)  (33  .  3)  .  .  .  («  —  1 ,  //   -  1  .  «  -  1) 

also  ist 

7)  />  =  (11  .  1)  (22  .  2)  (33  .3)  ...  (nn  -  n)     , 

und  daher  mit  Rücksicht  auf  (J) 

«)  (inu  —  (11  •  1)  (22  .  2)  (33  .  3)  ...(//  —  !,«       1  •  ;/  -  -  1)     . 

Ohne  von  dem  numerischen  Werte  der  (/// •  1)  Gebrauch  zu  machen,  setzt 
man  5)  in  die  erste  Gleichung  des  [n  l)-ten  Vereins;  diese  Gleichung  enthäh 
außer  x^  noch  :r„_i:  nach  der  Ersetzung  erhält  man  jc„_. i  als  lineare  Funktion 
der  (iu  •  1). 

In  die  erste  Gleichung  des  {n  2)-ten  Systems  setzt  man  nun  die  auf- 
gefundenen Werte  von  x„  und  x„_i  u.  s.  f.,  bis  man  endlich  alle  x  als  lineare 
Funktionen  der  (/// .  1)  ausgedrückt  hat. 
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Multipliziert  man  die  Koeffizienten,  welche  {iu  •  1)  in  diesen  Funktionen  haben, 
mit  der  unter  7)  gefundenen  Determinante  Z>,  so  erhält  man  die  Koeffizienten  a,-^, 
welche  die  Elemente  (ik  •  1)  in  Z?  haben. 

Handelt  es  sich  um  die  Auflösung  von  Norraalgleichungen ,  so  sind  die 
Koeffizienten  der  (iu  •  i)  den  Gewichten/,-  der  Unbekannten  verhältnisgleich;  die 
in  Nr.  2  definierten  Gewichte  werden  aus  den  Koeffizienten  der  {iu  •  /)  durch 
Division  durch  das  Quadrat  der  mittleren  Abweichung  X  erhalten. 

Setzt  man  schließlich  für  die  {iu  •  1)  die  Werte  in  die  für  Xk  gefundenen 
Ausdrücke,  so  hat  man  die  Auflösung  des  gegebenen  Vereins  beendet. 

Kommt  es  nur  auf  diese  Auflösung  an,  und  nicht  auf  die  Bestimmung  der 
a,/fc,  so  kann  man  bereits  vom  Beginne  der  Rechnung  an  von  den  numerischen 
Werten   der  {tu  •  1)  Gebrauch  machen. 

4.  Wenn  die  Beobachtungen  ungleiche  Gewichte  haben,  p^,  /g, 
A»  •  •  •  Pny  so  hat  man  die  Summe 

A Xi+Pi^.  +PiXi  4- . . :  +  A-l« 

ZU  einem  Minimum  zu  machen.    Aus  dieser  Bedingung  ergeben  sich  die  Normal- 
gleichungen   für   den   Fall    ungleicher    Gewichte   zu 

[/ a a]  X  -\-  [p a b\y  -\-  [p a c\z  -\-  .  ,  ,  =  \p u a\     , 

[pab\x  +  \pbb]y  -^\pbc\z  +  ..,  =  \pub\     , 

[pac\x  +  \pbc\y  +  \pcc\z  -f  .  .  .  =  [puc]     , 


1) 


wobei  z.  B. 

\pac\  =  /i  a^  c^  +  ^2  «2  ^2  +  A  ^3  ^8  +  •  •  • 

Hat  man  diese  Gleichungen  nach  Nr.  3  aufgelöst  und  mit  Hilfe  dieser  Auf- 
lösungen die  Abweichungen  der  einzelnen  Beobachtungen  bestimmt,  so  erhält 
man  aus  der  Gleichung 

X2  =  PiK^h  ^  +/3AI  +  .  ._. 

A  +P2  +P:i  +  "  • 

die    mittlere    Abweichung    X   der   Gewichtseinheit. 

Um  die  mittleren  Abweichungen  /^,  X^.,  ...  der  aus- 
geglichenen Werte  der  Unbekannten  zu  erhalten,  hat  man 
den  vorliegenden  Fall  dadurch  mit  dem  Falle  gleicher 
Gewichte  in  Übereinstimmung  zu  bringen,  daß  man 
annimmt,  man  habe  anstatt  lauter  verschiedener  Be- 
stimmungen Gruppen  von  der  Reihe  nach  /i »  ^2  >  /s »  •  •  • 
identischen  Bestimmungen  erhalten.  Alsdann  kann  man 
sofort  die  Gleichungen  Nr.  2,  4)  benutzen,  indem  man 
für  £>  die  Determinante  des  Vereins  1)  und  für  a,/  den 
Koeffizienten  des  z-ten  Diagonalgliedes  dieser  Determi- 
nante setzt. 

5.    Beispiel. 

Zwischen  den  vom  Punkte  Af  (Fig.  (Sl)  ausgehen- 
den Strahlen  A/A,  A/B,  AfC,  MD  wurden  folgende  Winkel  gemessen 

=  A,B=    48^7'  1",4  mit  dem  Gewichte  p^  =  30 


7a^ 

7R,  =  Ay  C  =    96  52  16,8 

UK^  =  A,  D  =  \T)2  54  6,8 

w.^  --^  B,  C  =    48  35  14,3 

7^V,  =i?,  >9  =  104  37  7,8 

7v^  =.  C,  D=    56  1  48,9 


)> 


>» 


1» 


f> 


f» 


»» 


>» 


>» 


» 


» 


>» 


»> 


»» 


M 


>» 


A 

-;^o 

/:, 

-m 

Px 

-  95 

A 

-9.H 

/.; 

-  44 
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Werden   die   drei   ersten  Winkel   mit  f,  »;,  f  bezeichnet,   so   sind  die  sechs 
beobachteten  Größen  durch  sechs  lineare  Gleichungen 

verbunden,  wobei  a^,  ^>,  Ci.  die  Werte  haben 


Wk 


Nr. 


1) 


12     3 


6 


aji. 

1 

0 

0 

1 

1 

0 

h 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

Ck 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

Nimmt  man  als  Unbekannte  die  Unterschiede 

so  erhält  man  Gleichungen  von  der  Form 

dkX-^  hky  -\-  CkZ^Uk     , 
wobei  die  ä^,  bki  Ck  die  Werte   1)  haben,  während  die  Uk  sind 

z/j  =  2^2  =  «3  =  0     ; 


2^4  =  +1,1  ; 


Ur^ 


-2,4;       ««  =  +1,1 


Die  zur  Aufstellung  der  Normalgleichungen  nötigen  Zahlen  sind 


Nr. 


1 
2 
3 
4 
5 
6 


a        b 

.  +1 


c        u      \paa  pah  pac  pbb  pbc  pcc     pau      pbu 


pcu 


20 


+  1 


—  1  +1      .     —1,1  II  25  — 2r>       .       25 

-1      .      +1   +2,4  ,,  28       .       —28     . 
.      —1   +1   —1,1  I     .        .  .44 


26 

27,5  —27,5 
28  —67,2 
44  44         .  48,4 


67,2 

-48,4 


Summen  ||  83  —25  —28  89  -   44  98  —39,7       20,9       18,8 


Daher  sind  die  Normalgleichungen 

83^—  25 j  -  28  5:  =  —39,7 

—  25  ;c  +  89;^  —  44  5r  =      20,9 

—  28:r- 44j/+ 98  5=       18,8     . 

Bezeichnet  man  die  rechten  Seiten  mit  (1  //  •  1),  (2//  •  1),  (3«  •  1),    so  er- 
hält man   durch  Entfernung  von  x 

81,5^  -  52,4  z  =  0,300  (1  //  •  1)  +  (2  «  •  1)     , 

—  52,4^  +  88,6  z  =  0,336  (1  «  •  1)  +  (3  «  •  1)     ; 

die  Entfernung  von  y  ergibt 

.  54,8  z  =  0,529  (1  «  •  1)  +  0,644  (2  //•!)  +  (3  u  •  1) 

z  =  0,00966  (1/^.1)  +  0,01175  (2  //  •  1)  +  0,01825  (3 «/  •  1)  . 

Hieraus  folgt  weiter 

^  =  0,00993(1// .  1)  + 0,0199    (2/^.  l)  +  i),0118    (3  «  -  1)     , 
X  =  0,0184    (1  «  •  1)  +  0,00997  (2  //  •  1)  +  0,00972  (2  «  •  1)     . 
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Für  die  Gewichte  hat  man  daher 

_     1  1 

^"'^^'^^~  184  'T99 


183 


sie    sind    also    nahezu    gleich.      Setzt    man    für    {1  u  •  1),   (2  u  •  1),   (3  u  »  1)   die 
Werte  ein,  so  ergibt  sich 

jc  =  — 0,340,       j^  =  0,244,       s  =- 0,193     , 
oder,  auf  Ilundertstelsekunden  abgerundet 

X  =  —0,34  ,       y  =  0,24  ,  z  =  0,19     . 

Die  ausgeglichenen  Werte  der  sechs  Winkel  sind  daher 

A,  B=  48n7'r',06 
^,  C=  96  52  17,04 
A,D=  152  54     6,99 

B,  C=  48  35  15,98 
^,Z>=  104  37  5,93 
C, /?=  56  1  49,95  *). 

6.    Einige    Schriftsteller    empfehlen    zur   Erleichterung    der    Berechnung    der 
Koeffizienten  der  Normalgleichungen  den  gegebenen  auszugleichenden  Verein 

1)  {  a.^x-\-b^y -]~  c^z  + ...  =  u^     , 


durch  den  folgenden  zu  ersetzen 


2) 


*i 


dx  0*  Ci 

2/i  //«  2/, 


1        , 


-     X  -\ y  -{-      -  s  +  .  .  .  =  1      , 

//.,  ».,  u^ 


Haben  die  Beobachtungen  die  Gewichte  pxt  p^%  .../«,  so  ist  die  Bedingung 
zur  Bestimmung  der  Unbekannten  aus  2) 


A 


("**  +  ...  —  ij  +  /4  (^*  +  ...  —  ij  -f  ...  =  Mini 


Minimum. 


3) 


Hierfür  kann  man  setzen 

P\  P^ 

2  •  («1  :r  +  .  .  .  —  u^'^  -\-     \  *  {a^x  -\-  .  .  ,  —  Xy  •\'  ,  ,  ,  =^  Minimum. 


u 


ui 


Die  Bedingung  für  die  Ausgleichung  von   1)    ist 

^)  /i  (öl  X  +  .  .  .  —  «i)2  +  ^2  (^2  -^  "t"  •  •  •  —  ^2)^  -[-...  =  Minimum. 

Vergleicht  man  3)  und  4),  so  erkennt  man,  daß  die  Ersetzung  von  1) 
durch  2)  gleichbedeutend  damit  ist,  den  Beobachtungen  anstatt  der  gegebenen 
Gewichte 

die  Gewichte   zuzuschreiben 


A»  A»  Psy 


Pi 


u\ 


«>  » 


ui 


•)  f 


ui 


*)  Meyer,  Vorlesungen  über  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  deutsch  von  Czuber,  Leipzig  1859, 
S.  305. 
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Hieraus  folgt,  daß  es  nicht  statthaft  ist,  den  Verein  1)  durch  2) 
zu  ersetzen:  sowie,  daß  es  überhaupt  nicht  statthaft  ist,  die  durch 
^ie  Beobachtungen  gegebenen  Gleichungen  mit  ungleichen  Zahlen 
zu   multiplizieren. 

Wenn  man  indes  bedenkt,  daß  die  Bestimmung  der  Gewichte  niemals  eine 
scharfe  ist,  somdem  immer  nur  auf  mehr  oder  minder  unsicheren  Abschätzungen 
beruht,  so  kann  man,  wenn  man  im  Interesse  einer  Abkürzung  der  Zahlenrechnung 
es  für  sehr  wünschenswert  halten  sollte,  die  gegebenen  Gleichungen  1)  un- 
bedenklich mit  Zahlen  multiplizieren,  deren  Verhältnisse  nicht  viel  von  der 
Einheit  abweichen;  insbesondere  kann  man  2)  für  1)  setzen,  wenn  Uk  '  ///  für 
jedes  k  und  /  nahezu  =  1   ist. 

7.    Wenn  die  Funktionen 

.deren  W^erte 

^1  >  ^2  '   ''s »  "  *  • 
man  beobachtet  hat,  nicht  linear  sind,  so  wähle  man  aus  den  Gleichungen 

q)i(x,yy  5,  .  .  .)  =  /// 

so  viele  aus,  als  Unbekannte  vorhanden  sind  und  löse  sie  auf.  Es  wird  dabei 
genügen,  solche  Annäherungswerte  für  die  Unbekannten  zu  erhalten,  für  welche 
.die  Abweichungen  der  berechneten  ///  von  den  beobachteten  nicht  mehr  betragen 
wie  die  bei  der  Ausgleichung  zu  erwartende  Abweichung  dieser  Größen.  Die 
so  für  Xf  jf  z,  ...  gefundenen  Zahlen  können  als  die  angenähert  richtigen 
"Werte  gelten. 

An  denselben  hat  man  geeignete  Verbesserungen  ^,  yy,  f ,  ...  anzubringen, 
um  die  ausgeglichenen  Lösungen  af,  y',  z\  ...  zu  erhalten.  Unter  den  Voraus- 
.  Setzungen,  daß  innerhalb  des  Betrages  dieser  Verbesserungen  der  Taylor  sehe 
Lehrsatz  auf  alle  Funktionen  ^>  anwendbar  ist,  und  daß  die  f,  ry,  ^,  ...  so  klein 
sind,  daß  man  nur  die  erste  Potenz  dieser  Verbesserungen  zu  berücksichtigen 
hat,  ersetzt  man  jede  Funktion  q)  durch 


q,  =  q?(Xyyy  z,  .  .  .)  + 


<^9 
6x 


cy  tz 


Hierin  hat  man  rechts  für  :c,  v,  z,  ...  die  Annäherungswerte  zu  setzen. 

Man  erhält  auf    diese  Weise    für  f ,   ?y,  f ,  . . 
jf  die  linearen  Gleichungen 


c 


f>'i 


c  x  C  V 


C(f> 


C  X  C  V 


c  z 


c  z 


'1  -"4- 
s  ~r  •  ■  • 


//i  -  9'i 


s»  -r 


.  =  //j  —  q\t 


aus    denen    man    zur   Bestimmung    der   ,J,  ly,  ; ,  . . . 
—  die  Normalgleichungen  ableitet. 

8,    Beispiel. 

Um  die  Lage  des  Punktes  Ä'  gegen  die  Grund- 
linie   AC   zu    bestimmen  (Fig.  S2),    mißt    man    die 
Strecken  AB  und  BC\  sowie  die  Winkel  PCA\  PBK,  PAK, 
Ist 

tang/'CA'^  u^  ,        tang/!^A'=  //.,  ,        tang/'/^A"'=  //,j      , 

KP^  AC ,       AC  ^    ./,  ,       AB  --  iL  ,       AP^=  x  ,       PK  =  y     , 
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SO  hat  man  zwischen  den  gesuchten  und  den  beobachteten  Größen  die  Gleichungen 

V 


X  —  {/^ 
V 


^3 


X 

also   eine  überzählige  Gleichung. 

Sind  j/,  y  Näherungswerte    der  Unbekannten,    so   erhält  man  für  die    daran 
anzubringenden  Verbesserungen  f ,  rj  die  Gleichungen 

/_    ,,     1 

nachdem    man  alle  neun  Koeffizienten  dieses  Vereins  berechnet   hat,    leitet  man 
die   Normalgleichungen  ab. 


§  5.     Ausgleichung  direkter  und  vermittelnder  Beobachtungen  mit 

Bedingungsgleichungen. 

1.  Hat  man  durch  einfache  Messung  für  die  Winkel  ^,  j*,  z  eines  ebenen 
Dreiecks  die  Werte  ^,  t],  C  gefunden,  so  wird  die  Summe  f-f"^  +  C  nicht  genau 
180^'  betragen.  Die  Verbesserungen,  welche  man  an  den  gemessenen  Werten 
anbringen  muß,  um  die  genaue  Winkelsumme  herzustellen,  bestimmen  sich  nach 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  in  folgender  Weise. 

Sind  Xf  y^  z  die  verbesserten  Winkel,  so  sind  x  —  f,  y  —  ly,  s~C  ^ic 
Abweichungen.  Die  Summe  der  Quadrate  derselben  muß  ein  Minimum  werden 
unter  der  Bedingung  y  =^  ^  ^  y  ^  ^  _  isQO  =  o     . 

Daher  hat  man  (2.  Band,  4.  Buch,  §  14,  Nr.  14)  das  Minimum  der  Funktion 

F  --  (*•  -  ^Y  +  {y  -  r,Y  +  {z-  0'-  +  2  >i/ 

zu  bestimmen.     Hierzu  ergeben  sich  die  Gleichungen 

X  —  ^  +  k^  0     , 
y  --  7]  +  k  =  0     , 

z-C  +  ^  =  ()     , 

Subtrahiert  man  die   letzte  von  der  Summe  der  andern,  so  folgt 

-^^  Hf +  »7  +  ^- 180«)     . 
Hieraus  folgen  die  gesuchten  Winkel 

':<:=f--HI  +  '?  +  C--180»)      . 

1)        I  j  =  7-- Hf  +  »?  +  C-i80«)    , 
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Der  Überschuß  der  gemessenen  Winkelsamme  über  der  theoretischen  ist 
daher  in  drei  gleiche  Teile  zu  teilen  und  jeder  der  gemessenen  Winkel  um 
diesen  Teil  zu  vermindern. 

Kleinere  Dreiecke  auf  der  Erdoberfläche  kann  man  als  ebene  und  ihre 
Winkelsumme  daher  als  nicht  verschieden  von  180^  betrachten.  Bei  gröliem 
Dreiecken,  wie  sie  bei  Landesvermessungen  vorkommen,  bestimmt  man  den 
sphärischen  Exzeß  s  in  Sekunden  mit  hinlänglicher  Genauigkeit,  indem  man  den 
Flächeninhalt  A  nach  den  Formeln  für  ebene  Dreiecke  ermittelt,  und  alsdann 
von  der  Formel  Gebrauch  macht 

e  =  ^  •  206  265     . 

Hierin  ist  J^  der  Halbmesser  der  Kugel,  für  mittlere  geographische  Breiten 

und  für  Meter  ist  daher 

log^  =  0,804  84     . 

Bei  der  Ausgleichung  der  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks  hat  man  in  1) 
statt  1800  zu  setzen   180«  -f  e. 

2.    Hat  man  für  jeden  der  Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  n  Messungen 

Ji»  ?2»  •  •  •  J«  »        9i>  ^)2»  •  •  •  9«  ♦        äi>  JÄ»  •  •  •  J« 

gemacht,  die  gleiches  Gewicht  haben,   so  werden  die   ausgeglichenen  Winkel  aus 
den  Bedingungen   erhalten 


rn 


^[(*  -  I.-)'  +  iy  -  9/)*  +  (=  -  iiY]  +  2  >t  (*  +  .V  +  s  -  180»)  =  Minimum. 

1 

Hieraus  folgen  die  Gleichungen 

1   , 
?i 

1  , 

// 

jc+j +  :;  =  1800     ^ 

wobei  mit  f,  ly,  C  die  arithmetischen  Mittel  der  für  x,  y,  z  beobachteten  Winkel 
bezeichnet  worden  sind.  Man  erhält  dieselben  Lösungen,  wie  aus  1),  wenn  in  1) 
k  durch  k  :  n  ersetzt  wird. 

3.  Hat  man  für  Xy  y,  z  der  Reihe  nach  m,  n,  r  Beobachtungen  gemacht, 
alle  von  demselben  Gewichte,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  ausgeglichenen 
Werte   die  Bedingung 


w 


^(x  -  J/)2  +^(y  -  U'  +^(^  -  J/)'  +  2  Hx+y  +  z  -~  1800)  =  Minimum. 
111 

Bezeichnet  man  wieder  mit  f,  ?y,  f  die  arithmetischen  Mittel  der  für  x,  v,  s 
durch  Messung  gefundenen  Winkel  und  mit  m,  It,  r  die  Reziproken  von  w,  «,  r 
so  folgen  zur  Bestimmung  der  ausgeglichenen  Werte  die  Gleichungen 

jc  —  f  +  mk  =  0  , 
_v  -  »;  +  n  ^  =  0  , 
c  —  C-rr>&  =  0     , 
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Aus  denselben  erhält  man,  wenn  man 

m  +  tt  +  r  =  d      und       f +  17  +  C— 180<^  =  ^ 
setzt,  die  Lösungen 

X  =  S  —   --   '  d,         y  =  fj--.d     , 
9  9 

5  =  C  —       '  ^    • 

4.    Sind  X,  y,  z  Seiten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  so  ist 

1)  x^—y''-  —  z^  =  0     . 

Die  arithmetischen  Mittel  f,  ^,  C  kann  man  als  Annäherungen  betrachten, 
so  daß  man  nur  die  erste  Potenz  der  Verbesserungen  zu  beachten  braucht;  für 
dieselben  folgt  aus   1) 

Die  Unbekannten  A,  /i,  v  bestimmen  sich  aus  der  Bedingung 


m  n 


111 

+  2  k{2  ^ X  -  2  Tj  fi  —  2  l:v  +  ^'^  —  ri^  —  C^)  =-  Minimum. 

Man  erhält  die  Gleichungen 

X  +  2m  .>&f  =  0  , 

fi  —  2n  '  kri  =  0  , 

y  —  2r.  .  >&f  =  0  , 

2fx_2iy/i-2Cv  =  -f^  +  ^2  +  C2     . 
Hieraus  folgt 

Setzt  man 

f  *  -  »y^  -  r-  -  2  // ,      m  f  2  +  n  172  +  r  f  2  =  g    , 

so   ergeben  sich  die  ausgeglichenen  Werte 

y  =  t) -\- n  =- tl\l -\r -- dj     , 

5  --=  C  +  »-  -  f  (1  +  -J  ^)     . 

5.  Nach  diesen  Beispielen  wenden  wir  uns  zu  einem  allgemeineren  Falle. 
Sind  für  die  Unbekannten  x^ ,  jCg ,  ^3  durch  direkte  Beobachtung  die  Werte  fi ,  f« » fs »  •  •  • 
mit  den  Gewichten  A»  />»  /s»  •  •  •  gefunden  worden  und  werden  die  x  durch  q 
lineare  Bedingungen  verbunden 

1 )  {  f^  -  :.  a^^  x^  +  a.^.^  x,  ^-  %2  ^3  +  •  •  •  —  '^s  =  ^^     > 


so   hat  man  zur  Bestimmung  der  Unbekannten 

A  (^i  -  ^lY  +  A  K>  -    f.)'  +  .  .  .  +  2  >^i/i  +  2  y^,/,  +  .  .  .  =  Minimum 
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Hieraus  ergeben  sich  die  Gleichungen 

2)  {  /2  x^  —  A  ^2  +  f^  ^^2]  =  ^^ 


Die  unbekannten  Größen  /^j,  >&2»  •••  bezeichnet  man  nach  Gauss  als 
Korrelaten. 

Aus  2)  berechnet  man  die  Größen  x^,  x^,  ...  und  setzt  sie  in  1)  ein. 
Dadurch  erhält  man  g  lineare  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Korrelaten. 
Nach  Auflösung  dieses  Vereins  erhält  man  aus  2)  die  Unbekannten. 

6.  Sind  einige  unter  den  Bedingungsgleichungen  <^  =  0,  ^  =  0,  ...  nicht 
linear,  so  betrachtet  man  die  beobachteten  Werte  der  Unbekannten  als  An- 
näherungen und  bestimmt  deren  Verbesserungen;  unter  der  Voraussetzung,  daß 
nur  erste  Potenzen  der  Verbesserungen  zu  berücksichtigen  sind  und  daß  inner- 
halb der  Werte  der  Verbesserungen  die  Funktionen  und  ihre  ersten  Differential- 
quotienten  endlich  und  stetig  sind,  ersetzt  man  q?  durch 


.-  0 


ex. 


ex, 


2 


worin  die  Unbekannten  Xy,  x,^,  ...  durch  die  beobachteten  Werte  zu  ersetzen 
sind.  Hierdurch  kommt  man  auf  den  Fall  linearer  Bedingungsgleichungen 
zurück  (vgl.  das  Beispiel  in  Nr.  4). 

?•    Beispiel. 

A)  Zur  Bestimmung  der  Fläche  eines  Dreiecks  hat  man  dessen  Seiten  j/,  ^^,  /, 
sowie  die  zugehörigen  Höhen  //',  t/,  «/  gemessen,  und  die  Werte  erhalten 

X,  y,  z,  u,  Vy  7v     . 

Die  zu  bestimmenden  Größen  sind  durch  die  beiden  Gleichungen  verbunden 


1) 


Bezeichnet  man  die  an  x,  y,  ...  anzubringenden  Verbesserungen  mit 

y,  ^,  J,  U,  Ö,  to     , 
so  hat  man  die  aus   1)  folgenden  Gleichungen 

/  ^  ui-\-  XU  —  v\)  —  y>Q  -\-  XU  —  yv  =0     , 
cp  ^El  u\  -\-  X  )X  -  -  w  %  —  zXQ  -\-  X  u  —  zw  =^  K) 


2) 


Zur  Bestimmung  der  Verbesserangen,  sowie  der  Korrelaten  k^  und  k^^  folgen 
aus  der  Bedingung 

t-  +  ^-  4-  i^  +  U'^  +  Ö2  _|-  jp2  ^  2  /^i/ -f  2  K  q^  =  Minimum 
die  Gleichungen 


3) 
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Die  aus  diesen  Gleichungen  folgenden  Werte  von  f,  ^,  j,  u,  Ö,  to  setzt 
man  in  2)  ein;  dadurch  erhält  man 

(«2  +  ^2  _[_  2;2  +y^)ki  +  («2  +  x'^)k^  =r=  XU  —yv      , 

{U^  +  X'^)  k^  +  (//-  -^  X'^  -]-  7V^  -\-  Z^)  k^  ^  X  U  —  Z  lü       . 

Hieraus  berechnet  man  die  Korrelaten  k^^  k^\  setzt  man  die  gefundenen 
Werte  in  3)  ein,  so  erhält  man  5,  ^,  ),  u,  Ö,  tD. 

Mit  Hilfe  derselben  ergeben  sich  die  ausgeglichenen  Werte 

:xf=x-\-i,     y=  y  +  t),     z"  ^z  +  i     , 

Die  aus  ihnen  berechneten  Produkte 

y«/,    y'T/,     /«/ 

stimmen  bis  auf  Größen  erster  Ordnung  überein. 

B)  In  einem  Dreiecke  hat  man  für  die  Seiten  x\  y\  z*  und  die  gegenüber- 
liegenden Winkel  1/,  z/,  v/  durch  direkte  Beobachtungen  von  gleichem  Gewichte 
die  Größen  jc,  r,  5,  Uy  v,  w  gefunden. 

Zwischen  den  zu  bestimmenden  Größen  bestehen  die  Gleichungen 

4)  <     ^cosz^+ycosi/ — 2r'=  0     , 

^  ^costt/'  +^cos«' — y=  0    , 

von  denen  nur  die  erste  linear  ist.      Bezeichnet  man   die   an    den   beobachteten 
Größen  anzubringenden  Verbesserungen  der  Reihe  nach  wieder  mit 

j,  9,  ä»  U»  »»  Ö    , 

und  setzt 

u  +  v  +  zu—  180«  =  a     , 

X  C0S7'  +  y  cosu  —  z  =  b     , 
X  co^w  +  z  cosu  —  y  =  c     , 
so  erhält  man  für  die  Verbesserungen  die  Bedingungsgleichungen 

(f  :^  cosz/  •  j  —  ^c sin?'  •  ö  -|-  cosiz  •  t)  -   ,>•  sin«  •  U  —  J  +  ^  =  0     , 
^  :^  cosw  »5  —  .r  sin?/'  •  tu  +  cos//  •  j  —  z  sin«  .  u  —  ^  +  r  =  0     . 
Aus  der  Bedingung 

l^  +  ^^  +  h^  +  U2  +  ü-^  +  n)2  +  2  >&i/+  2  >^2  9?  +  2  /^«  V'  =  Minimum 
folgen  die  Gleichungen 

y    -j-  ^^2  COSZ'  +  ^3  C0S7Cf  =  0       , 

t)  +  ^2  COS//       k^  =^  0     , 

3    -    ^2  +  ^H  cos«  r=  0     , 

U   +  ^1  —  ^2  •  jsin//  -    >&,j  •  c:sin//  =  0      , 

\)  -{-  kj^    ~  k^  •  X sinv  =  0     j 

tO  -\-  J^i  —  k^  '  X  sin7£'  -    0 

Setzt  man  die  aus  6)  folgenden  Werte  der  Verbesserungen  in  5)  ein,  so 
ergeben  sich  drei  lineare  Gleichungen  für  die  Korrelaten  >^j,  k^,  k^  und  nach 
Auflösung  derselben  aus  ß)  die  Unbekannten. 


6) 


27 
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8.    Hat  man  zur  Bestimmung  der  Unbekannten 

die  Werte 

U^y     U^f     U^y      •    •    •      Uft 

der  Funktionen 

9?2(^0'»  ^»  •  •  •)     » 

q^„(XyyyZy      .     .     .) 

beobachtet,  und  bestehen  zwischen  den  u  die  ßedingungsgleichungen 

/(//l  yU^y     U^y      .    ,    ,)     =     0  y 

h(Ult     U^y    U^y      ...)==     0  t 


SO  hat  man  zunächst  die  Beobachtungen  der  //  nach  dem  bisher  Mitgeteilten 
auszugleichen  und  mit  Benutzung  dieser  ausgeglichenen  Werte  das  in  §  4  an- 
gegebene Verfahren  einzuhalten. 

9«    Sind  zur  Bestimmung  der  Unbekannten 

X  y     y  y      Z  y        ••• 

die  Werte 

der  linearen  Funktionen 

'  a^  X  -^  by  y  -{-  c^  z  -\-  .  ,  . 

jx  ]  a,iX-{-  b.^y  +  c^z-\-  ,.. 


^  ^nx  +  b^y  +  r«s  +  . . . 
beobachtet  worden,  haben  diese  Beobachtungen  die  Gewichte 

Pl »  P^ »  P^  >    •  •  •  Pn       » 

und  bestehen  zwischen  den  Unbekannten  die  linearen  Gleichungen 

/i  =  ttj  Jc  +  ß^y  4-  y,  <:  +  ...  =  0      , 
-^       {  /s  ^E  Oo  ^  +  ß^y  +  72  ^  +  •  •  •  =  ö     » 


B) 


so   haben  die  Unbekannten   die  Werte,  für  die 

/i  ^1  +  A  ^2  +  A  ^3  +  •  •  •  +  '^  ^1  /i  +  2  /i'.,/,  +  .  .  .  =  Minimum     , 

Aus  3)    folgen    für   Xy  yy   z,   ...    und   für   die    unbekannten    Korrelaten    die 
Gleichungen 

\paa\x+\pa  b]y  -^  \p  ac\z  -\-  ,  .  .  +  [ak\  =  [pua]      , 

[pab]x  +  \pbb\y-i^    \pbc]z-\-  ,,,  +  \ßk\^[pub]     , 
[pac\x  +  [pbc\y  ^  {pcc\z  H-  •  •  •  +  r>'>^l  =  \puc\      , 


Die  Anzahl  dieser  Gleichungen  ist  gleich  der  Anzahl  der  Unbekannten 
Xy  yy  Zy  ,  ,  .\  wci  Vcreiu  mit  den  Bedingungsgleichungen,  deren  Anzahl  mit  der 
der  Korrelaten  k^y  k^y  ...  übereinstimmt,  genügen  sie  zur  Ermittlung  aller  darin 
vorkommenden  unbekannten   Größen. 
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10.  Sind  einige  der  Funktionen  u^y  u^,  u.j^y  •  •  •  /i»  /i»  •  •  •  nicht  linear,  so 
wählt  man  aus  den  Beobachtungen  und  den  Bedingungsgleichungen  so  viele 
aus,  als  Unbekannte  x,  y,  z,  ...  zu  bestimmen  sind.  Man  wird  dabei  darauf 
achten,  daß  die  Bestimmung  der  Unbekannten  möglichst  geringe  Schwierigkeiten 
macht.  Man  berechnet  nun  jc,  r,  5,  ...  aus  den  ausgewählten  Gleichungen 
durch  ein  geeignetes  Annäherungsverfahren  bis  zu  einem  genügenden  Genauig- 
keitsgrade, und  ersetzt  dann  mit  Hilfe  des  Taylor  sehen  Satzes  die  durch  Be- 
obachtung gefundenen  Gleichungen  sowie  die  Bedingungsgleichungen  durch  lineare 
Gleichungen  für  die  an  den  berechneten  Näherungswerten  anzubringenden  Ver- 
besserungen. 

11.  Die  in  den  vorstehenden  Abschnitten  mitgeteilte  Darstellung  der  Grund- 
linien der  Ausgleichungsrechnung  weicht  von  der  üblichen  Darstellungsweise 
insofern  ab,  als  die  meisten  Schriftsteller  nach  Gauss  und  Laplace  die  Aus- 
gleichungsrechnung mit  Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen  verbinden. 

Statt  der  von  uns  zugrunde  gelegten  Forderung:  Die  Unbekannten  so 
zu  bestimmen,  daß  mit  den  Beobachtungen  eine  möglichst  gute  Über- 
einstimmung erzielt  und  die  Ausgleichung  lediglich  durch  Auflösung 
linearer  Gleichungen  bewirkt  wird,  —  geht  man  alsdann  von  der  Forderung 
aus:  Die  wahrscheinlichsten  Werte  der  Unbekannten  zu  bestimmen. 
Um  derselben  zu  genügen,  muß  man  wissen,  wie  groß  die  Wahrscheinlichkeit 
ist,  bei  einer  Beobachtung  einen  Fehler  von  gegebener  Größe  zu  machen,  oder 
wenigstens,  wie  sich  die  Wahrscheinlichkeiten  gegebener  Fehler  zueinander 
verhalten. 

Eine  aus  allgemeinen  Betrachtungen  fließende,  von  nicht  zu  bestreitenden 
und  auf  alle  vorkommenden  Fälle  passenden  Voraussetzungen  ausgehende  Er- 
ledigung dieser  Frage  ist  bis  jetzt  nicht  gegeben  worden  und  wird  wohl  nicht 
möglich  sein;  die  wertvolle  Arbeit  Hagen s*)  geht  von  Voraussetzungen  über 
die  Zusammensetzung  von  Fehlem  aus  unzählig  vielen  unbemerkbar  kleinen 
Fehlern  aus,  die  kaum  jemals  genau  und  in  sehr  vielen  Fällen  nicht  einmal 
angenähert  zutreffen. 

Den  entgegengesetzten  W^eg  hat  Gauss,  der  Erfinder  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate**)  eingeschlagen,  Gauss  geht  von  der  Annahme  aus,  daß 
bei  direkten  Beobachtungen  von  gleicher  Genauigkeit  das  arithmetische  Mittel 
unbestreitbar  der  wahrscheinlichste  Wert  der  Unbekannten  sei:  er  zeigt,  daß  diese 
Annahme  genügt,  um  das  Gesetz  der  Fehlerwahrscheinlichkeit  zu  bestimmen,  und 
findet  für  die  Wahrscheinlichkeit  ivdxy  einen  Fehler  vom  Betrage  x  zu  begehen, 
den  Ausdruck 

wdx  =  —=z  •  e^^^^äx     , 

in 

wobei  /i  eine  von  den  besondem  Verhältnissen  der  Beobachtung  abhängige,  von 
X  aber  unabhängige  Zahl  bezeichnet.  Die  Wahrscheinlichkeit  fVdx^  dx^  dx^  • .  . 
daß  bei  einer  Reihe  von  Beobachtungen  die  Fehler  x^,  x^^  x^y  ...  zusammen- 
treffen ,  ist  das  Produkt  der  für  das  Eintreffen  von  jc^ ,  jc, ,  Xv^y  ...  einzeln 
geltenden  Wahrscheinlichkeiten,  also  ist 

h 
JVdxi  dx2  dx^  .  .  .  =         .  ^-'*"(^!-f-«1+-»1+ . .  •)  dx^  dx^  dx,:^  .  .  . 

IV  wird  ein  Minimum,  wenn 

x\ -\-  :^^ -\-  x\  ~\-  .  .  .  =  Minimum. 


*)  Hagen,  Grundzüge  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  Berlin  1837. 
**)  Gauss,  Theorie  motus  corporum  coelestium,  Hamburg  1809. 
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Hiergegen  kann  eingewendet  werden,  daß  man  von  alters  her  zwar  das 
arithmetische  Mittel  an  die  Stelle  gleich  guter  voneinander  abweichender 
Messungen  derselben  Größe  gesetzt  hat,  gewiß  aber  ohne  je  dabei  daran  zu 
denken,  daß  man  dadurch  einen  wahrscheinlichsten  Wert  gewinnen  wollte, 
sondern  wegen  der  Einfachheit  der  Rechnung.  Man  hat  daher  kein  Recht,  von 
der  unbestrittenen  Anwendung  des  arithmetischen  Mittels  aus  einen  Schluß  auf 
das  Gesetz  der  Fehlerwahrscheinlichkeit  zu  machen. 

Zur  Bestimmung  der  Fehlerwahrscheinlichkeit  w  hat  man  auch  folgenden 
Weg  eingeschlagen. 

Unter  allen  Fehlem  ist  gewiß  der  Fehler  ^  =  0  der  wahrscheinlichste,  die 
Funktion  w  hat  daher  für  jc  =  0   ein  Maximum. 

Man  darf  femer  annehmen,  daß  entgegengesetzt  gleiche  Fehler  gleich  wahr- 
scheinlich sind;  hieraus  folgt,  daß  w  eine  gerade  Funktion  ist.  Für  Fehler,  die 
verhältnismäßig  sehr  klein  sind,  ist  die  Wahrscheinlichkeit  nahezu  =  1.  Von 
einer  gewissen,  von  den  Besonderheiten  jeder  Beobachtungsreihe  abhängigen 
Größe  X  an  nimmt  die  Wahrscheinlichkeit  rasch  ab  und  verschwindet  für  Fehler, 
die  eine  gewisse  Grenze  überschreiten. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  irgend  einen  Fehler  zu  begehen,  ist 


CX} 


\wdx     ; 
da  es  nun  gewiß  ist,  irgend  einen  Fehler  (0  mit  eingerechnet)  zu  machen,  so  folgt 

oo 

iw  dx  =  \ 


CG 


Diese  Bedingungen  genügen  noch  nicht,  um  die  unbekannte  Funktion  w 
vollständig  zu  definieren.  Da  man  mehr  Eigenschaften  nicht  anzugeben  vermag, 
so  ergreift  man  das  Auskunftsmittel,  für  w  unter  den  bekannten  Funktionen,  welche 
den  Bedingungen  genügen,  die  einfachste  auszuwählen.    Als  solche  empfiehlt  sich 

sie  hat  für  x  =  0  das  Maximum  w  =  A\  sie  ist  eine  gerade  Funktion;  die  Kurve, 
deren  Abscissen  und  Ordinaten  x  und  w  sind,  hat  die  Wendepunkte 

,    //  A 

f2  ie 

und   nähert   sich   von    da   an    asymptotisch   sehr   rasch   der  Abscissenachse.     Aus 
der  Bedingung 

fAe-^''''äx=  1 


—  oo 

oo 


folgt 

A=l  \  je-^'^'dx 


Da  nun*) 


—  oc 

oo 


.-H'.^a^J^ 


"     h 


CX/ 


* 


)  Zur  Bestimmung  des  Integrals  c» 


^=/ 


e-'^'dx 


0 
bildet  man  nach  (.ArciiY  oo  oo 


v^\  \<r-''"-y"iixdy   . 


ü    0 


w  =  — -e~^'^^ 
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SO  ergibt  sich  , 

Diese  induktive  Methode  zur  Bestimmung  von  w  verdient  vor  jeder  andern 
jedenfalls  den  Vorzug:  die  Willkür,  welche  bei  der  Bestimmung  von  w  waltet, 
tritt  bei  derselben  ganz  unverhüllt  hervor. 

Gegen  alle  Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen  in  der  Ausgleichungsrechnung 
ist  der  Einwand  zu  erheben,  daß  es  sich  bei  fast  allen  Fällen  der  Ausgleichungs- 
rechnung nur  um  eine  verhältnismäßig  kleine  Anzahl  von  Beobachtungen  handelt, 
und  daß  es  bedenklich  ist,  auf  eine  Gruppe  von  wenig  Fällen  Folgerungen  aus 
den  für  große  Zahlen  geltenden  Sätzen  anzuwenden. 


Die  Ausführung  der  Integrationen  ei^ibt 
Führt  man  Polarkoordinaten  ein,  so  erhält  man 


2    oo 


Da  nun 


V  =.  \   \e        •  r  dq)  dr    . 
0  6 

/  «f~~     »  rdr  =  —  \  e~~     -\-  Konst.     , 


SU  ist 


oo 


jg-'^rdr^i     , 


und  daher 


Hieraus  folgt 


0 


4 


OO 


/er"-'"  dx  =^2y=\:t    . 

—  oo 

Ersetzt  man  x  durch  /ix ,  so  ergibt  sich 

oo 

f  t, 


■OO 
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Mathematische  Grundlagen  des  Versicherungswesens. 


§  1.     Absterbeordnung. 

1.  Unter  allen  unserer  Beobachtung  zugänglichen  Ereignissen  sehen  wir 
mit  Recht  diejenigen  als  von  einer  unübersehbaren  größten  Mannigfaltigkeit  von 
Ursachen  bedingt  an,  die  das  Schicksal  der  Menschen  ausmachen,  insbesondere 
die,  welche  vom  menschlichen  Willen  direkt  abhängen.  Wir  begeben  uns  daher 
jedes  Urteils  über  unser  eigenes  Schicksal  und  über  die  Zukunft  unserer  Mit- 
menschen, und  suchen  das  aus  diesem  Verzicht  fließende  peinvolle  Gefühl  der 
Unsicherheit  zu  überwinden. 

Wenn  nun  auch  die  Zukunft  des  Einzelnen  sich  unserem  Urteile  entzieht, 
so  hat  sich  doch  ergeben,  daß  bei  hinlänglich  großen  Bevölkerungsgruppen  in 
mehrfachen  Beziehungen  Regelmäßigkeiten  vorhanden  sind,  die  in  Bezug  auf  die 
ganze  Gruppe  einen  ziemlich  sichern  Schluß  in  die  nächste,  ja  selbst  in  die 
fernere  Zukunft  gestatten. 

Bei  einer  einzelnen  Familie  ist  z.  B.  die  Anzahl  der  Todesfälle  innerhalb 
bestimmter  Zeitabschnitte  scheinbar  ganz  regellos;  bei  einer  Gemeinde  .von 
einigen  Tausend  Einwohnern  ist  diese  Zahl  schon  von  Jahr  zu  Jahr  nahezu  die- 
selbe, so  daß  gewisse,  von  dieser  Zahl  abhängende  Einrichtungen  mit  Sicherheit 
vorher  getroffen  werden  können;  in  einer  größern  Stadt  von  mehr  als  hundert- 
tausend Einwohnern  ist  bereits  die  Zahl  der  wöchentlichen  Todesfälle  nahezu 
konstant,  oder  doch  insofern  gleichmäßig,  daß  auf  dieselben  Kalenderwochen 
mehrerer  aufeinander  folgender  Jahre  dieselbe  Anzahl  von  Sterbefällen  kommt 
Bei  großem  Bevölkerungsgruppen  (Provinzen,  Reichen),  zeigen  sich  nicht  bloß 
die  Todesfälle  selbst  ihrer  Zahl  nach  unveränderlich,  sondern  es  sind  auch  die 
verschiedenen  häufiger  vorkommenden  Todesursachen  immer  in  nahezu  demselben 
Verhältnisse  an  den  Todesfällen  beteiligt:  ebenso  bleibt  bei  der  Zahl  der 
jährlichen  Todesfälle  der  Prozentsatz  derer,  die  ein  bestimmtes  Alter  erreicht 
haben,  wesentlich  unverändert. 

Auch  bei  den  Ereignissen,  die  direkt  vom  Willen  abhängig  sind,  zeigt  sich 
eine  unverkennbare  Gleichmäßigkeit.  So  kamen  im  Königreiche  Preußen*)  in 
den  Jahren  1821  bis  1875  jährlich  auf  das  Tausend  der  Bevölkerung  durchschnitt- 
lich 17,79  Eheschließungen:  von.  dieser  Durchschnittszahl  weichen  die  fünfzig- 
jährigen Durchschnitte  nur  um  ungefähr  +1  ab;  die  größte  Ziffer  (1871  bis  1875) 
beträgt  18,06,  die  kleinste  (1851  bis   lcS55)  16,75. 

Auf  100  000  zu  Anfang  eines  Jahres  Lebende  kamen  in  Preußen  im  Laufe 
des  nächsten  Jahres  in  dem  Zeiträume  1851  bis  1870  durchschnittlich  5  Per- 
sonen durch  Selbstmord  um;  die  Durchschnittsziifer  wird  in  10  Jahren  dieses 
Zeitraums  erreicht:  in  8  Jahren  beträgt  sie  4,  in  den  beiden  letzten  6.  Vom 
Jahre   1830  bis  1853  war  diese  Ziffer  unverändert  in  jedem  Jahre  4**). 


*)  Preußische    Statistik.      (Amtliches    Quellenwerk.)      Herausgegeben    in    zwanglosen 
Heften  vom  Kgl.  statistischen  Bureau  in  Berlin.     XLVUI.    A.    1879.    S.  135. 
♦♦)  Preußische  Statistik.     XLVm.    A.    TabeUe  XLVIH. 
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Nach  QuETELETs  mustergültigen  Untersuchungen  wurden  in  Frankreich  von 
einer  Million  Bewohnern  im  Zeiträume  1826  bis  1830  jährlich  durchschnittlich  135 
wegen  begangener  Verbrechen  verurteilt,  1831  bis  1835  130,  1836  bis  1840  150, 
1841  bis  1845  140,  so  daß  selbst  in  diesen  von  Zufällen  ganz  besonders  ab- 
hängigen Ereignissen  eine   auffällige  Gleichmäßigkeit  sich  ausspricht. 

Seit  der  Erkenntnis  der  Gleichmäßigkeit  solcher  Ereignisse  ist  erst  eine 
wissenschaftliche  Statistik  möglich,  ist  dieselbe  zugleich  eine  unentbehrliche 
Grundlage  für  jede  auf  das  Ganze  einer  Bevölkerungsgruppe  gerichtete  Tätigkeit 
geworden. 

2.  Die  statistischen  Erhebungen  haben  insbesondere  gezeigt,  daß  das  Ver- 
hältnis der  Anzahl  derer,  die  das  >^-te  Lebensjahr  erreichen,  zu  der  Anzahl 
derer,  die  im  Laufe  des  ^-ten  Lebensjahres  sterben,  im  wesentlichen  nur  von 
der  Zahl  k  abhängt  Man  hat  diese  Verhältnisse  durch  mehrere  in  weit  aus- 
einander liegenden  Zeiten  angestellte  Zählungen  bestimmt  und  nur  geringe  Ände- 
rungen gefunden.  Man  hat  daher  das  Recht,  auf  eine  Reihe  von  Jahren  hin 
für  alle  auf  die  Lebensdauer  bezüglichen  Rechnungen  diese  Verhältniszahlen  als 
nur  von  k  abhängige,  übrigens  aber  konstante  Zahlen  anzusehen. 

Auf  Grund  dieser  Wahrnehmung  hat  man  Absterbeordnungen  auf- 
gestellt, welche  angeben,  wie  viele  von  einer  gewissen  Anzahl  Geborener  das 
1.,  2.,  3.,  ...  Lebensjahr  erfüllen. 

Eine  Zusammenstellung  der  meisten  versicherungstechnisch  wichtigen  Absterbe- 
ordnungen findet  man  in  Neumanns  Jahrbuch  für  das  deutsche  Versicherungs- 
wesen*). Sie  entstammen  verschiedenen  Erfahrungsgebieten  und  zeigen  daher 
nicht  unerhebliche  Abweichungen.  Die  Absterbeordnung,  die  der  am  Ende  dieses 
Buches  befindlichen  Haupttafel  zugrunde  liegt,  ist  von  G.  Zeuner  aus  den 
Ergebnissen    von   Volkszählungen    im    Königreich    Sachsen    abgeleitet    worden**). 

Mitteilung  von  versicherungstechnisch  wichtigen  Zahlen  findet  man  auch  in 
Karups  Handbuch  der  Lebensversicherung***),  neben  reichhaltigen  geschicht- 
lichen Angaben  und  Formeln. 

3.  Bezeichnet  a^  die  in  der  Tafel  enthaltene  Anzahl  der  Personen,  die  das 
jf-te  Lebensjahr  erfüllen,  so  werden  von  ax  ^jährigen  Personen  ay  y  Jahre  alt 
oder   älter.     Daher  ist   die  Wahrscheinlichkeit  w,  daß  eine  :c jährige  Person  das 

j'-te  Lebensjahr  erfüllt, 

ay 

w  --=    "^ 

a^ 

Die  Wahrscheinlichkeit,  daß  sie  vor  Erfüllung  des  j-ten  Jahres  stirbt,  ist 

aj,     —     üy 

Von  üy  Personen,  die  das  Ende  des   v-ten    Lebensjahres    erreichen,    sterben 

ay  —  Äj.   vor  Erfüllung  des  s-ten  Jahres,   die  Wahrscheinlichkeit   dafür,   daß  eine 

:x: jährige   Person   das    v-te  Lebensjahr  erfüllt,   aber  vor  Erfüllung  des  s-ten  stirbt, 

ist  daher 

ay  —   a^ 


Uf 


a 


Die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  daß  zwei  Personen  P  und  (^,  die  heute  x  und 
y  Jahre  alt  sind,  noch  wenigstens  p  Jahre  lang  leben,  ist  das  Produkt,  die  Wahr- 

*)  J.  Nkimann,  Jahrbuch    für   das    deutsche  Versicherungswesen,    1903,  Lebens-,  Renteii- 
uud  Unfall-Versicherung.     Berlin,  MrrrLER  &  Sohn. 

**)  G.  Zeuner,  Absterbe  Ordnung  für  die  Gesamtbevölkerung  Sachsens.     Zeitschrift  des  Kgl. 
Sachs.  Stat.  Bureaus,   1894. 

***;  Karup,  Handbuch   der  Lebensversicherung.     2.  Ausgabe,  Leipzig  1885. 
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scheinlichkeit   dafür,   daß  P  \n  p  Jahren   noch  lebt,  mit  der,  daß   Q  noch  lebt, 
also  ist  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit 


w^  = 


•         — 


Die  Wahrscheinlichkeit   dafür,    daß  P  noch  lebt,    Q  aber  verstorben  ist,  ist 

(tx      \  C'y     I 

Die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  daß  beide  verstorben  sind,  ist 


7e/«=     1-     ■•^^      1 


r)( 


a 


4.  Halbiert  man  die  Anzahl  a^  der  das  jc-te  Jahr  vollendenden  Personen 
und  sucht  das  Lebensalter  f  auf,  welches  von  \  a^  Personen  erreicht  wird,  so  ist 
die  Wahrscheinlichkeit  einer  jcjährigen  Person,  das  f-te  Lebensjahr  zu  vollenden, 
gleich  1  :  2;  man  bezeichnet  daher  f  als  die  wahrscheinliche  Lebensdauer 
einer  gegenwärtig  x  Jahre  alten  Person. 

So  ist  z.  B.  nach  der  1.  Tafel 

^^35  =  51907  ,       ^^5  =  25954     . 

Die  letztere  Zahl  liegt  zwischen  den  beiden  zu  66  und  67  Jahren  gehörigen 

06,.  =  20204,       «67  =  24815     . 

Man  denkt  sich  nun  die  bei  den  a^^^  Personen  im  Laufe  des  67.  Lebens- 
jahres eintretenden  Todesfälle  auf  das  Jahr  gleichmäßig  verteilt;  unter  dieser 
Voraussetzung  würden 

^6«  -  i^35  =  2^20^  —  25954  =  250 

Personen  vom  67.  Lebensjahre  noch  den  Bruchteil 

verleben;    daher    ist    die    wahrscheinliche   Lebensdauer   einer   35jährigen   Person 

66,19     . 

5.  Zum  Zwecke  einer  vereinfachten  Berechnung  der  Tafeln  für  Renten- 
versicherungen wurde  bereits  im  Jahre  1724  von  Moivre  der  Versuch  gemacht, 
eine  Formel  aufzustellen,  welche  die  Zahlen  a^  als  Funktion  des  Lebensalters 
angibt;  gestützt  auf  die  älteste  von  Hallev  1693  entworfene  Sterblichkeitstafel 
schlug  Moivre  die  Formel  vor 

^jr  =  86  —  ^      , 

durch  welche  die  Zahl  derer  angegeben  werden  sollte,  welche  von  86  gleich- 
zeitig Geborenen  das  x-i^  Lebensjahr  erfüllen. 

Weder  dieser  Versuch  noch  eine  größere  Anzahl  nachfolgende  Versuche 
können  als  gelungen  bezeichnet  werden. 

Von  einer  berechtigten  theoretischen  Grundlage  ausgehend,  kam  Gompertz 
zu  einer  Formel,  die  zwar  die  Tabellen  noch  nicht  genügend  deckte;  es  gelang 
aber  im  Anschlüsse  an  Gompertz'  Grundgedanken  Makeham  und  Lazarus,  das 
Gompertz  sehe  Gesetz  so  zu  ergänzen,  daß  die  Sterblichkeitstafeln  mit  für  ver- 
sicherungstechnische Rechnungen  meist  genügender  Genauigkeit  dadurch  dar- 
gestellt werden. 
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6.  Nach  GoMPKRTZ*)  denkt  man  sich  den  Widerstand  einer  großen  Anzahl 
gleichaltriger  menschlicher  Organismen  gegen  die  Zerstörung  mit  der  Zeit  der- 
gestalt abnehmend,  daß  er  im  Verlaufe  jedes  verschwindend  kleinen  Zeitelementes 
sich  auf  denselben  Bruchteil  des  ursprünglichen  Betrages  vermindert.  Setzt  man 
den  anfänglichen  Betrag  dieses  Widerstandes  7£/,  und  nimmt  an,  daß  derselbe 
bis  zum  Ende  des  ersten  Zeitelementes  auf  /7£/(/<l)  herabgesunken  ist,  so 
ist  er  am  Ende  des  2.,  3.,  4.,  ...  m-ten  Zeitelementes 

Nimmt  man  an,  daß  eine  Zeiteinheit  (Jahr)  n  Elemente  enthalte,  und  daß 
am  P^nde   eines  Jahres  der  Widerstand  den  Betrag 

habe,  so  ist 

A  =/"    . 

und  nach  x  Jahren  ist  der  Widerstand 

Das  Reziproke  der  Widerstandskraft  bezeichnet  Gompertz  als  Todeskraft, 
und  nimmt  an,  daß  die  Anzahl  derer  von  <j^  jc  jährigen  Personen,  die  im  nächsten 
Zeitelemente  äx  sterben,  durch  das  Produkt  von  äx  mit  <z^  und  der  Todeskraft 
gewonnen  werde,  also  den  Betrag  habe 

äx 

Ersetzt  man  hier  1  :  w  und   1  r/^   bezw.  durch  d  und  ^,  so  erhält  man 

Ur  •  b  q^  dx     . 

Diese  Anzahl  ist  aber  auch ,  *  wenn  man  die  Sterblichkeitsliste  für  ver- 
schwindend kleine  Intervalle  dargestellt  denkt,  entgegengesetzt  gleich  dem  Diffe- 
rentiale äüx»     Daher  hat  man  die  Diiferentialgleichung 

da^:  =  -    (Z ,  •  d  q^  dx 

Aus  derselben  ergibt  sich  sofort 

la^  =  —  --  •  q-^'  +  Konst. 
Iq 

und   daher 


.-— f 


1)  a,^-C'K'r 

wenn   man  zur  Abkürzung  setzt 

Bei  geeigneter  Wahl  der  Konstanten  r,  K  und  q  verträgt  sich  das 
GoMPERTZsche  Gesetz  (1)  mit  einigen  Absterbeordnungen  recht  gut  innerhalb 
der  Jahre  2U  bis  CO.  ergibt  aber  stärkere  Abweichungen  für  die  Sterblichkeit 
im  frühern  und  im  spätem  Alter. 

7,  Um  diese  Abweichungen  zu  beseitigen,  nahm  Makeham  neben  der  von 
GoMi*ERTZ  eingeführten  vom  Alter  abhängigen  Todeskraft  noch  eine  während  des 
ganzen  allmählichen  Absterbens  der  Gruppe  von  gleichaltrigen  Personen  be- 
ständig wirkende   an. 

*)  (rOMPERTZ,  (Ju  the  uuture  of  the  fuiiction  expressive  of  the  law  of  human  mortalit)* 
aiul  a  new  method  of  determining  the  value  of  life  continijcncies.     Philos.  Transact.   1825. 
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Wird  dieselbe  mit  ß  bezeichnet,  so  ergibt  sich 

-~da^  =^  a^iß  +  —  qA  dx     , 
und  hieraus  folgt 

wenn  man  €~^  durch  h  ersetzt.    Dieses  Gesetz  ist  als  das  Gompertz-Makeham  sehe 
Sterblichkeitsgesetz  bekannt. 

Um  auch  für  das  Kindesalter  genügende  Obereinstimmung  zwischen  dem 
Gesetze  und  den  statistischen  Ergebnissen  zu  erzielen,  ergriff  Lazarus  (1867)  das 
Auskunftsmittel,  zu  der  veränderlichen  Todeskraft 

u ß  -\-  aq^ 

noch    andre    mit   abweichenden   Dignanden   zu   nehmen,    so    daß    die   Todeskraft 
dargestellt  wird  durch  die  Summe 

Es  erwies  sich  als  vollkommen  genügend,    diese  Reihe  auf   die    ersten   drei 

Glieder   zu  beschränken.     Wie   man  sieht,   ergibt  sich  hieraus,   wenn  man  e    '^^ 
mit  H  bezeichnet*) 

8.  Um  eine  Absterbe  Ordnung  dem  Gompertz-Makeham  sehen  Gesetze  an- 
zupassen, bestimmt  man  aus  einigen  Werten  von  ä^  die  dazu  gehörigen  Konstanten 
q,  Ky  h  und  c.     Aus  den  Gleichungen 

erhält  man  ,  _ 

Bezeichnet  man  die  rechte  Seite  mit  Vx^yj  so  ergibt  sich  hieraus 

(q-^'r^y  -  -  2  q-+y  +  q-)  logÄ'  =  logt'^,  y     , 
oder  besser 

1)  f'l^-   1)-  •  l0gÄ'=  \OgVx,y       . 

Ebenso  erhält  man,  wenn  man  x  durch  ein  beliebiges  andres  Alter  z  ersetzt, 

2)  ^(^-l)*.logA'=log7;,,,     . 

Aus  beiden  Gleichungen   folgt 

3)  r 


:_^iOg^,^ 


Diese  Gleichung  liefert  ^,  und  aus  1)  oder  2)  ergibt  sich  dazu  K.  Um  h 
zu  erhalten,  bildet  man 

fr-''  =  -^      , 

woraus  folgt 

h^-^  =  — ^ . 

*)  Amthor,  Das  Go\rPEÄTZ-MAKKHAMsche  Sterblichkeitsgesetz  und  seine  Anwendung  bei 
der  Lebensversicherungs-  und  Rentenrechnung.  Festschrift»  Herrn  Oberbürgermeister  Pfoten- 
hauer u.  s.  w.  gewidmet  vom  Lehrerkollegium  der  Kreuzschule.     Dresden,  1874,  S.  20. 


432  Mathematische  Grundlagen  des  Versicherungswesens.  §  2 

Schließlich  folgt  noch  c  aus 

Da  man  vier  Unbekannte  zu  bestimmen  hat,  muß  man  mit  vier  Lebensaltem 
auskommen,  während  hxer  sechs  im  allgemeinen  verschiedene  verwendet  worden 
sind,  nämlich  x,  -^+7»  x-\-2yj  z,  z-^-y,  z-\-2y.  Daß  man  aber  mit  vier 
bereits  auskommt,  erkennt  man  sofort,  wenn  man  z  =  x -\- y  wählt;  denn  dann 
handelt  es  sich  bloß  noch  um  die  vier  Alter 

X,     x+y,     x  +  2y,     ^+3^     . 

Es  ist  rätlich,  mit  mehreren  Sätzen  von  möglichst  weit  auseinander  liegenden 
Altem  die  Bestimmung  zu  wiederholen,  und  etwa  die  Alter  zu  benutzen 


1.  Bestimmung: 

20, 

35  , 

50, 

65 

2.  Bestimmung: 

25  , 

40, 

55  , 

70 

3.  Bestimmung: 

30  , 

45, 

60, 

75 

4.  Bestimmung: 

20, 

40, 

60  , 

80 

Aus  den  gefundenen  Zahlen  nimmt  man  das  Mittel  und  legt  diese  Mittel- 
werte Cq  //q  ATq  ^q  als  Annäherungen  der  Ausgleichungsrechnung  zugrunde. 

Man  hat  nun  zunächst  die  Difterentialquotienten  von  aj^  nach  den  Größen 
c^  h^  K  und  q  aufzustellen. 


4) 


oc  oh 

^,^  =  ^^.  K^'-^A'^,        .-^  ^cxlK*  K^h'^'q^-^ 
dK  vq 


Hiernach  ist,  wenn  die  ausgeglichenen  Werte  mit  c^  -\-  Zy  ^o  ~t~  ^»  K^  -^  ^^ 
^Q  -f-  q  bezeichnet  und  nur  die  ersten  Potenzen  der  Verbesserungen  c,  1^,  S!,  q 
beachtet  werden,  die  Summe  möglichst  klein  zu  machen 

•n  \ 


§  2.     Reinbeiträge    für   einfache  Versicherungen   von    Leibrenten. 

1.  Unter  Reinbeiträgen  (Nettoprämien)  versteht  man  Beiträge,  bei  deren 
Berechnung  keine  Rücksicht  auf  Banksicherheit,  Verwaltungskosten  und  Bank- 
gewinn genommen,  sondern  die  Rechnung  so  geführt  wird,  daß  die  Leistungen 
der  Versicherten  an  die  Bank  den  Gegenleistungen  der  Bank  an  die  Versicherten 
genau  gleich  sind.  Dabei  wird  die  versicherungstechnische  Hauptvoraus- 
setzung gemacht,  daß  eine  große  Zahl  gleichaltriger  Personen,  für  die  die  Ab- 
sterbeordnung gilt,  ein  und  denselben  Vertrag  abschließen,  durch  den  sie  zu 
gleichen  Leistungen  verpflichtet  und  zu  gleichen  Ansprüchen  an  die  Bank  be- 
rechtigt werden. 

Um  die  Leistungen  der  Versicherten  und  die  Gegenleistungen  der  Bank 
einander  gleich  setzen  zu  können,  müssen  sie  alle  auf  denselben  Zeitpunkt  über- 
tragen werden;  da  es  für  das  Ergebnis  ganz  gleich  ist,  auf  welchen  Zeitpunkt 
übertragen  wird,  so  wählen  wir  als  den  rechnerisch  bequemsten  den  Lebens- 
nullpunkt   der   Gruppe. 
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2.  Zeitwert  einer  sofort  beginnenden  jährlich  bis  zum  Tode  zahl- 
baren  Leibrente   von   der   Höhe   1,   berechnet   für   den   Anfangstag. 

Wenn    a^   Personen    vom    Alter    x    eine    sofort    beginnende    lebenslängliche 

Rente  von  jährlich  einer  Mark  zugesichert  erhalten,    so  hat  die  Bank   zu   zahlen 

am  Anfange 

des  1.  Versicherungsjahres  ajc       Mark, 

des  2.  Versicherungsjahres  0^4.1  Mark, 

des  3.  Versicherungsjahres  0^4.2  Mark 

u.  s.  w. 

Ist  p  der  bei  den  Rechnungen  anzuwendende  Zinsfuß,  und  setzt  man  zur 
Abkürzung  _ 

so  werden  diese  Zahlungen  auf  den  Nullpunkt  übertragen,  indem  man  sie 
der  Reihe  nach  mit  r-^,  r^+*,  r^+2,  .  .  .  multipliziert;  die  auf  den  Nullpunkt 
übertragene  Gesamtleistung  der  Bank  ist  daher 

1)  a^r^  -\-  a^^ir'^^  +  ^7.^+2^+^  +  •  •• 

Die  Summe  ist  bis  ans  Ende  der  Absterbeordnung,  d.  i.  so  lange  fortzusetzen, 
bis  alle  a^  Personen  gestorben  sind. 

Die  Zahlen  a^r^^  ^x-\-u  f^'^^y  .••!  die  hier  zum  ersten  Male  auftreten, 
sind  für  alle  Versicherungsrechnungen  von  großer  Bedeutung;  sie  müssen  daher 
für  alle  Lebensalter  x  mit  genügender  Genauigkeit  (fünfstellig)  berechnet  werden. 
Ebenso  wichtig,  wie  die  einzelnen  Zahlen,  sind  die  Summen  1).  Wir  führen  die 
Bezeichnungen  ein 


2) 


Ix  =  aj,  r^ 


Lx  =  a^r^  -\-  ö^-fir^+^  +  rt^_^2r-*'+2  +  .  .  . 


Bezeichnet  man  mit  Rjc  den  Zeitwert  der  sofort  beginnenden  lebenslänglichen 
jährlichen  Rente  1  für  den  Tag  der  Auszahlung  der  ersten  Rente  (d.  i. 
für  den  Anfang  des  Versicherungsvertrages),  so  haben  </,.  solcher  Renten  für  den 
Lebensnullpunkt  den  Zeitwert  Rjc  •  a^  f^  oder  Rj^  Ij^.. 

Man  hat  daher  die  Gleichung 

o)  Ivx  f.r  =^=  J^x       > 

woraus  folgt 

».r 

Dies  ist  der  sofort  zu  zahlende  Reinbeitrag,  durch  den  ein  ö,.-jährige 
Person  eine  sofort  beginnende  lebenslängliche  jährliche  Rente  von  1  Mark 
erwirbt 

3«  Bei  praktischer  Ausführung  von  Versicherungsrechnungen  hat  man  zunächst 
die  am  häufigsten  vorkommenden,  den  Rechnungen  zugrunde  liegenden  Zahlen 
herzustellen  und  in  einer  Haupttafel  zu  vereinigen.  Wir  geben  einige  Winke 
zur  zw^eckmäßigen  Herstellung  dieser  Rechnungen  und  setzen  dabei  die  Ver- 
wendung von  Logarithmen  voraus;  für  die  hier  zu  erzielende  Genauigkeit  genügen 
in  der  Regel  5  Stellen,  nur  solche  Logarithmen,  die  mit  großen  Faktoren  multipliziert 
werden,  müssen  auf  6  oder  7  Stellen  genau  bekannt  sein^  Zum  Rechnen  ver- 
wendet man  wagerecht  und  senkrecht  liniertes  (Kästchen-)  Papier,  das  Feld  etwa 
zu  o  mm  Weite,  und  schreibt  in  jedes  Feld  nur  eine  Ziffer.  Gleichbedeutende 
Zahlen  wird  man  in  senkrechten  Streifen  (Spalten)  anordnen;  die  fortschreitenden 
Rechnungen  ordnen  sich  dann  in  wagerechten  Zeilen.  Dies  ist  zwar  für  den 
Anfänger  nicht  sofort  bequem,  man  befreundet  sich  aber  sehr  bald  damit     Die 

SCBLOEVILCHS  Handbuch  der  Mathematik,  2.  Aufl.,  Bd.  III.  ^^ 
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Anordnung  der  Haupttafel  sieht  man  an  der  am  Schlüsse  mitgeteilten.  Nachdem 
die  Spalten  1,  2  eingetragen  sind,  wird  3  aus  2  berechnet,  dann  4  und  5;  durch 
Urafalten  der  Tafel  längs  einer  Spaltgrenze  kann  man  2  und  3  dicht  neben  4 
und  5  legen,  falls  3  oder  .4  beim  Aufschlagen  der  Logarithmen  stören  sollte; 
dasselbe  erreicht  man  durch  dünne  Pappspäne,  mit  denen  man  die  schon  aus- 
gefüllten Zwischenspalten  zudeckt,  während  man  sie  nicht  braucht;  z.  B.  wird  4 
zugedeckt,  wenn  man  5  aus  3  ableitet  Um  5  und  6  herzustellen,  klebt  man 
zwei  Streifen  Kästchenpapier  zu  einem  doppeltlangen  Streifen  zusammen,  und 
trägt  zwei  Spalten  ein,  x  und  log;*^,  diese  7  stellig;  man  schreibt  logr  neben 
jc  =  1 ,  und  dasselbe  auf  einen  kurzen  Schiebezettel.  Hält  man  diesen  schräg 
aufwärts  über  logr,  so  kann  man  beide  addieren  und  füllt  logr^  (neben  x  =  2) 
aus;  dann  rückt  man  den  Schiebzettel  eine  Zeile  abwärts  und  addiert  wieder  u.  s.  w. 
Die  Zahlen  logr^^  logr^^,  .  .  .  geben  ausreichende  Prüfungen  für  die  Richtigkeit 
Man  stellt  nun  einen  andern  langen  Streifen  her  und  schreibt  darauf  dasselbe, 
kürzt  aber  logr**  auf  5  Stellen  ab.  Diesen  Streifen  legt  man  vor  3,  und  findet 
durch  Zusammenzählen  je  zweier  nebeneinander  stehenden  Zahlen  logr*+log<7j 
=  loga^^  =  log/r  (5).  Zur  Herstellung  von  6  unterlasse  man  nicht,  den 
Streifen  mit  logr^  um  eine  Zeile  heraufzurücken!  Hierauf  sucht  man 
zu  5  und  6  die  Nummern  auf  (7  und  8).  Zur  Berechnung  der  Summen  9 
berechne  man  auf  besondern  Streifen  die  Summen  von  /q  bis  4,  /^  bis  I^, 
I^Q  bis  /i4  u.  s.  w.  Dann  berechnet  man  von  /jqq  an  durch  allmähliches  Zusammen- 
rechnen Z99  =  /gg  +  /loq,  As  =/u8  +  AiP  A?  =  4.7  +  As  "•  s.  w.^  Die  Ergebnisse 
trägt  man  zunächst  mit  Blei  ein,  und  überzeugt  sich  von  der  Übereinstimmung 
des  so  berechneten  Z95  mit  der  durch  unmittelbares  Zusammenrechnen  der 
Zahlen  /^j  bis  /^qq  erhaltenen  Summe;  dann  werden  die  Zahlen  9  mit  Tinte 
eingetragen.  Hierauf  wird  stufenweise  bis  Zj^q  weiter  gerechnet,  dieses  Z^q  mit 
(/;,o  +  /})!  +  •  •  •  +  /«u)  +  Aj  verglichen  u.  s.  w.  Das  Entsprechende  gilt  für  10*), 
4.  Aufgeschobene  jährliche  Leibrente.  Soll  die  Rente  1  nicht  sofort 
sondern  erst  dann  gezahlt  werden,  wenn  der  Versicherte  das  Alter  y  erreicht 
hat,  so  ist,  wenn  der  Rentenzeitwert  beim  Beginne  des  Vertrags  mit  ^^^  be- 
zeichnet wird,  für  den  Lebensnullpunkt  die  Leistung  der  Versicherten 

und  die  Leistung  der  Bank 

ay  f-y  +  ayj\^i?-y-^^  +  .  .  .  =  Z^     ; 
daher  hat  man  ^ 

1)  yR.^  /    . 

Insbesondere  hat  man  für  eine  ein  Jahr  nach  Abschluß  der  Versicherung 
beginnende,  d.  i.  um   1   Jahr  aufgeschobene  Leibrente 

Ix  Ix 

Hierbei  wird  vorausgesetzt,  daß  die  erste,  wie  jede  fernere  Rentenzahlung  nur 
an  die  Versicherten  geleistet  wird,  die  den  Fälligkeitstag  der  Rente  erleben.  Ist 
dagegen  der  Vertrag  so  abgeschlossen,  daß  die  Rente  nachschüssig,  d.  i.  am 
Ende  jedes  Versicherungsjahres  für  alle  die  Versicherten  gezahlt  wird,  die  am 
Anfange  dieses  Jahres  gelebt  haben,  so  hat  man,  wenn  R  den  Wert  dieser  nach- 
schüssigen  Rente,  R  den  der  entsprechenden  vorschüssigen  (am  Anfange 
des  Versicherungsjahres  zahlbaren)  bezeichnet, 

2)  R^=^R^^.'r     . 

*j  Das  Werk  Morüenresser,  die  mathematischen  Grundlagen  des  gesamten  Versicherunj;s- 
"wesens,  Leipzig  1882,  enthält  viele  Tafeln,  die  aber  nur  nüt  Vorsicht  benutzt  werden  dürfen, 
da  sie  nicht  frei  von  Rechenfehlern  sind.  In  dem  Exemplare  der  Bibliothek  der  Königl.  Sachs. 
Hochschule  zu  Dresden  sind  einige  augezeichnet. 
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Beispiel.  Wie  groß  ist  der  einmalige  Reinbeitrag  -^g^,  durch  den  eine 
30jährige  Person  eine  bei  Erreichung  des  45.  Lebensjahres  zum  ersten  Male 
zahlbare  lebenslängliche  jährliche  Rente  von  1500  Mark  er^-irbt? 


B       45JP 


log  A5 
log  1500 

log  Prod. 
log  /so 

log  ^30 

Ä 


1500  =  Y 

*80 

5,17295 
3,17609 
8,34904 
4,28657 
4,06247 
11547 


1500 


30 

5.  Abgebrochene  Leibrente.  Die  Rente  1  kommt  von  Erreichung  des 
Lebensalters  z  an  in  Wegfall,  wird  also  zum  letzten  Male  an  die  Versicherten 
bezahlt,  die  das  Alter  z  —  1  erreichen. 

Wir  setzen  hier,  wie  fernerhin,  immer  vorschüssig  gezahlte  Renten  voraus: 
sie  können,  wenn  nötig,  durch  Anwendung  der  Formel  Nr.  4,  2)  in  nachschüssige 
umgerechnet  werden. 

Bezeichnet  man  für  die  sofort  beginnende  vom  Alter  z  an  weg- 
fallende Leibrente  den  Zeitwert  beim  Abschlüsse  des  Vertrags  mit 
^*,  so  sind  am  Nullpunkte  die  Leistungen  der  Versicherten 

und  die  Leistungen  der  Bank 
Daher  hat  man 


^x  •  ^r  —  -^x         -Ltz 


1) 


R'r 


L>x         J^z 


L 


-^Rx-  "R. 


Bei    einer   bis   zum   Alter  y   aufgeschobenen,   vom   Alter  z   an   wegfallenden 

Leibrente    erhält  man  den  Zeitwert  ^ R*x  für  den  Abschluß    der  Versicherung   aus 
der  Gleichung  y  ^^^ 


2) 


^Ä.r  = 


Rx^x  =  Zj 

L   —  L 


=  'Rx 


X 


Beispiel.  Durch  welchen  einmaligen  Reinbeitrag  Bx  erwirbt  man  mit 
34  Jahren  eine  mit  50  Jahren  zum  ersten  Male  fällige,  mit  dem  75.  Jahre  auf- 
hörende Leibrente  von  2300  Mark? 


^34  =      / 

7-1  .  23 

*31 

: 

^50 

10410G 

5076 

A'.O    -^75 

99120 

log(Z.o   Z75) 

4,99616 

log  2300 

3,36173 

log  Prod. 

8,35789 

log  44 

4,21136 

log  ^3 1 

4,14653 

^31 

14013 

28* 
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6.  Erwerbung  einer  aufgeschobenen  lebenslänglichen  oder  ab- 
gebrochenen Leibrente  durch  jährliche  gleiche  Beiträge,  zahlbar 
während  eines  Teils  oder  der  ganzen  Aufschubzeit.  Soll  die  Beitrags- 
freiheit mit  dem  Lebensalter  u  eintreten,  wobei  also 

X  <u <y <z     , 

und  wird   der  jährliche  Beitrag  mit  bjc  bezeichnet,   so   sind,    auf   den   Nullpunkt 
übertragen,  die  Leistungen  der  Versicherten 

die  Leistungen  der  Bank  sind  dieselben,  wie  in  Nr.  4.     Man  hat  daher  für  eine 
lebenslängliche  aufgeschobene  jährliche  Leibrente   1 

T 


für  eine  abgebrochene  jährliche  Leibrente   1 

7    —  / 
L    —  L       ' 

Beispiel.  Durch  welchen  jährlichen  Reinbeitrag  ß  erwirbt  eine  39jährige 
Person  eine  mit  dem  60.  Lebensjahre  beginnende  jährliche  Rente  von  3400  Mark, 
wenn  mit  dem  50.  Jahre  Beitragsfreiheit  eintreten  soll? 


P            T 

-^39 

.  3400 

-^39 

218639 

A-.0 

10419G 

-^39     A'iO 

114443 

log  ^60 

4,63815 

log  3400 

3,53148 

log  Prod. 

8,16963 

log  (^9   A50) 

5,05859 

log^ 

3,11104 

^ 

1291,3 

7.    Werden    die    Renten    nicht    in    jährlichen    Abständen    gezahlt,    sondern 
jährlich  n    gleiche    Teilzahlungen    in   Abständen   von         Jahr   geleistet,    die   erste 


n 


wieder  am  Anfange  des  1.  Versicherungsjahres,  wird  ferner  auch  jede  Teilzahlunir 
nur  den  Versicherten  ausgezahlt,  die  den  Tag  der  Fälligkeit  erleben,  so  muß 
man  eine  brauchbare  Annahme  über  das  Absterben  während  eines  Versicherunsjs- 
jahres  machen.  Nun  lehrt  zwar  die  Erfahrung,  daß  die  Sterblichkeit  innerhalb 
eines  Kalenderjahres  nicht  ganz  gleichmäßig  ist,  sondern  in  bestimmter  Weise 
von  den  Jahreszeiten  abhängt;  da  aber  der  Anfang  des  Versicherungsjahres  auf 
jeden  Kalendertag  fallen  kann,  so  gleichen  s'ch  die  von  dem  Wechsel  der  Jahres- 
zeiten herrührenden  Schwankungen  der  Sterblichkeit  aus,  und  man  kann  ohne 
Bedenken  annehmen,  daß  das  Absterben  während  jedes  Versicherungsjahres 
gleichmäßig  erfolgt. 

Während   des  (x  +  l)-ten  Lebensjahres  sterben  im   ganzen 


üj,  —  a 


x-\-l 


Personen;  bei  gleichmäßiger  Verteilung  der  Sterbefälle  kommen  also   auf  —    Jahr 

n 

Wx  —  ^^.i-f  1)        » 


// 
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k 

das  Lebensalter  x  -\ erreichen  daher 

n 

k  1 

n  n 

m 

Wir  nehmen  an,  daß    -    Mark  Rente  gezahlt  werden,  und  übertragen  die  in 

ft 

einem  Versicherungsjahre   fälligen  Zahlungen   auf   den  Anfang   des  Jahres,   wobei 

wir   einfache   Zinsen,    nicht   Zinseszins   anwenden,    da   wir   an    der  Voraussetzung 

festhalten,  daß  Kapitalbildung  nur  von  Jahr  zu  Jahr  stattfinden  soll.     Wird 

^  =  -  ^^ 
^        100  n 

k 
gesetzt,  so  wächst  1  Mark  in     -  Jahren  auf  den  Betrag  \-\-kq  an,  der  Vonvert  r' 

.     ,      k  ^  , 

von  c  Mark,  die  in  —  Jahren  zahlbar  sind,  beträgt  daher 

n 


C  =^ 


l+kq 


Die  während  des  1*.  Versicherungsjahres  fälligen  Teilrenten  haben  daher  am 
Anfange  dieses  Jahres  den  Zeitwert 

«—1 

0  "T     y 

1  "^^  n  —  k  1    '^;i        k 


«2^1  4-;^^  n^^lJ^kq 


setzt  man  abkürzend 


1     "^        k  ,         1   -^   n  —  k 

so  nimmt  q-^  die  Form  an 

Auf  den  Nullpunkt  übertragen,  ergibt  dies 

Qx  '^  =  c^i  •  4^  +  <7»  ^x-\- 1      • 
Die  Summe  aller  auf  den  Nullpunkt  übertragenen  Renten  ist  daher 

Qx  f^  +  ^^  +1  ^+^  +  "'^OnLj,-\-  On  I'x-\-l        - 

Wird  der  Rentenwert  für  eine  Person  am  Anfange  des  1.  Versicherungsjahres 
mit  „/^x  bezeichnet,  so  hat  man  daher 


fi 


tt^x  Lx  =  O'n  Lx  -\-  On  ^x+1  =  {On  +  On)  Ar  —  0„  /, 
n^x  =  (öi  +  0„)  Rx  —  On 


n 

Nun  ist 

«  — 1 


1  Vi  /  «  —  >^  /&        ,  ^   \ 


ü  '  0 
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folglich   ergibt  sich 


1) 


W-^J 


^x  —  On       > 


n 


wobei  also 


_1/1  2  _''~^__\ 


Zusammenstellung   der  Werte   von  o   für   gebräuchliche  Werte  von  //  und  / 


n 


G 


12 


3  ,  0,2537  ,  0,3796  ,  0,4215  '  0,4632 
3J   0,2543   0,3803  '  0,4222  i  0,4630 


0,2549 


0,3811        0,4230        0,4648 


8«    Aufijeschobene    —   Leibrenten.      Der   Zeitwert   einer         Rente   vom 
°  n  ft 

Jahresbetrage  1,  die  von  Erfüllung  des  ^^-ten  Lebensjahres  an  gezahlt  wird,  ist  bei 
der  Fälligkeit  der  1.  Rente 

nRy  =  Ry  —-  0,1      \ 

n 

folglich    erhalten    die    diesen   Tag    erlebenden   ay   Personen    im    ganzen,    auf    den 
Nullpunkt  übertragen,  die  Summe 

„Ry   ly    =     (^Ry     O« )    ly 

n 

Die  Bankeinnahmen,  übertragen  auf  den  Nullpunkt,  sind,  wenn  der  Renten- 
wert beim  Anfange  der  Versicherung  mit  ^nRx  bezeichnet  wird, 

n 

nRx  •  Ix  =  {Ry  — ■  Ott)  ly  ^^  Ly  —  On  ly 
n 


Da  nun  Z«  :  /r  =  ^Rxi  so  hat  man 


y 

n 

H 


nRx  =     R. 


L 


Beispiel.  Eine  mit  dem  55.  Lebensjahre  beginnende,  monatlich  mit  je 
180  Mark  zahlbare  Leibrente,  wird  von  einer  31jährigen  Person  gegen  einraaliijen 
Reinbeitrag  B  erworben;  wie  groß  ist  j9? 


^1.2 

0,4639 

^5 

69537 

Oii   '  45 

2716 

Ar, 

Ov2  h'. 

66821 

B 

77S6 

log  ai2 

9,66642 

log  h. 

3,76754 

lof?Oi2  4:> 

3,43396 

lo^'  ^5  --  •  •  • 

4,82492 

log  2160 

3,33445 

log  Prod. 

8,15937 

lof;  k\ 

4,26803 

\o^B 

3,89134 
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n 


9.    Eine   -     Rente,  die  sofort  beerinnt,   aber  vom  Lebensalter  z  an 
n  ° 

wegfällt,    ist    der   Unterschied    einer    lebenslänglichen    sofort    beginnenden    und 
einer    bis    zum    Alter  z   aufgeschobenen   Leibrente.      Bezeichnet    man    die    Rente 

mit  nRxj  so  hat  man  daher 


nl^x 

— 

nJ^x 

nRx 

n 

n 

n 

R.  - 

On 

'R. 



4 

"k 

^;-(i-;ja« . 


10.  Totenrenten.  Bei  Kapitalversicherungen  auf  den  Todesfall  treten 
Zahlungen  von  bestimmter  Höhe  auf,  die  für  die  im  Laufe  eines  Jahres  ein- 
tretenden Sterbefälle  gezahlt  werden  müssen.  Eine  solche  Zahlung  findet  für 
jeden  Todesfall  natürlich  nur  einmal  statt,  während  man  bei  einer  Rente  an  in 
gleichen  Zwischenräumen  sich  wiederholende,  in  der  Regel  der  Größe  nach  nicht 
veränderliche  Zahlungen  denkt.  Da  aber  der  Name  „Totenrente"  häufig  gebraucht 
wird,  so  wollen  wir  ihn  nicht  zurückweisen  und  die  Angelegenheit  an  dieser 
Stelle  erledigen.  Wir  setzen  die  Höhe  einer  Zahlung  zu  1  Mark  an,  und  nehmen 
zunächst  an,  daß  die  Auszahlungen  für  alle  im  Laufe  eines  Versicherungsjahres 
Verstorbenen  am  Ende  dieses  Jahres  geleistet  werden;  alsdann  nehmen  wir  an, 
daß  die  Zahlungen  am  Ende  jedes  Vierteljahres,  bezw.  jedes  Monats  erfolgen. 

Der  Unterschied 

^.r-f  1  =  <^x  —  ^x-{-\ 

gibt  an,  wie  viele  von  ajc  in  das  {x  +  l)-te  Jahr  eintretende  Personen  im  Laufe 
dieses  Lebensjahres  sterben.  Wird  für  jeden  einzelnen  Todesfall  1  Mark  bezahlt 
und  auf  den  Nullpunkt  übertragen,  so  ergibt  sich,  wenn  o/"*'  mit  /,.  bezeichnet 
wird,  als  Zeitwert  der  Bankleistungen 

Diese  Summe  ist  für  jedes  Anfangsalter  zu  berechnen;  sie  soll  mit  T^r  be- 
zeichnet werden,  wobei  als  Argument  nicht  das  zum  ersten  Gliede  gehörige 
Alter  jc  4-  1  >  sondern  x  gewählt  worden  ist,  weil  dem  Sinne  dieser  Totenrente 
nach  der  Tag  der  Erfüllung  des  Alters  x  als  Anfang  des  1.  Versicherungsjahres  zu 
gelten,  und  für  diesen  Tag  der  Rentenwert  zu  berechnen  ist;   es  ist  also 

Wird  der  Zeitwert  der  Totenrenten  am  Anfange  des  1.  Versicherungsjahres 
mit  Mjc  bezeichnet,  so  hat  man 

2)  Mxix  =  T,- 

3)  Mx=^.~     . 

*x 

Zwischen  den  Summen  T^  und  Z^  besteht  ein  leicht  erkennbarer  Zusammen- 
hang; denn  es  ist 

Tx  =  {<ix  -  ar-[.i)r'-^'  +  (ar^y    -  a,.^.)r^-^^  +  .  .  . 

=  ^  J^x         J*x  -H  1        » 

oder,  da 

J-'x  ^^  *.r     \     -^x  +  1        ♦ 

7\  =  l,^  —  (l  —  r)L,r     ' 
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1  fi 

11.    Werden   die  Totenrenten  nicht        jährlich,  sondern        jährlich  bezahlt, 

so  haben,  wenn  das  Absterben  im  Laufe  eines  Jahres  gleichmäßig  erfolgt,  die 
im  Laufe  des  ^-ten  Lebensjahres  zu  zahlenden  Totenrenten  am  Anfange  dieses 
Jahres  den  Zeitwert 


2 


"11  1 


^'     0'-  v-r^.:  "^^^^  ~  ^*- 


n    "^     1  +  /li/        -"     n^  1  +  k^ 

Überträgt  man  diesen  Betrag  auf  das  Ende  des  ^-ten  Lebensjahres,  so  er- 
hält man  /i  r^,  wenn  man  zur  Abkürzung  setzt 

12.  Wir  setzen  nun  stetige  Zahlung  der  Totenrente  voraus,  und  zwar 
soll  die  Zahlung  sofort  nach  dem  Ableben  erfolgen.  Überträgt  man  auf  den 
Anfang  des  Versicherungsjahres,  so  erhält  man  für  die  Bankleistung  im  Laufe 
des  (x -\-  l)-ten  Versicherungsjahres 

1 

r+il  —-  1 '^^  /log.  '^+*        • 


Am  Anfange  des  1,  Versicherungsjahres  hat  daher  die  Totenrente  den  Zeitwert 

/}  r  log^ 

Zusammenstellimg  einiger  zusammengehöriger  Werte  von  /  und 

100  log  1,0/ 

//  ==  ,       —      . 

Prione 

P     :        log/"  /^ 

8  O,0OG41  \     1,01 4HS 

3}  ,    .0,00G08  1,01609 

3i  0,00744  1,01728 

3'J  ,     0,00798  1,01854 

4  0,00848  1,01972 

13«  Leibrenten  mit  Rückgewähr.  Wir  haben  bis  jetzt  vorausgesetzt» 
daß  bei  Rentenversicherungen  die  Bank  nichts  weiter  leistet,  als  die  Rente;  stirbt 
der  Versicherte  frühzeitig,  so  hat  sie  ihm  für  seine  Einzahlungen  nur  erst  wenig 
geleistet,  sie  erscheint  als  seine  Erbin.  Dieses  Erbe  ist  aber  kein  Reingewinn 
der  Bank,  sondern  sie  bestreitet  damit  die  Renten  der  lange  lebenden  Rentner. 
Der  früh  Verstorbene  hat  vom  Anfange  seiner  Versicherung  an  die  Gewißheit 
gehabt,  daß  er,  auch  wenn  er  ein  noch  so  hohes  Alter  erreichen  sollte,  au!  die 
vertragsmäßige  Rente  mit  Sicherheit  rechnen  konnte.  Dies  ganz  unschätzbare 
Gefühl  der  Sicherheit  kann  zwar  nicht  ziffernmäßig  berechnet  werden,  spielt  aber 
bei  Abschlüssen  von   Versicherungen   eine   ganz  wesentliche  Rolle. 

Für  solche  Versicherungsnehmer,  die  eine  Härte  darin  finden,  daß  ihre  Erben 
bei  frühzeitigem  Tode  keinen  Anspruch  an  die  Bank  haben,  ist  die  Renten- 
versicherung mit  Rückgewähr  eingerichtet  worden.  Die  Rückgewähr- 
bedingungt^n    können    mannigfach    sein;    wir   wollen    voraussetzen,    daß    die   Bank 
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beim  Tode  des  Versicherten  die  gemachten  Einlagen  unverzinst,  und  vermindert 
um  die  ebenfalls  unverzinsten,  dem  Versicherten  bereits  gezahlten  Renten,  zurück- 
zahlt Es  ist  klar,  daß  der  Versicherte  dabei  nichts  gewinnen  kann;  für  die  Leib- 
rente 1  muß  er  genau  so  viel  mehr  bezahlen,  als  den  Rückgewährleistungen  der 
Bank  entspricht;  er  könnte  seinen  Zweck  ebensogut,  w^enn  nicht  noch  besser, 
erreichen,  wenn  er  diesen  Mehrbetrag  sparen  und  durch  Zinseszins  vermehren 
würde,  denn  wenn  ihm  die  Bank  durch  Rückgewährversicherung  diese  Mühe  ab- 
nimmt, so  stellt  sie  hierfür  angemessene  Zuschläge  in  Rechnung. 

Die  Rückgewähr  bezieht  sich  in  der  Regel  nicht  auf  die  Reinbeiträge, 
sondern  auf  die  Tarifbeiträge,  die  aus  jenen  durch  Zuschläge  hervorgehen, 
die  zur  Deckung  des  Verwaltungsaufwandes  und  zur  Erhöhung  der  Sicherheit 
jjemacht  werden.  Wir  wollen  annehmen,  daß  diese  Zuschläge  aus  zwei  Teilen 
bestehen,  von  denen  der  eine  /  vom  Beitrittsalter  unabhängig  ist,  während  der 
andre  das  w  fache  des  Reinbeitrags  sei,  wobei  natürlich  m  ein  mäßiger  echter 
Bruch  isL     Der  Tarifbeitrag  ist  also  nach  dieser  Annahme 

(1+^)^^+/,     bezw.     {\J^m)b,^f    ; 

bei  derselben  Versicherungsart  wird  in  beiden  Formeln  m  denselben  Wert  haben, 
während  selbstverständlich  das  y  in  den  einmaligen  Beiträgen  ein  andres  ist,  als 
in   den  jährlichen. 

14.  Sofort  beginnende  Rückgewährrente.  Ist  91  der  einmalige  Rein- 
b  ei  trag  einer  sofort  beginnenden  lebenslänglichen  Leibrente   1   mit  Rückgewähr, 

der  Tarifbeitrag,  wobei  g  die  ganze  Zahl,  d  die  Dezimalbruchstellen  bezeichnet, 
so  hat  man  zunächst  die  Gleichung 

4-  91,  =  Z^  +  t,j^^{g,d-  1)  +  /x+2(^,  d       2)  ^...J^t^^^{g,d-g) 

1)  -=  Ljc-\r  (ix^\  +  <r-f  2  +  •  •  •  +  tjcJ^g)g.  d 

—  (/,4.i  +  2/a.f2  +  ^Ar+s+^/x-fir)     • 
Links  setzen  wir  _     »       /• 

Die  erste  Klammer  rechts  ist  T^  —  ^.r-i-^»  die  zweite  tritt  hier  zum  ersten 
Male  auf.     Man  berechnet  die  Summen 

und  hat  dann 

3)  /,+  i   +   2  /,.a-2  +   3  /,-_L3  +   .  .  .  +  gtx^s  =  Sr  —  g  '^x-\-g  —  3^-v+r       ■ 

Hiernach  erhält  man 

--  Z,  +  T.,g,  d-Z^  +  %:,+g  -  T^+g  'Cd 
/'  --  t} g,  d  +  T^^g  .  (I,  </  =  Z,.  +  --{-  -  /,.  -  I^  +  1.,.+^     . 

Hieraus  folgt 

i   /l^    (1+^)7:.^.^    \  (1  +  m) (Z., - %,)  +flx        ( 1  +  m) %,r^, 

^^\         lx-[\+ni)Tj    ''  /,-(l+;//)7:,         "^ /,  _  (f  + ,«)  r/ 

Um  zunächst  g  zu  bestimmen,  setzt  man  in  %x-[-g  ^ür  g  einen  schätzungs- 
weise angenommenen  Wert  ^;^'-j  an,  indem  man  bei  dieser  Abschätzung  von  dem 
Rentenwerte    ohne    Rückgewähr    ausgeht.      Stimmt   die    ganze    Zahl    der    rechten 
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Seite  mit  gj^  überein,  so  ist  entweder  g^  oder  g^  —  1  der  richtige  Wert,  und 
man  hat  aus  4)  nur  noch  0,  //  zu  bestimmen;  im  andern  Falle  nimmt  man 
statt  gl  einen  andern  geeigneteren  Wert  g^  ^*  s*  ^''  ^^^  Tarifrechnungen  wird 
man  diese  Rechnung  zunächst  für  die  Eintrittsalter  jc=  20,  25,  30,  35,  40,  45,  .^>0 
ausführen;  für  jedes  Zwischenalter  kann  man  dann  leicht  das  richtige  g  erraten. 
1.  Beispiel.  /=  0,20,  m  —  0,08,  x  ==  30.  Die  Rente  ohne  Rückgewähr 
ist  18,9,  daher  kann  g^  =  20  genommen  werden. 


1. 

^no 

0973,3 

2. 

0,08  7:,o 

557,8 

3. 

1)  +  2) 

7531,1 

4. 

4o 

19345 

5. 

4) -3) 

11814 

0. 

-^30 

305859 

7. 

3:30 

179120 

8. 

0)  -  7) 

180739 

9. 

0,08  .  8) 

14939 

10. 

1,08  .  8) 

1 

201078 

11. 

^30 

1 9345 

12. 

0,2  .  /30 

3809 

13. 

10)4-  12)  ! 

205547 

14. 

log  13)  ; 

5,31291 

15. 

log  5)  , 

4,07240 

10. 

14)-  15) 

1,24051 

17. 

1.  Glied 

17,398 

g  =  20 


23 


00 


18. 

3^30+^ 

07587 

55483 

59388 

19. 

0,08  .  18) 

5407 

4439 

4751 

20. 

1,08  .  18) 

72994 

59922 

04139 

21. 

log20) 

4,80328    ,     4,77758 

4,80712 

22. 

log  5) 

4,07240 

4,07240 

4,07240 

23. 

21)       22) 

0,79088 

0,70518 

0,73472 

24. 

2.  Glied 

0,178 

5,071 

5,429 

25. 

1.  Glied 

17,398 

17,398 

1 7,398 

20. 

Summe 

23,570           22,409 

22,827 

27. 

^52         3905,2 

28. 

0,08  .  27)           312,4 

29. 

27)  +  28)  !      4217,0 

30. 

log  29)     3,02507 

31. 

log  5) 

4,07240 

32. 

30)       31) 

9,55207 

1 

33. 

Bruch     0,3570 

34. 

log  1  +34)      0,13258 

35. 

log0,827  ;  9,91751 

30. 

35)   -  30)     9,78493 

37. 

0,  d     0,0094 

rifrente 

ist  daher 

mo  -  22,i 

509     . 

Die  Reinrente   ergibt  sich  daraus  zu 

22,009  —  0,20 


SR. 


10 


1,08 


--  20,750 
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15-  Aufgeschobene  Rückgewährrente,  einmaliger  Beitrag.  Bis 
zum  Anfange  der  Rentenzahlung  wird  im  Todesfalle  der  Beitrag  unverzinst  und 
unverkürzt  rückgewährt;  stirbt  der  Rentner  nach  Eintritt  des  Rentengenusses,  so 
wird  der  Überschuß  des  unverzinsten  Beitrags  über  die  Summe  der  bereits  ge- 
nossenen Renten  rückgewährt.     Wir  setzen  wieder  wie  in  Nr.  14 

und  haben  für  ^  und  0,  //  die  Gleichung 
^y  ^  —  f 

Ix  '   -; ; =  A  +  (^a  +  l  +  ^-r-f  2  +  •  •  •  +  M  •  ^»  '^ 

+  ty^iig,  ^       1)  +  iyj^i{g,d-  2)  +  .  .  .  +  ty^^(g,d-g) 
=  Ly-^-  (Tj,  —  Ty)g,  d-\-Ty>  g,  d  —  Ty^g  .  gy  d 

--    %y    +     TyJ^g    -    g    +     %yArg 
^     Ly-\-      Tjc-    gy     d         -     TyJ^g    •     0,    d  %y     "j "     XyJ^g  , 

woraus  folgt 

[/,-       (l  +  m)  T,\g,d-\-{\  +  ;//)  Ty^g  .  0,  a 

^{\-\-m){Ly-%y)-^f'l^-\-{\-\-m)%y^g  , 

Wie  in  Nr.  14,  setzt  man  auch  hier  in  Sr-f^  für  g  einen  schätzungsweise  an- 
genommenen Wert  ^j,  und  berechnet  die  rechte  Seite  u.  s.  w. 

16.  Aufgeschobene  Rückgewährrente;  jährliche  Beiträge  mit 
Beitragsfreiheit  vom  Alter  u  an.  Stirbt  der  Versicherte  vor  Anfang  des 
Rentengenusses,  so  wird  die  Summe  der  unverzinsten  Beiträge,  die  er  gezahlt 
hat,  rückgewährt,  stirbt  er  später,  so  besteht  die  Rückgewähr,  wie  bei  Nr.  14 
und  15,  aus  dem  Überschusse  der  gezahlten  Beiträge  über  die  genossenen  Renten. 

Wir  nehmen  wieder  an,  der  jährliche  Reinbeitrag  bx  werde  zur  Berechnung 
des  Tarifbeitrags  b'x  in  einem  bestimmten  Verhältnisse  vergrößert  und  außerdem 
noch  eine  für  alle  Eintrittsalter  gleiche  Zahl  f  zugeschlagen,  so  daß  man  hat, 
wenn  für  den  Tarifbeitrag  b^  gesetzt  wird, 

1)  b\  =  {\-\-m)bx-^f    . 

Die  Summe  aller  bis  zum  Eintritte  der  Beitragsfreiheit  gezahlten  jährlichen 
Beiträge  ist 

2)  (u-x)Vx=-{u~x)(\-\-m)bx^{u-x)f    . 

Setzt  man  hierfür  wieder  gy  d,   so    hat  man    für  g  und  (),^/    die  Gleichung 

gy  d 


(Lx  —  Z„) bx  =  Ly-{-  [tx+i  +  2  tx^2  +  -..  +  («-    x) ^J 


u  -- 


+  (/„4.1  +  tu  +  2  +  .  •  •  +  <y)  •  gy  d 

+   ty^l(g,d  —    1)   +   fy-^2(gyd—    2)   +   .   "-{-^y+gigyd  —  g)     . 

Da  nun 

/v+l  +  2/.+  2  +,..  +  {u-x)tu=%x-  (//  -  X)  Tu  -  S„       , 
^4-1  +       ^«-f  2  +  •  •  •  +  (y  =  ^«  —  ^       » 

(.v+1  +     (v4-2  +  •  •  •  +  (j'+r  "    ^y  ~~  ^v+sr     » 

<y+l    +    -<J'  f2      ;-    .    •    .    +  gfy.\-g   -=    %•   —  gTy^g       -    lyJ^g         , 
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SO  hat  man 


+     (r„     -      Ty)g,    d+{Ty-     Ty^,)g,    d 


^%  '^ 


// 


X 


=     Ly    +    {%,   -    S„) 


U  —  X 


TyJ^g    •     {),    d   --%y    -{-     %yj^ 


Setzt  man  für  bjc  den  aus  2)  folgenden  Wert,  ^o   ergibt  sich 


(//  — JC)(1  +  w) 


z.,-z„-(i  +/«)(3;^-s„) 

(//--"x)(l  +w)' 

=  z,  -  T^  +  Y^^r^ -  •  /+  J^+ir 


^,rf+7>+^  •(»,./ 


Setzt  man  hier  zur  Abkürzung 

Z^-Z„-(l  +m)(%. 


'^) 


%u) 


SO   erhält  man  schließlich 

X 


(u  —  x){l  +  m) 


=  X 


^) 


^  +  U  + 


( 


"••'=l-(^-^'  +  -iT^-"-^  +  %'- 


Beispiel: 

X  =  35  , 


u 


4r>  ,       ;•  -  60  , 


m 


0,08  ,       /  =  0,006 


Man  berechnet  zunächst  den  jährlichen  Reinbeitrag  b.r  für  die  Rente  1)  ohne 
Rück  gewähr.     Nach  Nr.   6   ist  r 


b.  = 


L^   !  276947 
Lu      14S91S 


128029 
4,63815 


\OgLy 

log(Z,-Z„)  i  5,10731 
logb,v     9,53084 
br  I  0,3395 

Der    Gesamtbetrag    der    10    Beiträge    ist    10b.r=  3,395:    man    kann  daher 
für  die  Rückgewähr  g^  =  4  schätzen.     Man  hat  nun 


1. 

S.-' 

145793 

13. 

log(Z^.   Z«) 

5,10731 

2. 

I«  ' 

9(^304 

14. 

log/ 

7,77815 

3. 

'<^X              '*'  tt 

55489 

15. 

1:5)  +  U) 

2,88540 

4. 

(M)8  .  3) 

4439 

16. 

log  1,08 

0,03342 

5. 

1,08  .  3) 

5992S 

17. 

15)  -  16) 

2,85204 

6. 

-^,V      -''« 

12S029 

18. 

num  1 7) 

711 

7. 

6)  -  5) 

68101 

19. 

jL/ y  ~  "^y 

11577 

s. 

log  7) 

4,N3316 

20. 

18)+  19) 

12301 

9. 

log  10,8 

1,03342 

21. 

log  2(0 

4,08995 

10. 

log  A' 

3,79974 

22. 

log  A' 

3,79974 

11. 

Z,  ' 

43467 

23. 

21)-  22) 

0,29021 

12. 

5v 

31 890 

24. 

1.  Glied 

1,9508 
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^  =  4 


i) 


25.  ZyJ^^ 

26.  log  25) 

27.  logX 
2S.  26)  -  27) 
29.  2.  Glied 
BO.  I.Glied 
3 1 .  Summe 


2U52 
4,33147 
3,79974 
0,53173 
3,4020 
1,950S 
5,3528 


19194 
4,28316 
3,79974 
0,48342 
3,043.9 
1,9508 
4,9947 


Hieraus  ist  ersichtlich,   daß  ^  =  4   der   richtige  Wert  ist,  und  0,  ä  aus  der 
Gleichung  bestimmt  wird 


( 


1  + 


rt  •  "■ 


-«  «4 

log  r,, 

log  A' 

log  Bruch 

Bruch 


2258,0 

3,35372 

3,79974 

9,55398 

0,35808 


^/-  1,3528      . 

log  1,3581 

log  1,3528 

log  0 ,  d 

0,// 


0,13293 
0,13124 
9,99831 
0,99612 
4,99612 


Aus  dem  jährlichen  Tarifbeitrage  0,49961    findet  sich  der  Reinbeitrag  zu 

0,49961  -     0,006 
1,08 


^.= 


-  =  0,46255  *). 


>5  3.    Reinbeiträge  für  einfache  Kapitalversicherungen  auf  den  Todes- 

und  Lebensfall. 

!•  Bei  der  einfachen  Todesfallversicherung  zahlt  die  Bank  das  ver- 
sicherte Kapital  beim  Tode  des  Versicherten.  Wir  nehmen  das  Kapital  in  der 
Regel  zu  1  Mark  an,  und  setzen  voraus,  daß  die  Auszahlungen  am  Ende  des 
Sterbejahres  erfolgen.  Da  die  Todesfälle  bescheinigt,  die  Bescheinigungen  an  den 
Sitz  der  Versicherungsgesellschaft  eingeschickt  und  dort  geprüft  werden  müssen, 
ehe  die  Auszahlung  der  Versicherungssumme  erfolgen  kann,  so  vergehen  einige 
Wochen  vom  Todesfalle  bis  zur  Auszahlung.  Wenn  wir  nun  der  einfachem 
Rechnung  wegen  die  Auszahlung  ans  P2nde  des  Sterbejahres  legen,  so  wird  für 
die  in  der  ersten  Hälfte  des  Sterbejahres  eintretenden  Todesfälle  der  Bank  eine 
Zinseinnahme  gutgeschrieben,  die  sie  gar  nicht  hat;  dafür  wird  aber  für  die 
gegen  da^  Ende  des  Sterbejahres  eintretenden  Sterbefälle  ein  Zinsgenuß  weg- 
gelassen. Beide  Posten  gleichen  sich  nicht  vollständig  aus,  ihr  Unterschied  ist 
aber  so  unbedeutend,   daß   er  unbedenklich  außer  Betracht  bleiben  kann. 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  ist  die  Leistung  der  Bank  eine  sofort 
beginnende  Totenrente  1.  Die  Gegenleistung  des  Versicherten  besteht  entweder 
aus  einem  einmaligen  Beitrage,  der  sofort  beim  Beginne  der  Versicherung 
zu  zahlen  ist,  oder  aus  jährlichen  gleichen  Beiträgen,  die  bis  zum  Tode 
bezahlt  werden,  oder  aus  jährlichen  gleichen  Beiträgen,  die  höchstens  bis 
zu  einem  bestimmten  Lebensalter  gezahlt  werden,  so  daß  vom  nächsten  Jahre 
an  Beitragsfreiheit   eintritt.     Im  Falle  jährlicher  Beiträge   stellen    diese   also  eine 


*)  Die  in  Karlps  Lehrbuch  der  Lebensversicherung  enthaltenen  Formeln  für  Rückgewähr 
sind  nicht  zu  gebrauchen,  da  dort  nur  Reiubeiträge  rückgewährt  werden. 
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§3 


sofort  anfangende  jährliche  Rente  dar,  die  bis  zum  Tode  geht,  oder  abgebrochen 
wird,  und  die  Höhe  bj^  hat,  wenn  damit  der  jährliche  Beitrag  bezeichnet  wird. 
Daher  ist  -für  Kapitalversicherung  auf  den  Todesfall  (versichertes  Kapital 
=  1  Mark): 

a)    p]inmaligcr   Beitrag 

T 

1)  "     ^- 


Br-^ 


/..- 


b)  jährliche   Beiträge,   zahlbar  bis   zum   Tode, 


2) 


*,= 


z... 


c)  jährliche  Beiträge,  mit  Beitragsfreiheit  vom  Lebensalter  «  an. 


;j) 


Ar 


Die  Formeln   1)  und  2)   kann   man    umgestalten,   indem   man   von    den  Be- 
ziehungen 

/.i-  —  Tjc  =  (1  —  f)  Lx  y         Lx  =~  Ix^v 

Gebrauch  macht;    man  hat  dann 

Tx  =  Ix  —  (1  —  r)  Lx     , 
4)  Bx^l-    {l-r)Rx     , 


und  daher 


•■>) 


A^  =  ;;^  -  (1  - '■) 


die   man    anwenden    wird,   wenn    man    eine   Haupttafel   verwenden   muß,    die    die 
TV -Werte  nicht  enthält. 

Beispiele. 

A)    Eine  ;$7  jährige  Person   versichert   ein  Kapital   von  8000  Mark   auf   den 
Todesfall:    wie  groß  ist  der  einmalige  Reinbeitrag? 

T 
^j,7  ==  -  —  •  8000      oder      =  8000  [1  —  (1  —  r)Rx\ 

^87 


»og  r,7 

3,77112 

JoR  -^»7 

1,23832 

log  8000 

H,9oao9 

log  (1  -  ;•) 

8,52013 

log  Prod. 

7,67421 

log  Prod. 

9,76745 

log  ^7 

4,ir)347 

{\-r)R,, 

0,58540 

log  ^37 

3,52074 

l-(l-r)i?3, 

0.41460 

^37 

331G,f) 

-^«7 

3316,8 

B)    Wie  groß  ist  der  jährliche  Reinbeitrag  für  eine  im  Alter  42  abgeschlossene 
Todesfallversicherung  von  6000  Mark? 

/',,,  --  /-  '  6000     oder      --  6000  (        —  (1    -  r)) 


logr,2  '  -^,71523 

log  6000  !  3,77815 

log  Prod.  I  7,49338 

logZ^^  ,  5,25853 

log/;,,,  '  2,23485 

/',2      171,73 


logl  J?42  I  s,79544 
1  7^12      0,062437 
(1  —  ;•)  I  0,033816 
1  7?i,>  —  (1—;)  '  0,028621 
/',,.  '  171J3 
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C)  Welcher  jährliche  Reinbeitrag  ergibt  sich  für  das  Beitrittsalter  29  und 
das  im  Todesfalle  zahlbare  Kapital  5000,  wenn  mit  dem  Alter  of)  Beitragsfreiheit 
eintreten  soll?  j, 

^!.=  --^— -.  5000 

Z29      8SG048 

Zr.5         69537 

Ai»  —  A5  ,    316511 

log  ^29  I  H,S5389 

log  5000     3,69897 


log  Zähler 
log  Nenner 

log  ^29 


7,55236 
5,50039 
2,05197 


A,.,  ,  112,71 

2.  Werden  die  Beiträge  nicht  jährlich,  sondern       jährlich  bezahlt,  so  wird  doch 

n 

der  jährliche  Beitrag  nach  Nr.  1,  2  oder  4  berechnet  und  dem  Vertrage  zu- 
grunde gelegt.  Stirbt  der  Versicherte,  ehe  alle  Teilbeiträge  für  das  Sterbejahr 
bezahlt  sind,  so  werden  die  noch  nicht  bezahlten,  ihm  nur  gestundeten  Teil- 
beiträge von  der  Versicherungssumme  gekürzt.  Ist  jß^.  ein  Teilbeitrag,  und  wird 
für  die  Verzugszinsen  der  Zinsfuß  p  zugrunde  gelegt,  so  hat  man,  wenn  man 
y>  :  100;/  n=  <7  setzt, 

^         ^    /      ,        1  1  1 

V         \  -rq        1  +  2  $r  1  -^  (;^  _  1)  ^^ 

Setzt  man 

so  hat  mau  also  ^ 

ßx  =   ~~^X         ' 

V 

Bei  wöchentlichen  Beiträgen  ist  die  Berechnung  von  v  aus  der  Summen- 
formel 1)  ziemlich  mühsam,  da  man  51  Glieder  berechnen  und  zusammenzählen 
muß.  Man  kann  sich  diese  Arbeit  ersparen.  Die  Fläche,  die  von  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  ^ 


den  Koordinatenachsen   und    der   zur   Abscisse  a   gehörigen    Ordinate    1  :  (1  +  ^) 
begrenzt  wird,  ist  bekanntlich 

6 

Teilt  man  a  in  n  gleiche  Teile  und  bezeichnet  einen  solchen  Teil  mit  q, 
so  sind  die  zu  den  Teilpunkten  gehörigen  Ordinaten,  Anfang  und  Ende  mit 
gerechnet, 

1         '         __L_      _.!._  _J__ 

*        l+q'        1  +  2  ^  '        1  +  3  ^  '     '  "      1  +  « (/      ' 

die   wir   der  Reihe    nach   mit  1>  JiO'*»  •••   bezeichnen   wollen.     Zieht  man  die 
Sehnen  zwischen  Nachbarpunkten,  so  erhält  man  n  Trapeze,  deren  Flächen  sind 

.V  (1  +  J'i ) '      \,  Ol  4-  Jl»)  '      %  0'2  -i-  y^)  y    "•     l  0'//  - 1  +  j'«)    » 
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S  '^ 


und  die  zusammen  mehr  geben  als  /;  daher  hat  man 


^ 


oder 


1) 


-^  (1  +  2ji  +  2^',  +  2^3  +  . . .  +  2^„_,  +  j«)  >  /(l  +nq)     , 


9{yi+yi  +  ---  +}•«)  +  J  ?(1  -.V«)  >  l(\  +  «?) 


Die  Rechtecke  g\\,  gy^y  •  •  •  sind  ganz  in  /  enthalten:    daher  ist 

2)  gij'i  +.V2  +  •  •  •  +yr.) < /(i  +  »g)    . 

Aus  1)  und  2)  folgt 

g 

^{yi+yt  +  "'+yn)  =  ^{i+ng)     e-  .^  (K— j«)    , 

wobei  €   einen   echten  Bruch   bezeichnet.      Teilt   man   durch   ^,    fügt  auf  beiden 
Seiten  1   hinzu,  ersetzt  n  durch  n  —  1   und  vjk  durch  1  :  (1  +  >^^)»  so  ergibt  sich 


^)  { 


1  + 


1 


+  ... 


-T" 


-—     -=1+   ^  /(l+«-lir) 
\  +(n  -     \)g  q 


2  V  1  +  «  -    1  ^/ 


Bei  Wochenbeiträgen  ist  n  =  ö'i  und  die  linke  Seite  ungefähr  50;   für  den 
Zinsfuß   6,  der  wohl  nicht  überschritten  wird,  ist 


H^-    M-VlJ  =  5S  =  "^'"-'-" 


Wenn  man  bedenkt,  daß  die  Beiträge  in  der  Regel  auf  1000  Mark  Ver- 
sicherungssumme berechnet  und  auf  Zehntelmark  nach  oben  abgerundet  werden, 
so  erkennt  man,  daß  gegenüber  der  linken  Seite  ein  Bruchteil  von  0,027  ver- 
nachlässigt werden  darf.     Man  benutzt  daher  unbedenklich  die  Formel 


^) 


1  1 


+  -. 


1 


1 


1+^   •    1+2^    '    1  +3^"^"*+  1  +«_!> 
1  +-    ]^    -logd  +«       \q)     . 


Für  die  Zinsfüße   5 ,   5  J ,  6   hat  man 


V.  =  1 


1040,      1091  1040    ,       1096,1 

log  . ..  —  ,     ^5,5  =  1  +  7-,  1       log 

log<r         1040  '  1,1  log^ 


1040 


'♦; 


1040    ,       1101,2 

\o\l 

l,21og<?     '     1040 


1. 
2. 

3. 
4. 
5. 
6. 
7. 


Iogl091 

log  1096,1 

logll01,2 

log  1040 

1)-    4) 

2)  -  4) 

3)-    4) 


3,037825 
3,039850 
3,041866 
3,017033 
0,020792 
0,022S17 
0,024S3:^ 


S.  log  1040  !  3,01703 

9.  log  log  ^     9,63778 

10.  8)       9)     3,37925 

11.  log  1,1  ]  0,<»4139 

12.  log  1,2     0,07918 
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8)  -  9)       3,37925 

10)^11) 

3,33786 

10)       12) 

3,30007 

lo^rS)       8,31789 

log  6) 

8,35826 

log  7) 

8,39503 

log(r.  -  -  1)        1,69714 

log  (»'5,5          1) 

1,69612 

log(»'«       1) 

1,69510 

v;,  -     1     49,790 

^5,5  ~    1 

49,673 

vo-l 

49,557 

i'j     50,790 

n,5 

50,673 

^G 

50,557 

logv-        1,70578 

log:  ^5,5  * 

1,70478 

log  n 

1,70378 

3.  Die  reine  Todesfallversicherung,  von  der  die  Entwicklung  des  Lebens- 
versicherungswesens ausgegangen  ist,  wird  jetzt  fast  gar  nicht  mehr  angewendet, 
sondern  durch  eine  Versicherung  auf  den  Todes-  und  Lebensfall  ersetzt,  indem 
das  versicherte  Kapital  beim  Tode,  spätestens  aber  bei  Erreichung 
des    cS5.  Lebensjahres   gezahlt  wird. 

Die  Bankausgaben  für  die  Versicherungssumme  1  Mark  sind  in  diesem 
Falle,  übertragen  auf  den  Nullpunkt, 

Tr  -      785  "T"  45 

Die  Einnahmen  ändern  sich  bei  Nr.  1,  b),  indem  an  Stelle  von  Z^  •  ^^  hier 
zu  setzen  ist  (Z^  —  Zgö)^.,-     Man  hat  daher: 
Einmaliger  Beitraij 

X  -  -_  ^85  +  '85       . 

jährliche  Beiträge,   zahlbar  höchstens  bis  zur  Erfüllung  des  84.  Lebensjahres, 


1) 


-ff.r 


•2) 


b^- 


J-^x  —  -^85 

jährliche   Beiträge,    mit   Beitragsfreiheit   vom   Alter  u   an, 

Tx  —  7*85  +  45 


3) 


^.  = 


Beispiele. 

A)  Wie  groß  ist  a)  der  einmalige,  b)  der  jährliche  Reinbeitrag  für  eine 
Todesfallversicherung  über  9000  Mark,  zahlbar  spätestens  bei  Erreichung  des 
J^5.  Lebensjahres,  wenn  das  Beitrittsalter  42  ist? 


A.    ^^* 

^42 

T,, 

5190,8 

L. 

8.» 

102,8 

^42          % 

5293,6 

91,5 

12           •  •  • 

5202,1 

Z42 

181357 

^.-. 

332 

A12          Z^5 

181025 

B^,y 

4134,7 

^2 

258,63 

•  9000  , 


i^^  =  ^*\     n.-._+4..  ,  9^,^jQ 


^42  ^85 

log  7^42  —  .  .  . 

•  log  9000 
log  Prod. 

log  ^42 

l0g(A2-A5) 

log  ^42 

log  /^42 


3,71618 
3,95424 
7,67042 
4,05397 
5,25774 
3,61645 
2,41268 


B)  Wie  groß  ist  der  jährliche  Reinbeitrag  für  das  Eintrittsalter  29,  Beitrags- 
freiheit vom  Alter  55  an,  wenn  das  versicherte  Kapital  in  der  Höhe  von  7500  Mark 
beim  Tode,  spätestens  bei  Erreichung  des  85.  Lebensjahres  gezahlt  werden  soll? 

A,„  = z :; •  ^oOO 


ScHLOBMiLCHS  Handbuch  der  Mathematik,  2.  Aufl.,  Bd.  III. 


29 


450 


Mathematische  Grundlagen  des  Versicherungswesens. 


5J  3 


^29 

7135,0 

4» 

102,8 

^29  +  ^5 

7237,8 

^5 

91,5 

^29 

7146,3 

-^29 

386048 

^55 

69537 

-^29    "  "  • 

316511 

^29 

169,34 

log  (Tic,-...) 
log  7500 
log  Prod. 

l0g(A9  —  •  •  •) 

log  Ä;j9 


3,85408 
3,87506 
7,72914 
5,50039 
2,22875 


4.  Versicherung  auf  den  Todes-  und  Lebensfall.  Das  versicherte 
Kapital  (1  Mark)  wird  beim  Tode,  spätestens  aber  bei  Erfüllung  eines  bestimmten 
Lebensalters  y  gezahlt  Zu  dieser  Versicherungsart  gehört  für  y  =  85  die  in  Nr.  3 
behandelte;  wir  haben  aber  vorgezogen,  dieser  eine  besondere  Nummer  an- 
zuweisen, weil  sie  als  Ersatz  für  die  reine  Todesfallversicherung  anzusehen  ist 
und  in  Bezug  auf  die  Tarife  und  Rücklagen  von  ihr  nicht  unwesentlich  abweicht. 
Betreifs  der  Beiträge  sind  wieder  die  Fälle  wie  in  Nr.  1  und  3  zu  unterscheiden; 
man  erhält  die  hier  geltenden  Formeln,  wenn  man  in  Nr.  3  das  Lebensalter  So 
durch  y  ersetzt     Man  hat  somit: 

Einmaliger  Beitrag 

T   —  T    '    J 
1)  ^^^y.       ly-rh     . 


jährliche  Beiträge  bis  zum  Tode,  spätestens  bis  zum  Lebensalter  y — 1, 

2) 


T 


7>+/, 


jährliche   Beiträge,   mit  Beitragsfreiheit  vom   Lebensalter  u  an 

T^-Ty    +    ly 


3) 


b.^ 


Lu 


Beispiele.  Von  einer  37 jährigen  Person  soll  eine  Versicherung  über 
4000  Mark  abgeschlossen  werden,  zahlbar  beim  Tode,  spätestens  aber  bei  Voll- 
endung des  60.  Lebensjahres;  wie  groß  ist  a)  der  einmalige  Reinbeitrag  B^-/, 
b)  der  jährliche  Reinbeitrag  b^-j ,  wenn  er  bis  zum  Ende  des  Vertrags  gezahlt 
werden  soll;  c)  der  jährliche  Reinbeitrag  ^37,  wenn  mit  dem  50.  Jahre  Beitrags- 
freiheit eintreten  soll? 


-^87  = 


^37 


4000  ,       b 


»0 


37 


^S7 


^  37 


37 


^37     I     *<>0 


(iO 


«50 

A7   i 


-^37  ~~  Aio 


Z37    "  A'. 


0 


^37 

^37 

/'37 


^37  = 

5903,6 

4289,4 

10193,0 

2819,9 

7373,1 

246486 

43466 

104196 

203020 

142290 

2071,3 
145,27 
207,27 


T,o  +  /. 


«50 


.Zvg?  X> 


'37 


4000 


A;o 


.  4000 


'37 


50 


log  (^37       -•  ••) 
log  4000 

log  Prod. 

log  ^37 
log  (Z37  -  -  Zßo) 

log  (Z37  —  Ao) 
log  ^37 

log  ^37 
log  ^37 


3,86765 
3,60206 
7,46971 
4,15347 
5,30754 
5,15317 
3,31624 
2,16217 
2,31654 


§  3        Reinbeiträge  für  einfache  Kapitalyersicherungen  auf  den  Todes»  und  Lebensfall.      451 


5»  Kurze  Todesfallversicherung.  Das  Kapital  (1  Mark)  wird  nur  ge- 
zahlt, wenn  der  Versicherte  vor  Erreichung  eines  bestimmten  Lebensalters  j/  stirbt; 
die  Leistung  des  Versicherten  kann  in  einem  einmaligen  Beitrage,  oder  in  jähr- 
lichen Beiträgen  bis  spätestens  zum  Lebensalter  y  —  1  bestehen.  Diese  Form 
der  Versicherung  kann  gewählt  werden,  um  gegenüber  von  Schuldverhältnissen, 
die  bis  zum  Lebensalter  y  reichen,  den  Kredit  zu  befestigen;  oder  auch,  um 
für  den  Fall  des  frühzeitigen  Todes  eines  Familienvaters  die  Familie  vor  Not 
zu  schützen,  während  der  Versicherte  für  den  Fall,  daß  er  bis  zum  Alter  y  lebt, 
darauf  rechnet,  bis  dahin  genügende  Rücklagen  machen  zu  können. 

Die  auf  den  Nullpunkt  übertragenen  Leistungen  der  Bank  sind  in  diesem  Falle 


Daher  hat  man: 

Einmaliger  Beitrag 

1) 


•'■  X  J-  y       • 


B.^ 


r.  -  T, 


jährliche    Beiträge    bis    zum    Ende    des   Vertrags    (durch    Tod    oder    Er- 
reichung des  Alters  y) 


2) 


b.^ 


Beispiel.  Eine  kurze  Todesfallversicherung  wird  im  Alter  44  für  das 
Alter  51  und  das  Kapital  25000  abgeschlossen;  wie  groß  ist  a)  der  einmalige, 
b)  der  jährliche,  bis  zum  Tode,  höchstens  aber  bis  zum  50.  Lebensjahre  zahl- 
bare Reinbeitrag? 


44 


n, 


-^44 

U, 

^44 

4926,5 

^51 

4039,6 

T,,  -  T,r 

886,9 

A4 

159229 

Ai 

96513 

^44    ^51 

62716 

^44 

2150,4 

^4 

353,53 

25000 


b..  =  ^ 5i  .  250Ö0 


44 


-^44  ~  Al 

log  25000 
log  Prod. 

log  ^44 

log  ^11 
log  ^44 


2,94787 
4,39794 
7,34581 
4,01329 
4,79738 
3,33252 
2,54843 


6,  Versicherung  auf  den  Lebensfall.  (Militärdienst-,  Aussteuer-  und 
Altersversicherung.)  Das  versicherte  Kapital  (1  Mark)  wird  nur  dann  ausgezahlt, 
wenn  der  Versicherte  ein  bestimmtes  Lebensalter  y  erlebt;  die  Beitragszahlung 
erfolgt  einmalig,  oder  durch  jährliche  Beiträge  bis  zum  Ende  des  Vertrags. 

A)  Lebensfallversicherung  ohne  Rückgewähr.  Die  auf  den  Null- 
punkt übertragenen  Bankausgaben  bestehen  in  diesem  Falle  in  einer  einzigen 
Zahlung  an  die  ay  Versicherten,  die  von  a^^  Beitretenden  das  Lebensalter  y  er- 
reichen, betragen  daher  iy\  folglich  hat  man: 

a)  Einmaliger  Beitrag 


1) 


B.,= 


b)  jährlicher  Beitrag,  zahlbar  bis  zum  Ende  des  Vertrags, 


2) 


b.  =  -; 


Lv  -  Z, 


29* 
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Beispiel.  Eine  28jährige  Person  versichert  ein  Kapital  von  4000  Mark, 
zahlbar,  wenn  sie  60  Jahre  alt  wird,  ohne  Rückgewähr  im  Falle  früheren.  Ab- 
lebens, a)  Wie  hoch  ist  der  einmalige  Reinbeitrag?  b)  Wie  hoch  ist  der  jährliche 
Reinbeitrag,  zahlbar  bis  zum   59.  Lebensjahre,  bezw.  bis  zum  früheren  Tode? 


Ä 


28 


'28 


.  4000 ,  h.  = 


/. 


60 


'-  -  .  4000 


JL».>  u   ~  i^it 


'28 


'«0 


407108 
43467 


■^28 


Z^o  !  :-i63641 


Äs  I     814,70 
K^       47,183 


log  4o 
log  4000 

log  Prod. 

log  ^8 
log  (Ay  —  Z^-o) 

log  Äg 

log  ^28 


3,63240 
3.60206 
7,23446 
4,32346 
5,56067 
2,91100 
1,67379 


B)  Lebensfallversicherung  mit  sofortiger  Rückgewähr.  Erlebt  der 
Versicherte  das  Alter  y  nicht,  so  werden  der  einmalige  Beitrag,  bezw.  die  jähr- 
lichen Beiträge  unverkürzt  und  unverzinst  zurückgewährt 

a)  Einmaliger  Beitrag.  Wir  wollen  annehmen,  daß  die  für  diese  Ver- 
sicherungen erhobenen  Zuschläge  ein  festes  Verhältnis  /x  zu  den  einmaligen,  bezw. 
jährlichen  Reinbeiträgen  haben.  Ist  Bj^  der  Reinbeitrag,  also  (1  -\-  /j,)  Bjr  der 
Tarifbeitrag,  so  ist  die  Bankausgabe  für  das  Kapital  1,  übertragen  auf  den 
Nullpunkt, 

/^  +  (7V-7»(l+/i)^.,     , 
daher  hat  man 

/r  B.  =iy  +  (T^  -  Ty)  (1  +n)B^      , 


3) 


B.= 


/,-(!+    /«)  {T,    -     Ty) 


b)  Jährlicher   Beitrag,    mit   Beitragsfreiheit   vom    Alter  u    an.     Die 
Bankausgabe  ist  hier 

/^.  + [/,+!  + 2/^^.2  + 3 /,+3  +  ...+  («-^)/«  +  (^-^)(^.-^:.)]{l+/f)^.r    : 

die  Einnahme  ist 

(Z^  —  Z«)  /;, 
und  daher 


'X  J 


^.  =  - 


h 


L,  -  Z«  -  (1  +  /x)[S.,  -(u-x)Ty-  I«] 

Beispiel.  Für  einen  11jährigen  Knaben  soll  eine  Summe  von  5500  Mark 
versichert  werden,  zahlbar,  wenn  der  Versicherte  30  Jahre  alt  ist;  stirbt  er  vorher, 
so  sind  der  einmalige,  bezw.  die  jährlichen  Beiträge  unverkürzt  und  unverzinst 
zurückzugeben;  wie  hoch  ist  a)  der  einmalige  Tarifbeitrag;  b)  der  jährliche  Tarif- 
beitrag, wenn  vom  21.  Jahre  an  Beitragsfreiheit  eintreten  soll,  und  /<  =  0,22 
angenommen  wird? 

Werden  die  Tarifbeiträge  mit  B'jc  und  b'^  bezeichnet,  so  hat  man 


^ii  =  1,22 


^3o 


/,,-l,22(r,,  -T^o) 


5500 


^n  =  1,22  .    - 


/. 


:^0 


"^11      ^21      i»--(-itii      lu  y.jQ      *^2i/ 


5500 


S  3 
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^11 

9592,8 

7' 

6973,3 

7'     T 

2619,0 

1,22  (7\,  -  71,0) 

3195,8 

Ai 

41U62 

*11      •  •  • 

37866 

10  7^0 

69733 

*21 

248978 

1 0  r,o  +  isi 

318711 

Su 

340129 

*,i    ... 

21418 

Ai 

581535 

1/22  (Sil-...) 

26130 

Summe 

607665 

Ai 

930599 

Zj,  —  . .  . 

322934 

//ll 

3428,0 

^n 

401,95 

log  1,22 

iog(r„-r3o) 

log  (2^11  -•••) 
log  1,22(^11-...) 

logl,22(gn-...) 

log  1,22 

log  5500 

log  /«G 
log  Prod. 

log(Ai  —  •••) 

log(Ai  — ...) 

log^li 
log  ^n 


0,08636 
3,41822 
4,33078 
3,50458 
4,41714 
0,08636 
3,74036 
4,28657 
8,11329 
4,57825 
5,50911 
3,53504 
2,60418 


7.  Volks  Versicherung.  Bei  der  gewöhnlichen  Lebensversicherung  unter- 
wirft sich  der  Versicherte  vor  Abschluß  des  Vertrags  einer  genauen  ärztlichen 
Untersuchung;  der  Antrag  wird  nur  dann  angenommen,  wenn  keine  ärztlichen 
Bedenken  entgegenstehen.  Dieses  Auswahlverfahren  hat  die  Wirkung,  daß  die 
Sterblichkeit  der  Neuversicherten  erheblich  hinter  der  Sterblichkeit,  die  nach  der 
Absterbeordnung  zu  erwarten  wäre,  zurückbleibt.  Da  aber  selbst  ein  noch  so 
scharfblickender  Arzt  nicht  alle  Krankheitsanfänge  und  -Anlagen  zu  entdecken 
vermag,  und  da  der  heute  noch  ganz  Gesunde  sofort  den  Schädlichkeiten  aus- 
gesetzt ist,  die  das  Leben  bedrohen,  so  verwischt  sich  nach  wenigen  Jahren  schon 
der  Unterschied  zwischen  den  2 jährigen,  die  in  einem  bestimmten  Alter  nach 
ärztlicher  Untersuchung  aufgenommen  worden  sind,  und  den  übrigen  Personen 
gleichen  Alters  in  einer  bestimmten  Bevölkerungsgruppe. 

Seit  einigen  Jahren  ist  man  dazu  übergegangen,  Versicherungen  ohne  ärztliche 
Untersuchung  abzuschließen,  und  nur  die  Bedingung  zu  stellen,  daß  der  Ver- 
sicherungsnehmer bei  Stellung  des  Antrags  nicht  den  Eindruck  eines  kranken 
oder  kränklichen  Mannes  macht.  Der  Gefahr  für  die  Bank,  zufolge  kurzer 
Lebensdauer  der  Versicherten  schon  nach  kurzer  Beitragszeit  die  Versicherungs- 
summe zahlen  zu  müssen,  begegnet  man  durch  geeignete  Schutzmaßregeln,  indem 
man  eine  bestimmte  Wartezeit  festsetzt;  stirbt  der  Versicherte  innerhalb  der 
Wartezeit,  so  zahlt  die  Bank  nicht  die  Versicherungssumme,  sondern  gewährt  die 
gezahlten  Beiträge,  unverzinst  und  unverkürzt,  oder  gekürzt  um  einige  Prozente 
für  V^erwaltungsaufwand,  zurück;  oder  die  Bank  zahlt  in  der  Wartezeit  nicht  die 
ganze   Versicherungssumme,  sondern  nur  einen  gewissen  Bruchteil. 

Aus  Rücksicht  auf  die  Sicherheit  der  Bank  darf  das  versicherte  Kapital  bei 
jeder  einzelnen  Versicherung  eine  bestimmte  obere  Grenze  nicht  überschreiten. 
Die  Beiträge  werden  zunächst  für  jährliche  Vorausbezahlung  berechnet,  zumeist 
aber,  der  wirtschaftlichen  Lage  der  Versicherten  angemessen,  wöchentlich  ein- 
gefordert; im  Todesfalle  wird  selbstredend  auch  hier  die  Versicherungssumme 
um     die     gestundeten    W^ochenbeiträge     gekürzt.       Wird    für    die    Stundung    der 

Beiträge  ß^  der  Zinsfuß  /  berechnet,    so   berechnet   sich  ß^  aus    dem  Jahres- 
beiträge bj^  nach  der  Formel  Nr.  2,   2). 
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Für  Lebensversicherungen  mit  ärztlicher  Untersuchung  verwendet  man  in 
der  Regel  Absterbeordnungen,  die  aus  den  Erfahrungen  einer  großem  Anzahl 
von  Versicherungsgesellschaften  hervorgegangen  sind;  sehr  verbreitet  ist  die  von 
A.  Zdllmer  berechnete  „Deutsche  Sterblichkeitstafel  für  normale  Leben  mit  voll- 
ständiger ärztlicher  Untersuchung***).  Für  Volksversicherungen  ist  diese  Tafel 
natürlich  nicht  verwendbar;  hier  wird  man  eine  für  die  Gesamtbevölkerung 
geltende,  aus  den  großen  Volkszählungen  hervorgegangene  Tafel  anzuwenden  haben. 

8.  Volksversicherung  mit  dreijähriger  Wartezeit;  während  der 
Wartejahre  werden  dieBeiträge  unverkürzt  und  unverzinst  rückgewährt; 
die  Auszahlungen  finden  am  Ende  des  Versicherungsjahres  statt;  der  Versicherungs- 
vertrag endet  spätestens  mit  dem  Lebensalter  j,  d.  h.  bei  Erfüllung  dieses  Alters 
wird  die  Versicherungssumme  den  Überlebenden  gezahlt 

Setzen  wir  für  den  jährlichen  Tarifbeitrag  b'xt  den  wöchentlichen  Tarif- 
beitrag ß'x  und  den  jährlichen  Reinbeitrag  bx  (für  1  Mark  versichertes  Kapital) 
die  Beziehungen  voraus 

r  =  1  H h  . . .  H —   —  -    , 

1  -\-  q  1  +  51  ^ 

so  leistet  die  Bank  am  Ende  des  1.,  2.  und  3.  Wartejahres,   auf   den  Nullpunkt 
übertragen, 

/^+  x-ri2ß'^,    2  z^+j  •  52  /j:;.  ,     3  /^+s  •  52  /r,  , 

zusammen  also 

52(/v+i  +  2/r+2  +  ^  txJ^s)ßx      • 

Die   fernem  Bankleistungen  sind 
Daher  hat  man 

(Lx    -    Ly)  bx    =     52(/^+l    +     2    tx^i    +     3   /^  +  3)  ßx    +     TxJ^Z    -     Ty    +    ly  . 

Multipliziert  man  mit  v,  und  ersetzt  v  ß^x  durch  (1 -\- fn)  bx -{- /t  so  erhält  man 
[v{Lx  -  Ly)  -  52(1  +  m)  (/,+  i  +  ...)]  ^^  =  y(Tx^z  -Ty  +  ly)  +  52/(/,+  i  +  ...), 
^    ^  y(7V+8  -Ty  +  ly)  +  52/(/^+i  +  2  /^+2  +  3  /^^g) 
■"        v{Lx  -  Ly)  -  52(1  +  m)  (/^+i  +  2  /^+2  +  3  Z^+a) 

Beispiel.  Ein  40jähriger  will  in  der  Volksversicherung  1400  Mark  gegen 
Wochenbeiträge  versichern;    das  Kapital  ist  beim  Tode,  spätestens  bei  Erfüllung 

des    65.   Lebensjahres    zu    zahlen;    wie    groß    ist    der  Beitrag,    wenn   q  = -^ — -, 

m  =  0,3,  /=  0,01    angenommen  werden,  und  betreffs  der  Wartezeit  die  obigen 
Bestimmungen  gelten? 

Ist  b^Q  der  jährliche  Reinbeitrag  für  die  Summe  1,  so  hat  man 

Tu  -  ^«:.  +  kö  +  -^  ('41  +  2  /,j  +  3  /.g) 

*"^  67:6  • 


Ao  -  As  -  — ^  (^41  +  2  /«  +  3  /„) 


V 


Hieraus  folgt  dann  der  wöchentliche  Tarifbeitrag  für  1400  Mark 
ß\Q  =  ^  (1,3  b^Q  +  0,01)  1400  ,      logv  =  1,70578  . 

V 


*)  Dr.  A.  ZiLLMER,  Die  mathematischen  Rechnungeu  bei  Lebens-  und  Rentenversicherungen, 
IL  Aufl.     Berlin  1887. 
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1. 

^48 

5055,0 

2. 

45 

2950,3 

3. 

Summe 

8005,3 

4. 

T,, 

2112,4 

5. 

^48    •  •  • 

5892,9 

17. 

num  15) 

8,4 

18. 

Zähler 

5901,3 

19. 

-^40 

205636  • 

20. 

-^65 

24777 

21. 

19)   20) 

180859 

22. 

num  16) 

10878 

23. 

Nenner 

169981 

27. 

^40 

0,034718 

28. 

1,3  •  ^40 

0,045133 

29. 

1.3^0  +  0,01 

0,055133 

.S5. 


ySio     1,5197 


6. 

^41 

138,36 

7. 

2/42 

271,62 

8. 

3/48 

407,31 

9. 

'41  +  •  •  • 

817,29 

10. 

log  0,52 

9,71600 

11. 

log  67,6 

1,82995 

12. 

log  0,52  :  V 

8,01022 

13. 

log67,6:  V 

0,12417 

14. 

log  9) 

2,91237 

15. 

12)  +  14) 

0,92259 

16. 

13) +14) 

3,03654 

24. 

log  18) 

3,77095 

25. 

log  23) 

5,23040 

26. 

log  ^40 

8,54055 

30. 

log  29) 

8,74141 

31. 

log  1400 

3,14613 

32. 

30)  +  31) 

1,88754 

33. 

logv 

1,70578 

34. 

log/Sio 

0,18176 

9.  Volksversicherung  mit  dreijähriger  Wartezeit;  auf  1  Mark 
Versicherungssumme  wird  für  die  Todesfälle  im  1.  Versicherungs- 
jahre ^'4  Mark,  für  die  im  2.  wird  ^2  Mark,  für  die  im  3.  wird  '^4  Mark, 
von  da  an  1  Mark  von  der  Bank  gezahlt 

Der  jährliche  Beitrag  berechnet  sich  aus 

(Z^  -  Ly)  b^  =  \  (^+1  +  2  /^4.2  +  3  /^+s)  +  ^x+8  -Ty  +  l, 
I  (/^^.i  +  2  /^+2  +  3  Z^+s)  +  5^^+s  -Ty-^ly 


b.= 


•Lfjr  Xrf4 


'Beispiel:     x  ^=  38,  y  =  60,  Versicherungssumme  900  Mark,  q,  fn^  f,  wie 
im  vorigen  Beispiele.     Der  Jahresreinbeitrag  für  1  Mark  ist 

Ta  -  no  +  4o  +  1(^89  +  2/40  +  3/41) 


^38  = 


^Qfi  -^1 


'38 


CO 


der  wöchentliche  Tarifbeitrag 


1 


ßis  =      (1,3  ^38  +  0,01) 

V 


900 


1. 

'39 

144,30 

15. 

logll) 

3,84563 

2. 

2/40 

289,96 

16. 

log  14) 

5,27596 

3. 

a'41 

415,08 

17. 

log  ^88 

8,56967 

4. 

Summe 

849,34 

18. 

log  1,3 

0,11394 

5. 

Tu 

5326,6 

19. 

17) +18) 

8,68361 

6. 

^ßO 

4289,4 

20. 

num  1 9) 

0,048262 

7. 

"')  +  6) 

9616,0 

21. 

20)  +  0,01 

0,058262 

8. 

^60 

2819,8 

22. 

log  21) 

8,76539 

9. 

7) +  8) 

6796,2 

23. 

log  900 

2,95424 

10. 

i'^) 

212,3 

24. 

22)  +  23) 

1,71963 

11. 

Zähler 

7008,5 

25. 

logy 

1,70578 

12. 

-^38 

232247 

26. 

log/%8 

0,01385 

13. 

A;o 

43466 

27. 

ß^B 

1,0324 

14. 

Nenner 

18S7.S1 
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10.  Volksversicherung  mit  zweijähriger  Wartezeit;  für  Todes- 
fälle im  1.  Versicherungsjahre  werden  die  Beiträge  rückgewährt,  für 
Todesfälle  im  2.  wird  ^/j  Mark,  von  da  ab  1  Mark  gezahlt.  Hier  hat 
man,  wenn  wieder  ^^  den  Tarifwochenbeitrag  bezeichnet, 

[v  {L,  -  Ly)  -  52  (1  +  m)  /^+i]  b,.  =  52  /..^i  •/+  v  (1  /.+2  +  T^-^^  -  Ty -\-  iy) 

^    _    52  Z^+i ./+  r  (,W^4.2  +  r,.+2     -  Ty  -j-  ly) 
■"       '  r(Z,-Z^)-52(l"+/;/)/,.4.i 

Beispiel :  jc  =  26  ,  ^  =  55  ,  ^  =  6  :  5200  ,  also  logv  =  1,70H7S  ,  ver- 
sichertes Kapital  1200,  m  =  0,2,  /=  0,008. 

Hier  ist  der  jährliche  Reinbeitrag  für  die  Summe    1 

0,416  .  t,,  +  v(K8  +  n«  -  ^5  +  4.) 


hi\  = 


0,416 

V 


v(Z2,. -Z35)       02,4 /,j 


'26 


A->o 


62,4 


V 


tf. 


und  der  wöchentliche  Tarifbeitrag 


/?'2c=      (1,2/^.,^  +  0,OOS).  1200 


1. 

2  ^28 

78,81 

17. 

numl6) 

186 

^28 

7293,6 

18. 

^5 

69537 

8. 

k:, 

5855,2 

19. 

17)+  18) 

69723 

4. 

Summe 

13148,8 

20. 

-^2«; 

451953 

5. 

T:,:, 

3503,9 

21. 

Nenner 

38223(» 

6. 

log0,416 

9,61909 

22. 

log  13) 

3,98435 

7. 

log^T 

2,17754 

23, 

log21) 

5,58232 

8. 

6)  +  7) 

1,79663 

24. 

l0g^2f> 

8,40203 

9. 

logv 

1,70378 

25. 

^2.; 

0,025236 

10. 

8)  -  9) 

0,09285 

26. 

1,2  ^.n 

0,0302S3 

11. 

numlO) 

1,2 

27. 

26)  +  0,008 

0,03S2S3 

12. 

4)  -  5) 

9644,9   • 

28. 

log27) 

8,58301 

13. 

Zähler 

9646,1 

29. 

log  1200 

3,07918 

14. 

log/27:v 

0,47376 

30. 

28)  -f  29) 

1,66219 

15. 

log  62,4 

1,79518 

31. 

\ogv 

1,7037s 

16. 

U)  +  15) 

2,26894 

32. 

l0g/^2Ö 

1  9,95841 

33. 

^^26 

0,90868 

11.  Kinder  Versicherung.  Hierunter  wollen  wir  die  Versicherung  auf 
den  Todes-  und  Lebensfall  verstehen,  bei  der  die  jährlichen  Beiträge  nicht 
von  dem  Eintrittsalter  abhängen,  sondern  nur  nach  der  Dauer  des 
Vertrags  abgestuft  sind.  Zur  Berechnung  der  jährlichen  Beiträge  wird  an- 
genommen, daß 

i^  -\-  a^  -\-  (u,  -\-  .  ,  .  -]r  ^n 

Kinder  vom  Lebensalter  0,  1,  2,  .  .  .  bis  zu  dem  höchsten  Beitrittsalter  «,  das  die 
Bank  für  derartige  Versicherungen  zuläßt,  denselben  Versicherungsvertrag  ab- 
schließen,   demzufolge     das    versicherte     Kapital     beim    Tode     des    Ver- 
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sicherten,  spätestens  aber  nach  einer  bestimmten  Anzahl^  von  Jahren 
ausgezahlt  wird;  die  jährlichen  Beiträge,  für  alle  gleichzeitig  Eintretenden  die 
gleichen,  sollen  jmal  gezahlt  werden. 

Aus  naheliegenden  Gründen  empfiehlt  sich  bei  diesen  Versicherungen,  eine 
Wartezeit  von  zwei  oder  drei  Jahren  einznrichten. 

Wir  wollen  die  jährlichen  Reinbeiträge  unter  der  Voraussetzung  berechnen, 
daß  drei  Wartejahre  bestehen,  während  deren  für  Todesfälle  die  unver- 
kürzten und  unverzinsten  Beiträge   rückgewährt  werden. 

Überträgt  man  alle  Leistungen  der  Versicherten,  wie  der  Bank,  auf  den 
Anfang  der  Versicherung,  so  erhält  man  für  die  Bankeinnahmen 

\((Zq  -f  äj  +...  +  «„)  +  (^1  +  dr^,  -|-  ...  +  tf„  +  i)  r  -\-  {a.,  -{-...  +  ««4-2) ''-  +  •  •  • 

+  {a^^i  +  .  .  .  +  a„^j,_i)ry-^]dj,     . 

Die  Bankausgaben  sind  bei  einer  Versicherung  auf  den  Todes- 
und  Lebensfall  für  die  Summe  1,  wenn  der  Tarifbeitrag  mit  d'^.  bezeichnet  wird, 

(m  +  ^2  +  •  •  •  +  0/  +  i)^'^j.  +  2  (<r2  +  .  .  .  +  014.2)''^  ^y  +  --^(^3  +  •  •  •  +  c„j^^)r'H'y 
+  (^4  +  •  •  •  -r  ^«  f4)  r^  +  (C-,  +  .  •  .  +  0/4-:.)  r^  +  .  .  .  +  (r^  -f  .  .  .  +  0;+.v)  ^y 

Hiernach  ist  es  nötig,  die  Summen 

von  x=^)  bis  zu  der  größten  vorkommenden  Versicherungsdauer  zu  berechnen 
und  in  einer  besonders  einzurichtenden  Haupttafel  für  Kinderversiche- 
rungen zusammenzustellen.     Setzt  man 

1)  ll,r  +  (lx-\-l  +  •  •  •  +  (^x-\-n  =  Üi-       » 

so  wird  man  neben  den  Six  eine  Spalte   der  Zahlen 

2)  Ö.r/^'  =  L- 

anordnen.     Die  entsprechenden  Spalten 

^.r-f-l  +  G-l-2  +  •  •  •  +  ^//+a-+l  =-^  Cr 4-1        » 
Kr 4-1   +  Cr+2  4-  .  .  .  -t-  r„4_.v4-i)/-'  +  ^  =  tv+l 

stellt  man  ebenfalls  her.  Das  Zusammenzählen  der  Totenzahlen  kann  man  dabei 
ersparen,  denn   es  ist 

4)  •    Cr-f  1  +  O4-2  -1-  •  •  •  +  ^«4-.r4-l  =  i^x  ~  ax-\.x-\-\      ' 

Unter  V>nvendung  der  neuen  Zeichen  hat  man  für  by  die  Gleichung 

(io  +  li  +  "'-riy-i)by 

=  (t,  +  2  t  +  '^\s)^y  +  (t,  +  t,  -i-  .  .  .  +  t,)  -,     1,,       . 

Daher  ist  schließlich,  wenn  man  noch 


H) 


setzt, 


*„  = 


%-%,  +  \,^/.T, 


Beispiel:  Wie  groß  ist  der  jährliche  Tarifbeitrag  für  eine  Kinderversiche- 
rung über  1500  Mark,  zahlbar  nach  Ablauf  von  IT)  Jahren,  bezw.  bei  vorherigem 
Ableben,  wenn  die  ersten  drei  Versicherungsjahre  W^artejahre  in  oben  angegebenem 
Sinne  sind,  wenn  m  =  0,15  /=  0,005  angenommen  werden,  und  zu  dieser  Ver- 
sicherung nur  Kinder  bis  zu   9  Jahren  hinzutreten   dürfen? 


458 


Mathematische  Grundlagen  des  Versicherungswesens. 


§3 


Der  Reinbeitrag  für  die  Summe   1  Mark  ist 

.         gi5-g8  +  li5  +  0.00''>T3 
"  «1-1,15  Tg 

hieraus  folgt  der  Tarifbeitrag  für  löOO  Mark  zu 

b'u  =  (1,15  ba  +  0,005)  1500 


1. 

Äl5 

79967,5 

13. 

log  7) 

5,57002 

2. 

Il5 

347230 

14. 

log  12) 

6,85619 

3. 

l)  +  2) 

42719S 

15. 

log^i5 

8,71383 

4. 

®8 

56051 

16. 

logl,15 

0,06070 

5. 

3) -4) 

371147 

17. 

15)  +  16) 

8,77453 

6. 

0,00;")  Tg 

400 

18. 

numl7) 

0,059501 

Zähler 

371547 

19. 

18)  +  0,005 

0,064501 

H. 

hl  T, 

87966,1 

20. 

log  19) 

8,80957 

9. 

0,05  Tg 

3998,5 

21. 

log  1500 

3,17609 

10. 

1,1  5   Tg 

91964,6 

22. 

log  ^15 

1,98566 

11. 

«14 

7271180 

23. 

«5 

96,752 

12. 

Nenner 

7179215 

12.  Kinderversicherung  auf  den  Erlebensfall  ohne  Rückgewähr. 
Soll  die  Versicherungssumme  1  am  Ende  des  j'-ten  Versicherungsjahres  ausgezahlt 
werden,  wenn  das  Kind  dieses  Alter  erreicht,  während  im  Falle  früheren  Todes 
kein  Anspruch  an  die  Bank  erhoben  wird,  so  hat  man 

a)  für  den  einmaligen  Reinbeitrag 

-O^  —   1  » 

b)  der  jährliche  Reinbeitrag  ergibt  sich  aus 

13,  Kinderversicherung  auf  den  Erlebensfall  mit  Rückgewähr 
der  gezahlten  Beiträge  im   Falle  vorzeitigen  Todes. 

a)  Einmaliger  Reinbeitrag: 

By  =  ly+(\l+U    +   ..-+ty){\     +mBy+/)         , 

'       1  --(1  +m)%     ' 

b)  jährlicher  Reinbeitrag: 

C,_i .  ^^  ==  I^  +  (ti  +  2 1.2  +  . . .  +y\y)  (T  +~mby  +/)     , 

C,_i-(l+///)t_, 


/;.= 


Beispiel:  Für  ein  Kind  wird  gegen  jährliche  Beiträge  die  Summe 
1200  Mark  versichert,  zahlbar  nach  12  Jahren,  falls  das  Kind  noch  lebt;  bei 
früherem  Ableben  werden  die  Beiträge  rückgewährt;  alles  übrige  wie  im  vorigen 
Beispiele. 
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Der  jährliche  Reinbeitrag  b^^ 
geben  sich  zu 

^          li2  +  0,005  Ti  j 

12  —   41* 

*11 

-l,15Ti2 

1. 

ll2 

390030 

2. 

0,005  Ti2 

1067,8 

3. 

Zähler 

391098 

4. 

1.1  T„ 

234924 

5. 

0,05  T,j 

10678 

6. 

1,15  Ti, 

245602 

7. 

ffu 

6134730 

8. 

Nenner 

5889128 

für.  1  Mark  und  Tarifbeitrag  ^ij  für  1500  er- 


b[^  =  (1,15  bn  +  0,005)  1200 


9. 

log3) 

5,59229 

10. 

log  8) 

6,77005 

11. 

log^2 

8,82224 

12. 

log  1,15 

0,06070 

13. 

11) +12) 

8,88294 

14. 

numl3) 

0,076373 

15. 

14)  +  0,005 

0,081373 

16. 

b\% 

97,648 

§  4.    Feierzeitversicherung. 

1.  Versicherungen  für  die  Feierzeit  (dauernde  Erwerbsunfähigkeit,  In- 
validität) bestehen  entweder  selbständig,  für  Renten,  die  mit  der  Feierzeit  be- 
ginnen, oder  für  Renten,  die  mit  der  Feierzeit,  spätestens  aber  mit  einem  be- 
stimmten Alter  beginnen,  oder  für  Versicherungssummen,  die  mit  Eintritt  der 
Feierzeit  oder  doch  spätestens  bei  Erreichung  eines  bestimmten  Alters  ausgezahlt 
werden,  —  oder  sie  werden  mit  Versicherungen  auf  den  Lebens-  oder  Todesfall 
in  passender  Weise  verbunden. 

Die  Benutzung  dieser  Versicherungsgelegenheit  ist  bis  jetzt  noch  nicht  so 
verbreitet,  daß  man  aus  den  eignen  Erfahrungen  der  Gesellschaften  eine  ganz 
befriedigende  Statistik  darüber  hätte  ableiten  können,  wie  groß  für  jedes  Lebens- 
alter das  Verhältnis  der  lebenden  Schaffenden  dx  (Aktiven)  zu  dem  der 
Feiernden  e^  (Invaliden)  ist;  man  muß  vielmehr  sich  auf  Zahlen  stützen,  die 
aus  Beobachtungen  bestimmter  Berufsgruppen  abgeleitet  sind. 

Es  ist  sicher,  daß  die  Sterblichkeit  der  Feiernden  größer  ist  als  die  der 
Schaffenden;  insbesondere  ist  bei  den  Personen,  die  aus  den  Schaffenden  vom 
Lebensalter  x  im  Laufe  des  nächsten  Lebensjahres  zu  den  Feiernden  übertreten, 
die  Sterblichkeit  gewiß  erheblich  größer,  als  gemäß  der  den  Lebensversicherungen 
zugrunde  liejjenden  Absterbeordnung.  Auch  für  diese  Zahlen  wäre  eine  voll- 
ständigere Statistik  zu  wünschen. 

Wir  schließen  unsere  Rechnungen  an  die  statistischen  Untersuchungen  an, 
die  auf  Grund  reichhaltiger  Unterlagen  Zimmermann  im  Jahre  1886  veröffentlicht 
hat*).  Die  Beobachtungen  beziehen  sich  allerdings  nur  auf  Eisenbahnbeamte; 
es  ist  aber  besser,  diese  über  eine  sehr  große  Anzahl  von  Personen  und  mehrere 
Jahre  ausgedehnten  Beobachtungen  zu  verwenden,  als,  wozu  Heym**)  1863  noch 
genötigt  war,  auf  Zusammenfassungen,  die  sich  nur  auf  ein  sehr  beschränktes 
Beobachtungsfeld  bezogen,  mit  Hilfe  willkürlicher  Annahmen  die  Feierzeit- 
versicherung aufzubauen. 

Zimmermanns  Sterbetafel  für  Dienstunfähige  (a.  a.  O.,  Tafel  XII,  S.  100)  zeigt 
selbst  von  Zeuners,  nicht  auf  auserlesenes  Material  bezüglicher  Sterbetafel,  sehr 
große  Abweichungen;  der  Gang  der  Tafel  ist  ein  ganz  andrer,  als  bei  den  Ab- 
sterbeordnungen,  die  den  Todesfallversicherungen  zugrunde  gelegt  werden. 
Es  ist  daher  nicht  erlaubt,  für  das  Absterben  der  Feiernden  eine  der  gewöhn- 
lichen Ordnungen,  auch  nicht  die  HEYMsche  Sächsische  Tafel  (Heym,  a.a.O., 
S.  66    und  67),   oder    etwa   die   ZiLLMERsche    für   deutsche   Männer   und   Frauen 


*)  Zimmermann,  Über  Dienstunfahigkeits-  und  Sterbeverhältnisse.     Berlin  1886. 
**)  Heym,  Die  Kranken-  und  Invalidenversicherung.     Leipzig  1863. 
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mit  verhältnismäßig  erhöhter  jährlicher  Sterblichkeit  zugrunde  zu  legen, 
sondern  es  bleibt  nichts  übrig,  als  die  Zimmermann  sehe  Absterbeordnung  für 
Feiernde  trotz  oder  vielmehr  gerade  wegen  ihres  abweichenden  Ganges  zu 
verwenden. 

Für  das  Absterben  der  Schaflfenden  und  Feiernden  zusammen  muß  man  die 
Absterbeordnung  nehmen,  die  den  Versicherungen  auf  den  Lebens-  und  Todes- 
fall zugrunde  liegen. 

Um  nun  zu  einer  brauchbaren  Haupttafel  für  Feierzeitversicherungen  zu 
kommen,  kann  man  zunächst  ermitteln,  wie  sich  aus  einer  übrigens  willkürlichen 
Zahl  etwa  20jähriger  Schaffender  durch  Absterben  und  Übertritt  zu  den  Feiernden 
von  Jahr  zu  Jahr  die  Zahlen  der  Schaf!enden  (//j.)  und  der  Feiernden  (Vi)  ent- 
wickeln. 

Nimmt  man  /     _  ,  -     __  n 

20    "  "      20   *  ^20   —   ^        » 

so   ist  für  jedes  höhere  Alter  j     \    . 

Für  das  Cbertrittsverhältnis  /,,.,  d.  i  für  die  Zahl,  die  man  mit  </,.  multi- 
plizieren muß,  um  die  Anzahl  derer  zu  finden,  die  von  dj;  Schaffenden  im  Laufe 
des  Lebensjahres  x  -\-  \  zu  den  Feiernden  übertreten,  benutzeji  wir  Zimmermanns 
Tafel  XIV  (a.  a.  O.,  S.  104);  von  diesen  //^/r  neuen  Feiernden  sterben  etliche 
im  Laufe  dieses  Jahres;  nimmt  man  an,  der  L'bertritt  sowie  das  Absterben  seien 
gleichmäßig  über  das  Jahr  verteilt,  so  kann  man  sagen,  diese  ^j-/V  Personen 
hätten  nur  ein  halbes  Jahr  lang  unter  Beobachtung  gestanden.  Ist  7'^  das  Ab- 
sterbeverhältnis für  Feiernde  vom  Alter  x^  d.  i.  sterben  von  e^^  Feiernden  im 
Laufe  des  nächsten  Jahres  ^^  7'^-,  so  hat  man  anzunehmen,  daß  von  den  obigen 
dri_x  neuen  Feiernden  im  Laufe  des  Jahres  nicht  djci.x'^'x^  sondern  nur  die  Hälfte, 
also  \d:cixVx  sterben.  Da  nun  von  den  e^  Feiernden  des  Alters  x  im  Laufe 
des  (^4-  l)-ten  Jahres  CxVx  sterben,  so  hat  man  für  die  Zahl  der  Feiernden 
vom  Alter  x  -\-  \ 

tx^x  =  ex  —  ^xVx  -\-  dxix  —  \  äxixVx 

=  i\v  +  dx  ix  —  (^.r  +  I  dx  f\)  Vx      . 
Die  Schaffenden  vom  Alter  x  -\-  \   erhält  man  nun  aus 

Mit  Hilfe  der  Zimmermann  sehen  Werte  für  ix  und  Vx  und  der  in  unserer 
Haupttafel  enthaltenen  ä^  ist  mittels  der  Formeln  1)  und  2)  die  Tafel  der 
Grundzahlen  für  Feierzeitversicherung  berechnet  w^orden.  Dabei  ist  noch 
zu  bemerken,  daß  vom  Lebensalter  jc  =  71  an  die  Zimmermann  sehen  7'^  durch 
die  unserer  Haupttafel  entsprechenden  ersetzt  werden  mußten,  und  zwar  deshalb, 
weil  die  letztern  von  da  ab  etwas  größer  sind  und  daher  bei  fortgesetzter 
Benutzung  der  Zimmermann  sehen  Vx  die*  Reihe  der  dx  vorzeitig  zu  Ende  gegangen 
wäre.     Für  die  Anwendungen  ist  die  Abänderung  unbedenklich. 

In  der  Haupttafel  für  Feiernde  sind  zimächst  die  Spalten  1  bis  11  berechnet 
worden,  die  bei  den  Feierzeitversicherungen  gebraucht  werden  und  keiner  Er- 
läuterung bedürfen.  Die  Spalten  12  bis  15  enthalten  die  Hauptzahlen  für 
die  Absterbeordnung  der  Feiernden:  Spalte  12  enthält  die  Anzahl  fj.  der 
Feiernden,  die  lediglich  durch  allmähliches  Absterben,  ohne  Zutritt  neuer 
Feiernder,  aus  f^-  =  10000  zwanzigjährigen  Feiernden  hervorgehen. 

Die  Spalte  1 7   enthält  die  Logarithmen   der  Verhältniszahlen 

Ä  I*  -  ■  . 

^x 

Mit  Hilfe  dieser  Zahlen  findet  man  leicht,  wie  viele  von  Cx  Feiernden  das 
höhere  Alter  v  erreichen;    man   erhält  nämlich  /.i  f  y 


1) 
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2.  Feierzeitrente.  Gegen  einmaligen  Beitrag  oder  gegen  jährliche  Bei- 
träge, die  über  ein  gewisses  Alter  hinaus  nicht  fortzusetzen  sind,  übrigens  aber 
bei  früherem  Tode  oder  Antritt  der  Feierzeit  endigen,  versichert  eine  :c jährige 
Person  eine  Feierzeitrente  von  1  Mark;  dabei  soll  die  Rente  vom  70.  Lebens- 
jahre an  nicht  bloß  den  Feiernden,  sondern  allen  Überlebenden  zufallen. 

Um  den  Zeitwert  Qj^  am  Anfange  der  Versicherung  und  damit  den  ein- 
maligen Beitrag  zu  finden,  nehmen  wir  an,  //^  Personen  schließen  denselben 
Vertrag  ab;  ferner  wird  angenommen,  daß  die  Rente  am  Ende  des  Jahres  an- 
fängt, in  dem   der  Anfang  der  Feierzeit  liegt 

Man  beachte  noch,  daß  von  //^  Schaffenden  vom  Alter  x  das  Alter  70 

^7  0  ^x^io 

erreichen,  da  a^^^  von  //^ -f  ^^  Personen  überleben,  also  von  a^^^  die  abgezogen 
werden  müssen,  die  von  e^r  Feiernden  des  Alters  x  das  Alter  70  erreichen.  Man 
hat  daher 


1) 


4-    ^    (^0  -  ^.  f7o)  (^70  '•'"  +  ^71  r'^  +  •  •  •) 


2) 


10 

Von  den  Renten  an  die  Feiernden 

und  die  Überlebenden  vom  Alter  70  gehen  nämlich  die  Renten  ab,   die  an  die 
Feiernden    zu    zahlen    sind,    die   aus    den  ^.^  Feiernden   vom   Alter  x  durch   all- 
mähliches Absterben  her\'orgehen. 
Benutzt  man  die  Zeichen 

^x  =  «^j-  ~r  ^x-\-l  ~r  •  •  •     I    "^75       » 

^jr  =/r +/r+l  +  •  •  •  +/75        » 
l    0^  =  9P.r  +  (px-{-l  +  .  .  .  +  9?75        , 

SO   hat  man   einfacher 

3)  Sjc  Qx  =  ^x-\-  1  —  ^x  (*^-f-l  +  9^70  ^70  —  ^7o)  +  ^70  ^70  —  ^70       • 

Der  jährliche  Beitrag  mit  Beitragsfreiheit  vom  Alter  //  an  ist  eine 
Rente  der  Schaffenden,  die  sofort  anfängt  und  mit  dem  Alter  u  aufhört;  sie  hat 
also  am  Nullpunkte   den  Wert 

(Sj.  -|-  Sjc-{-l  +  .  .  .  +  «f«  — l)  ^x       ' 

Daher  hat  man  die   Einnahme 

y-^x  ' "  »^«j  ^x     9 
folglich  ergibt  sich 

Beispiel:  Eine  35  jährige  Person  versichert  eine  Feierzeitrente  von 
1800  Mark,  die  spätestens  bei  Vollendung  des  70.  Lebensjahres  beginnen  soll; 
wie  groß  ist  a)  der  einmalige;  b)  der  jährliche  Beitrag,  wenn  vom  55.  Lebens- 
jahre an  Beitragsfreiheit  eintreten  soll? 

Die  Formeln  sind 

%,  e^n  ==  \f^m  -  K'.  i^nr.  +  <P7o  ^70  -  *7o)  +  4o  ^70  "  ^7o]  '  l^^OO 
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§  4 


Die  Rechnung    ist   so  angeordnet,  wie   es  für  den  Fall  zweckmäßig  ist,  daß 
mehrere  Rechnungen  für  verschiedene  Eintrittsalter  durchgeführt  werden  müssen. 


1. 

log  9^70 

1,53655 

16. 

-^S6 

35031 

2. 

log^o 

3,26212 

17. 

^86  +  11) 

40748 

3. 

log  ^70 

0,82982 

18. 

num  15) 

2013 

4. 

l)  +  3) 

2,36637 

19. 

17) -18) 

38735 

5. 

2) +  3) 

4,09194 

20. 

^^85 

237594 

6. 

9^70  ^70 

232 

21. 

•^55 

39635 

7. 

4o-^70 

12358 

22. 

•^85          ^bt> 

197959 

8. 

*70 

155 

23. 

log  19) 

4,58811 

9. 

9^70  ^70           *70 

mm  m^ 

(  i 

24. 

log% 

4,18622 

10. 

^70 

6641 

25. 

log  22) 

5,29658 

11. 

4o  -^70          ^70 

5717 

26. 

23)       24) 

0,40189 

12. 

<P3«  +  9) 

8777 

27. 

23)  -  25) 

9,29153 

13. 

log  12) 

3,94335 

28. 

Ö85  '  1«00 

2,523 

14. 

log^s 

9,36058 

29. 

/&35  :  1800 

0,1957 

15. 

13) +14) 

3,30393 

30. 

Ö85 

4541 

31. 

A35 

352,3 

3*  Abgebrochene  Feierzeitrente.  Eine  mit  einem  bestimmten  Lebens- 
alter aufhörende  Feierzeitrente  kommt  wohl  nie  selbständig  vor,  tritt  aber  mit 
andern  Versicherungsarten  verbunden  auf,  z.  B.  mit  einer  Kapitalversicherung  für 
das  Alter  jc,  oder  mit  einer  Versicherung  auf  den  Lebens-  und  Todesfall  derart, 
daß  Beitragsfreiheit  eintritt,  wenn  der  Versicherte  vor  dem  Ende  des  Vertrags 
feiern  muß,   u.  a.  m. 

Wird  die  Rente  im  Alter  z  zum  letzten  Male  gezahlt,   und  ist  ihr  Zeitwert 

beim  Anfange  des  Vertrags   ^.,  so  hat  man 
woraus   folgt 


1) 


Ö^  =  —  [/■,+  !  -  /■.  +  1  -  -  A^(*^+l  -  <P,  +  l)] 


Werden  jährliche  Beiträge  gezahlt,   mit  Beitragsfreiheit  vom  Ein- 
tritte der  Feierzeit,  spätestens  vom  Alter  u  an,  so  hat  man 

[d^r^^  +  ar^4.ir'+'  +  .  . .  +  </„_ir"->)^^  =  j^^x     , 
woraus  folgt 


2) 


b.= 


4«  Wenn  eine  Kapitalversicherung  auf  den  Todesfall,  oder  auf  den  Lebens- 
und Todesfall,  so  abgeschlossen  wird,  daß  jährliche  Beiträge  d^  gezahlt  werden, 
die  mit  dem  Eintritte  in  die  Feierzeit,  spätestens  im  Alter  u  aufhören,  so  'kana 
man  annehmen,  daß  ^j.  Schaft'ende  denselben  Versicherungsvertrag  abschließen. 
Daher  sind  die   auf  den  Nullpunkt  übertragenen  Bankeinnahmen 

Die  Ausgaben  erfolgen  an  die  Gruppe  von  Personen,  die  aus  dx  Schaffenden 
vom  Alter  x  hervorgehen,  und  zwar  an  die  Todesfälle  dieser  Gruppe,  bezw.  an 
die  Überlebenden  vom  Alter  y.  Sie  ergeben  sich  daher,  wenn  man  die  Aus- 
gaben  für  eine  Gruppe   von  »     ,        ==  /» . 


M 
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Personen,  die  im  Alter  x  sich  versichern,  verkürzt  um  die  Leistungen  für  die 
Gruppe  von  ^^  feiernden  Personen  vom  Eintrittsalter  x.  Hiemach  erhält  man 
die  Bankausgabe 


Daher  hat  man 


=  /,  -  (1  -  r)  (Z,  -  Z^)  -  X^  [<p^  -  (1  -  r)  (<P^  -  0,)] 
=  lx-  i-x<P'  -(!-'■)  [^x  -  Ly-  A^(*.r  -  0y)]     . 


b.= 


Ix  -  i.^(px  -  (l  -  r)  [Z^  -  Ly  -  Ar(*^  —  *,)] 


Beispiel:     jc  =  36  ,     «  =  55  ,     v  =  65  ,     versichertes  Kapital  9000  Mark. 

L^  —  J.   /r. n  —  ♦•\r/      _  / J     /'di &i    W 

9000     . 


Formel: 

b  —   -^'^ 

Tjf»  r.io    ^ 

■•»h  V  -^  »« 

-».DM  ,  g 

1. 

*36 

8700 

17. 

num  16) 

7922 

2. 

*05 

395 

18. 

num  8) 

224 

3. 

l)-2) 

8305 

19. 

17)+1H) 

8146 

4. 

log  3) 

3,91911 

20. 

4  6 

14890 

5. 

%  ^^^ 

2,90284 

21. 

20)   1 9) 

6744 

6. 

log  >l36 

9,44805 

22. 

log  21) 

3,82892 

7. 

4) +  6) 

3,36716 

23. 

log  9000 

3,95424 

H. 

5)  +  6) 

2,35089 

24. 

*^3« 

222226 

9. 

num  7) 

2329 

25.* 

»^55 

39635 

10. 

-^65 

24777 

.26. 

24)  -  25). 

182591 

11. 

9)  +  10) 

27106 

27. 

22)  +  23) 

7,78316 

12. 

As  6 

261376 

28. 

log  26) 

5,26148 

13. 

12) -11) 

234270 

t 

logi^ 

2,52168 

14. 

log  13) 

5,36972 

b 

332,42 

15. 

log  (1  -  r) 

8,52913 

16. 

14)+  15) 

3,89885 

5.  Es  könnte  scheinen,  als  ob  bei  dieser  Versicherung  die  Rechnung  auch 
anders  geführt  werden  dürfte:  Man  rechnet  zunächst  den  jährlichen  Beitrag  V 
ohne  Voraussetzung  der  Beitragsfreiheit  während  der  Feierzeit  aus,  und  berechnet 
dann  den  jährlichen  Beitrag  ß',  durch  den  man  eine  Feierzeitrente  b'  erwirbt, 
die  bis  zum  Tode,  längstens  aber  bis  zur  Erreichung  des  Alters  //  —  1  währt: 
verbindet  man  beide  Versicherungen,  so  hat  das  in  der  Tat  die  Wirkung,  daß 
vom  Anfange  der  Feierzeit  an  die  Beiträge  des  Versicherten  sich  gegen  die 
gleich  hohe  Feierzeitrente  aufheben.  Rechnet  man  demgemäß,  so  ergibt  sich 
nicht  derselbe  Beitrag,  wie  oben.  Man  sieht  auch  unschwer  ein,  daß  das  gar 
nicht  anders  sein  kann.  Denn  in  den  allgemeinen  Absterbeordnungen  enthalten 
die  ajc  Lebenden  des  Alters  x^  von  denen  man  ausgeht,  sowohl  Schaffende  als 
Feiernde;  wenn  man  selbstredend  Feiernden  den  Eintritt  in  eine  Lebens- 
versicherung verweigert,  so  wird  sich  das  in  einem  Gewinn  aus  Untersterblich- 
keit fühlbar  machen,  in  der  Berechnung  der  Beiträge  kommt  diese  Tatsache  aber 
nicht  zum  Vorschein. 

Nun  könnte  man  einwenden,  daß  es  bei  jeder  Versicherung  auf  den  Lebens- 
imd  Todesfall  richtiger  wäre,  nicht  von  ax  Lebenden  überhaupt,  sondern  von 
dx  Schaffenden    auszugehen,    da,   wie    schon    bemerkt,  nur  Schaffende    zugelassen 
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werden:  wenn  aber  bei  der  Versicheninjj  der  Unterschied  zwischen  Feiernden 
und  Schaffenden  gar  keine  Rolle  spielt,  so  ist  es  nicht  verwerflich,  von  Ujc  Leben- 
den überhaiipft  auszugehen  und  dadurch  mit  Bewußtsein  eine  rechnerische  Grund- 
lage zu  wählen,  die  für  die  Gesellschaft  etwas  zu  ungünstig  ist  Wenn  aber  bei 
der  \'ersicherung  die  Unterscheidung  von  Schaffenden  und  Feiernden  eine 
wesentliche  Rolle  spielt,  so  wäre  es  widersinnig,  wenn  man  nicht  schon  von 
Anfang  an   die  Schaffenden  von   den  Feiernden  unterscheiden  wollte. 


§  r>.     Beurteilung  einer  Feierzeitkasse. 

1.  Eine  Aktiengesellschaft  beabsichtigt  für  ihre  Arbeiter  eine  Feierzeilkasse 
.einzurichten.  Dank  einer  Stiftung  des  Begründers  der  Fabrik  ist  ein  Kapital 
von  HG  500  Mark  vorhanden,  das  sich  zu  ^^2%  verzinst,  und  aus  dessen  Er- 
trägen, die  sich  auf  jährlich  1 277,5  Mark  belaufen,  Unterstützungen  an  feiernde 
Arbeiter,  sowie  in  besondem  Notstandsfällen,  gewährt  werden.  Die  Erträge  dieser 
Stiftung  sollen  von  nun  an  der  Feierzeitkasse  zugewendet  werden. 

Den  gegenwärtigen  Arbeitern  soll  der  Zutritt  zur  Kasse  freigestellt,  und 
weder  Eintrittsgeld  noch  Nachzahlung  von  Beiträgen  von  ihnen  gefordert  werden. 

Allen  Arbeitern,  die  nach  der  Begründung  der  Kasse  von  der  Fabrikleitung 
eingestellt  werden,  sollen  zum  Beitritte  zur  Kasse  verpflichtet  sein. 

Der  jährliche  Beitrag  eines  Arbeiters  soll  15  Mark  betragen.  Ebensoviel  wird 
aus  den  laufenden  Einnahmen  der  Fabrik  jährlich  zur  Feierzeitkasse  gezahlt  werden. 

Die  Fabrikleitung  wird  bemüht  sein,  für  künftig  neu  einzustellende  Arbeiter 
ein  Durchschnittsalter  von  25  Jahren  möglichst  festzuhalten,  und  Arbeiter,  die 
erheblich  älter  als  25  Jahre  sind,  nur  in  den  seltensten  Ausnahmefällen  anstellen. 
Wenn  Arbeiter  bei  ihrem  Arbeitsantritte  über  25  Jahre  alt  sind,  so  haben  sie 
die  Jahr(»sbeiträge  vom  25.  Jahre  an  nachzuzahlen.  Diese  Nachzahlungen  können 
bis  zum  Anfange  der  Feierzeitrente  gestundet  werden,  unter  Anrechnung  ^on 
4:^/.f^,Q   Verzugszinsen. 

Hiernach  darf  rechnerisch  angenommen  werden,  daß  alle  neu  eintretenden 
Arbeiter  25  Jahre  alt  sind. 

Bei  der  Fabrik  kam  seit  Jahren  Arbeiterwechsel  durch  Kündigung  seitens 
der  Leitung  oder  des  Arbeiters  nur  selten  vor.  Sollte  in  Zukunft  ein  Arbeiter 
nach  ordnungsgemäßer  Kündigung  ausscheiden,  so  kann  er  Mitglied  der  Feierzeit- 
kasse bleiben,  hat  aber  jährlich  den  doppelten  Beitrag  (30  Mark)  zu  zahlen,  und 
nur  Anspruch  auf  -/s  ^^^  gewöhnlichen  Feierzeitrente.  Arbeiter,  die  von  der 
Leitung  entlassen  werden,  scheiden  aus  der  Kasse  aus  und  erhalten  ihre  Beiträge 
unverkürzt  und  unverzinst  zurück.  Arbeiter,  die  ohne  ordnungsmäßige  Kündigung 
die  Arbeit  verlassen,  verlieren  damit  alle  Ansprüche  an  die  Feierzeitkasse. 

Die  Feierzeitrente  wird  nur  an  feiernde  Arbeiter  gewährt,  die  mindestens 
15  Jahre  lang  bei  der  Fabrik  in  Arbeit  standen  bezw.  15  Jahresbeiträge  geleistet 
haben.  Wenn  ein  Kassenmitglied  vor  Ablauf  dieser  Zeit  arbeitsunfähig  wird,  so 
werden  ihm  die  gezahlten  Beiträge  unverkürzt  und  unverzinst  zurückgewährt  Die 
gleiche  Rückgewähr  erhalten  die  Hinterlassenen  von  Arbeitern,  die  vor  dem  Ge- 
nüsse der  Feierzeitrente  sterben;  nach  dem  Anfange  des  Rentengenusses  findet 
keine  Rückgewähr  statt. 

Die  Feierzeitrente  wird  am  Ende  eines  Jahres  an  die  dann  lebenden  Feiern- 
den bezahlt,  die  die  Wartezeit  (//Jahre)  hinter  sich  haben;  also  an  Arbeiter,  die 
mit  X  Jahren  eintreten,  zum  ersten  Mah*  an  die  lebenden  Feiernden  vom  Alter 
X -{- n -{-  1.  Für  die,  die  im  Laufe  des  Lebensjahres  x -{- n -\-  1  erst  feiern 
und  dann  sterben,  bevor  sie  x  -{-  n  -{-  1  Jahre  alt  geworden  sind,  hat  die  Kasse 
di(*  Beiträge  zurückzuzahlen;  der  sehr  unerhebliche  Ausgabeposten  für  diese  sehr 
wenig  zahlreichen   Fälle   kann   bei  der  Rechnung  außer  Betracht  bleiben. 
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2.    Die  Fabrik   beschäftigt  gegenwärtig  61  Arbeiter,  deren  Lebensalter  und 
gegenwärtige  Arbeitsdauer  aus  folgender  Tafel  zu  ersehen  ist 


Nr. 


12  'P 


fc4 


1 

19 

1 

15 

29 

2 

21 

2 

16 

29 

3 

23 

1 

17 

30 

4 

24 

1 

18 

30 

5 

24 

2 

19 

30 

6 

25 

1 

20 

31 

7 

25 

2 

21 

32 

8 

26 

2 

22 

32 

9 

27 

1 

23 

-i 

33 

10 

■• 

27 

3 

24 

34 

11 

27 

6 

25 

35 

12 

28 

0 

26 

37 

13 

28 

2 

27 

1 

37 

14 

28 

4 

28 

37 

1 

7 
2 
6 
8 
3 
0 
6 
2 
0 
9 
0 
2 
3 


Nr. 


l-l  u 

3 'S 


0) 


e3 


29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 


37 

38 

38 

39 

40 

40 

40 

41 

41 

43 

44 

44 

45 

46 

1 

cd 

P 

Nr. 

;  Zahl  der 
Arbeiter 

7 

43 

2 

1 

44 

5 

45 

3 

46 

2 

47 

7 

48 

15 

49 

6 

50 

14 

51 

2 

52 

7 

53 

8 

54 

13 

55 

3 

56 

46 
47 
48 
50 
51 
51 
52 
52 
54 
55 
55 
57 
60 
62 


M 


15 

15 

15 

9 

3 

• 

11 
4 
15 
14 
2 
15 
15 
15 
15 


Da  bei  der  Kasse  in  Anbetracht  der  nur  kleinen  Mitgliederzahl  die  zu  ge- 
währende Feierzeitrente  erheblich  hinter  der  theoretisch  berechneten  zurückbleiben 
muß,  und  es  dann  auf  einige  Prozente  des  Unterschiedes  nicht  ankommt,  so  darf 
man,  um  die  Rechnung  abzukürzen,  die  Arbeiter  gruppenweise  zusammenfassen, 
und  mit  mittleren  Lebensaltem  und  mittleren  Wartezeiten  rechnen. 

An  Stelle  des  wirklich  vorhandenen  Bestandes  wurde  folgender  Ersatzbestand 
zugrunde  gelegt: 


Ersatz  für  Nr. 

Anzahl 

Eintritts- 
alter 

* 

26 

Wartezeit 

1  bis  10 

12 

13 

11,  16 

2 

28 

9 

12,   13,  15 

3 

28 

14 

14,  17 

2 

29 

12 

18,  19,  22 

4 

31 

7 

20,  21,  23,  24 

5 

33 

13 

26,  27,  28 

3 

37 

13 

25,  29,  31 

3 

36 

8 

30,  32,  33 

ä 

39 

13 

34,  36 

2 

41 

8 

35,  37,  41 

3 

42 

0 

39,  40 

2 

44 

7 

38,  42 

2 

45 

12 

43,  44,  45 

4 

47 

0 

46,  48 

2 

50 

5 

47,  49,  52 

3 

52 

12 

50,  51,  53,  54 

4 

55 

0 

55,  56 

2 

61 

0 
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3.  Wir  suchen  nun  den  heutigen  Wert  aller  Leistungen,  zu  denen  die  Kasse 
für  eine  Gruppe  von  d^  Arbeitern  vom  Lebensalter  x  und  für  alle  diejenigen,  die 
als  Ersatz  für  Feiernde  und  Abgestorbene  eintreten,  verpflichtet  ist  Bezeichnet 
man  den  Zeitwert  der  Kassenleistungen  für  einen  Arbeiter  und  seinen  Ersatz 
mit  ^,  wobei  n  die  Zahl  der  noch  nicht  abgelaufenen  Wartejahre  bezeichnet, 
so  ist  der  Zeitwert  der  Kassenausgaben  für  die  ganze  Gruppe,  übertragen  auf 
ihren  Nullpunkt,  .„ 

Während  der  Wartezeit  hat  man  am  Ende  des  Versicherungsjahres  y  für 
alle,  die  durch  Arbeitsunfähigkeit  oder  Tod  ausscheiden,  also  für 

den  ^fachen  Jahresbeitrag   d,    sow^ie,    wegen    der    in    gleicher   Anzahl    neu    ein- 
tretenden 25  jährigen  Arbeiter 

in  Ausgabe  zu  stellen.     Auf  den  Nullpunkt  übertragen  ergibt  dies 

oder 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

so    hat  man    daher   bis   zum  Ende   der  Wartezeit   die  Ausgaben,   übertragen   auf 
den  Nullpunkt:       /  o  ' 

+  (öx  +  t^A-f  1  +  Ox-{-2  +  •  •  •  +  Ox-\-n  —  l)Al       ' 

Vom  Ablaufe  der  Wartezeit  an  erfolgt  die  Rückgewähr  der  Beiträge  nur  noch 
für  die  in  Arbeit  Gestorbenen,  bis  zum  Ende  des  64.  Lebensjahres;  der  hierzu 
nötige,  auf  den  Nullpunkt  übertragene  Betrag  ist,  wenn  die  auf  den  Nullpunkt 
übertragenen,  schaffend  im  Laufe  des  ;c-ten  Lebensjahres  Sterbenden  mit 

ix  *) 
bezeichnet  werden, 

[(«  +  1)  t4.„  +  i  +  («  +  2)ix^n-\-2  +  .  .  .  +  (6o  -  X)U5]  .  d       . 

Hierzu  kommt  die  Ausgabe  für  die  zum  Ersätze  der  wegfallenden  Schaffenden 
eintretenden  25jährigen  Arbeiter,  nämlich 

{Ox-\-n  +  ajr_|_„-|-i  +  . . .  +  asi)  Ab      • 

Ferner  ist  noch  die  Ausgabe  für  die  aus  den  dx^n  Schaffenden  vom 
Alter  X  -{-  n  hervorgehenden  Feiernden  anzusetzen.  Wird  die  Zahl  dieser 
Feiernden,  die  im  Lebensalter  z  vorhanden  sind,  übertragen  auf  den  Nullpunkt, 
mit  fg,  und  die  Höhe  der  jährlichen  Feierzeitrente  mit  y  bezeichnet,  so  hat  man 

(fr  +  «-f  1  +  fr -!-«  +  «  +  •  •  •  +  fei)  •  /      • 

Endlich  hat  man  noch  die  Ausgabe  für  sämtliche  Arbeiter  anzusetzen,  die 
von  der  Gruppe  der  //^Arbeiter  das  65.  Lebensjahr  erreichen,  Diese  Ausgabe  be- 
steht aus  zwei  Teilen.  Der  erste  ist  eine  lebenslängliche  Rente  von  der  Höhe  y, 
und  beträgt  daher,  auf  den  Nullpunkt  übertragen, 

— I ^65  •  y  » 

oder 


^xL^h  '  J 


*)   Eine  Verwechselung   dieses   Zeichens  t  mit    dem    ähnlichen,    in    andrer  Bedeatnng    in 
§  3,  Nr.  11  bis  13  gebrauchten  t  ist  wohl  nicht  zu  befürchten. 
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wobei  abkürzungsweise  gesetzt  worden  ist 

öfßö  —  i.r  €«5 


(J.= 


^65 


46  —  ^x  9^66 


45 


Der  andre  Teil  rührt  her  von  den  //gj  eintretenden  25jährigen  Arbeitern  und  beträgt 
Daher  ergibt  sich  die  Gleichung 

•^.r  ^x 

+  [(//  +  l)ix-\-n+i  +  {n+  2)t^+„+2  +  . . .  +  (65  -  x)U5]  •  ^ 

+  (Ojr  +  Ojr-{.l  +  •  •  .  +  Ö64  +  ^65)  ^25 
+  (fr-f  «  +  l  +  fr  +  „4.2.+  •  •  •  +  f64)  •  / 

+  d^  •  Zsö  •  /    . 

4.    Wir  verwenden  diese  Formel   zunächst   zur  Berechnung   von  ^26»   indem 
wir  ^  =  25,   «  =  15  setzen,  und  erhalten: 

(■^25  -^«5  ^25  ^m  •  •  •  ^64)  *  -^6 

=  K  +  2aie  +  . . .  +  löoss  +  Ißt^i  +  17t„  +  . . .  +  401«;]  •  l> 

+  (f41+f42  +  ---  +  f«4  +  «5i,5A,:.)-/      • 

Der  erste  Klammerinhalt  ergibt 

I^iS  ^ei  *"  ■''25  4"  ■'^8«  ''  ■*2«  "1"  ■^2"  •  •  •         '"•^64"!"  '^ij 

=  (1    —  r)  {fjts   +  Jj,;   +  .  .  .  +  J,i4) 

Um  femer  die  Summe 

^25  +  2  age  +  3  027  +  .  .  .  +  15  Oj,j> 
und   ähnliche,    zwischen    andern   Lebensaltem    ausgedehnte   Summen,   wie    sie   in 

vorkommen,  zu  berechnen,  ist  es  zweckmäßig,  die  Summen  zu  ermitteln 

IOx  +  Ox-^i  +  "-  +  oei=^  rsjc  —  J^+i  +  r  J^+i  —  •y.r-1-2  +  •  •  •  +  ^-^64  ■—  «^sö 
=  r{s^  +  -y^+l  +  •  •  •  +  J"64)  —  (J'^+I  +  ^^+2  +  •  •  .  +  -^66) 
=  s^  —  J65  —  (1  —  r)  (Sx  —  Ssb)     . 

Bezeichnet  man  diese  Zahl  mit 

^x     > 
so  hat  man 

Insbesondere  also  ist 

^)  <'25  +  2  agß  +  3  027  +  •  •  •  +  1'^  ^39  =  -^25  +  -2*26  +  -^27  +  •  •  •  +  -^39  ~"  ^^  -^40       • 

30* 
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Femer  findet  man  sofort 

{n  +  l)i:c^n^i  +  («  +  2)t:r4-*+2  +  . . .  +  (65  -x)U6 
=  n  (tjr^„4-i  +  tx-f-Ä+j  +  . . .  +  tes) 
+  ixJf-n'\-i  +  2  U+I.+2  +  3  t^_j_«4-8  +  •  •  •  +  (65  — -  ^  —  «)  tes     • 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

Ux  ^  ix  '\-  t;c-i-i  +  . . .  +  teö 

U^  =t^  +  2t^+i  +  3t^+2+...  +  (65-^)t65  ■  , 
so  hat  man 

5)     («+l)t^-|-«+i+(«  +  2)t^_|.«+2  +  ...  +  (65  — A:)t66  =  »  6{r-f«+i  +  Ux-f«+i  : 

insbesondere  ist 

16t4i  +  17t42  +  ...  +  40t65  =  15t^,i+U4i     . 

Endlich  hat  man 

f«+i  +  f«+«  +  •  •  *  +  fe*  =  ^«+1  —  ^65  —  i»(^«+i  —  ^fiö)     » 
mid  insbesondere 

6)  f«  +  f42  +  •  •  •  +  fei  =  ^11  - -^65  -  ■i«  (<P«  -  <P65)       • 

Daher  ergibt  sich 

j  (1  -  r)  (5,5  -  S,,)  A^ 

7)  j   =  [^25  +  ^-.e  +  . . .  +  2;,9  -  15  2',o  +  15  C^„  +  U^i]  •  b 

Zur  Abkürzung  setzen  wir 

8)  A^^=M.b  +  N.J    , 

wobei  M  und  JV  aus  7)  hervorgehen. 

5.    Mit  Hilfe  der  Formel  Nr.  4,  8)  ergibt  sich   nun  für   das  Eintrittsalter  x 
und  die  noch  zurückzulegende  Wartezeit  n  die  Kassenleistung 

Sx^  =  [^x  +  -2!r+l  +  •  •  •  +  -?r+«  — 1  —  nJSx^H  +  «6^+«+l  +  Ux+it  +  l]  •  ^ 

+  [Sx-{l-'r){Sx-S,,)].{M.d  +  JV./)     . 


Hieraus  folgt 


wobei  also 


1) 


jC  =  MI'  d  +  Nl'/    , 


2) 


SxMx 


+  [^,-(l-r)(5,-5,5)]J/    , 

SxN'^x 

=  FxJ^fiJ^l  —  /V55   —  kx-\-n{^x^n^\  —   ^($5)  +  ^a: -^65 

+  [5,  -  (1  -  ,•)  (5.  -  S,,)]  N    . 
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6.  Etwas  einfacher  gestaltet  sich  die  Formel  für  die  Ausgabe,  wenn  der 
eintretende  o: jährige  Arbeiter  die  Wartezeit  bereits  hinter  sich  hat  Bezeichnen 
wir  die  auf  den  Eintrittstag  übertragene  Kassenleistong  mit 

so  ergibt  sich  sofort 

'  s^A^  =  [t+i  +  2  t^+2  +  •  . .  +  (65  -  x)i^^\  .  b 

1)  '  +  [fr+l  +  fr+2  +  •  •  •  +  fei  +  '^x  As]  •  / 

+  {Px  +  a^+1  +  •  •  •  +  <^t>4  +  ^65)  '  ^5       • 

Daher  ist 

2)  A^^M^^b-^N^^J    , 

wobei 

S.N,  =  ^:r+l-  /Jö  +  ^-(*-+l-  ^.5)  +  <5- Aß  +  l^x  -  (1  -  r)(5.  -  ^65)]^- 

7.  Um  diese  Zahlen  zu  berechnen,  ist  es  zweckmäßig,  der  Hanpttafel  für 
Feierzeitversichemngen  einige  Spalten  hinzuzufügen.  Vermindert  man  die  Anzahl 
der  im  :c-ten  Lebensjahre  Sterbenden 

ax—\  —  dx     » 
um  die  in*  diesem  Jahre  sterbenden  Feiernden 

so  verbleibt  die   Anzahl   der  in   diesem  Jähre   sterbenden   Schaffenden  (Spalte  2 
der  beifolgenden  Tafel,  S.  470). 

Hieraus  ergeben  sich  die  Zahlen  Spalte  3,  4, 

log  t;r  ,        t^ 
und  durch  schrittweises  Zusammenzählen  vom  Ende  aus  alsdann  Spalte  5  und   6 

Kr  =  tj.  +  ix-\-\  + +  *85        » 

U:r  =  t^  +  2  tjc+i  +  3  t^_|_2  +  .  .  .  =    Ux  •\-   K+l  +  •  •  •  +   ^5        • 

Die  Spalten  5  bis  12  bedürfen  keiner  Erläuterung. 
Es  ist  femer  zweckmäßig,  die  Zahlen 

vollständig  beisammen  zu  haben,  und  die  Berechnung  der  Summen 

2t X    V  ^x-\-\  ~r  •  •  •  "F  ^y 

wenigstens   geeignet  vorzubereiten,    indem   man   etwa   für  ;c=25,   30,   35,   40, 
45,  50,  55,   60  die  Summen  ermittelt 

-?Jr  =  2x  +  -2'.r+l  +  Xr-l-2  +  -?r-}-S  +  ^x^\       • 

Um  damit  z.  B. 

-^25  "T  -^26  "T  •  •  •     l     -^39 

zu  ermitteln,  hat  man  nur  die  drei  Zahlen 

-^25  +  -^0  +  -^36 

zusammenzuzählen. 

Die  Berechnung  von 

"^28     J     -^29     I     •  •  •  ~r  <^43 

ergibt  sich  aus 

'^'28  +  -^29  +  -^30  +  -2*35  +  -Z^o  —  -^44       • 
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• 

1 

2 

8 

4 

6 

6 

X 

Im  Lebens- 

jähre  x 

sterbende 

Schaffende 

logl) 

log  t.^ 

ix 

0^- 

tr+2tr-fl 

+  ... 

25 

• 

26 

357 

2,55267 

2,16422 

146 

4376 

76694 

27 

369 

56703 

16364 

146 

4230 

72318 

28 

399 

60097 

18264 

152 

4084 

68088 

29 

413 

61595 

18268 

152 

3932 

64004 

30 

434 

63749 

18928 

155 

3780 

60072 

31 

425 

62839 

16524 

146 

3625 

56292 

32 

433 

63649 

15840 

144 

3479 

52667 

33 

444 

64738 

15435 

143 

3335 

49188 

34 

479 

68034 

17237 

149 

3192 

45853 

35 

451 

65418 

13127 

135 

3043 

42661 

36 

486 

68664 

14879 

141 

2908 

39618 

37 

472 

67394 

12115 

132 

2767 

36710 

38 

490 

69020 

12247 

133 

2635 

33943 

39 

482 

68305 

10038 

126 

2502 

'  31308 

40 

497 

69636 

00875 

126 

2376 

28806 

41 

482 

68305 

07050 

118 

2250 

26430 

42 

485 

68574 

05825 

114  . 

2132 

24180 

43 

496 

69548 

05305 

113 

2018 

22048 

44 

480 

68124 

02387 

106 

1905 

20030 

45 

497 

69636 

02405 

106 

1799 

18125 

46 

498 

69723 

00998 

102 

1693 

16326 

47 

482 

68305 

1,98086 

96 

1591 

14633 

48 

537 

72997 

2,01284 

103 

1495 

13042 

49 

520 

71600 

1,98393 

96 

1392 

11547 

* 

50 

541 

73320 

98619 

97 

1296 

10155 

51 

494 

69373 

93177 

85 

1199 

8859 

52 

585 

76716 

99026 

98 

1114 

7660 

53 

592 

77232 

98048 

96 

1016 

6546 

54 

592 

77232 

96554 

92 

920 

5530 

55 

593 

77305 

95133 

89 

828 

4610 

56 

574 

75891 

92225 

84 

739 

3782 

57 

601 

77887 

92727 

85 

655 

3043 

58 

599 

77743 

91089 

81 

570 

2388 

59 

632 

80072 

91924 

83 

489 

1818 

60 

655 

81624 

91982 

S3 

406 

1329 

Ol 

599 

77743 

86607 

74 

323 

923 

62 

597 

77597 

84967 

71 

249 

600 

63 

545 

73640 

79516 

62 

178 

351 

64 

533 

72673 

77055 

59 

116 

173 

65 

536 

72916 

75804 

57 

57 

57 
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7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

X 

•^x         »^65 

log 

log(l-r). 
(Sx-S,,) 

(1-r). 

•Sx          Sq^ 

2x 

^x  4"  •  •  • 

25 

428517 

5,63197 

4,16110 

14491 

22306 

7815 

37402 

26 

404716 

60715 

13628 

13686 

21339 

7653 

27 

381882 

58193 

11106 

12914 

20401 

7487 

28 

359986 

55628 

08541 

12173 

19487 

7314 

29 

339004 

53020 

05933 

11464 

18597 

7133 

30 

318912 

50367 

03280 

10785 

17741 

6956 

33021 

31 

299676 

47665 

00578 

10134 

16916 

6782 

32 

281265 

44912 

3,97825 

9511 

16118 

6607 

33 

263652 

42103 

95016 

8916 

15346 

6430 

34 

246811 

39237 

92150 

8346 

14592 

6246 

» 

35 

230724 

36310 

89223 

7802 

13873 

6071 

28552 

36 

215356 

33316 

86229 

7283 

13170 

5887 

37 

200691 

30253 

83166 

6787 

12497 

5710 

38 

186696 

27114 

80027 

6314 

11844 

5530 

39 

173360 

23895 

76808 

5862 

11216 

5354 

40 

160649 

20588 

73501 

5433 

10608 

5175 

24144 

41 

148546 

17187 

70100 

5023 

10026 

5003 

42 

137025 

13680 

66593 

4634 

9463 

4829 

43 

126067 

10060 

62973 

4263 

8917 

4654 

44 

115655 

06317 

59^30 

3911 

8394 

4483 

45 

105766 

02435 

55348 

3577 

7885 

4308 

19754 

46 

96386  ' 

4,98401 

51314 

3259 

7392 

4133 

47 

87499 

94200 

47113 

2959 

6917 

3958 

48 

79087 

89811 

42724 

2675 

6446 

3771 

49 

.  71146 

85215 

38128 

2406 

5990 

3584 

50 

63661 

80388 

33301 

2153 

5542 

3389 

14891 

51 

56624 

75300 

28213 

1915 

5113 

3198 

52 

50016 

69911 

22824 

1691 

4677 

2986 

53 

43844 

64191 

17104 

1483 

4252 

2769 

54. 

38097 

58089 

11002 

1288 

3837 

2549 

55 

32765 

51541 

04454 

1108 

3434 

2326 

9336 

56 

27836 

44461 

2,97374 

941 

3044 

2103 

• 

57 

23297 

36730 

89643 

788 

2660 

1872 

58 

19142 

28199 

81112 

647 

2286 

1639 

59 

15361 

18642 

71555 

520 

1916 

1396 

60 

11950 

07737 

60650 

404 

1553 

1149 

3370 

61 

8902 

3,94949 

47862 

301 

1208 

907 

62 

6199 

79232 

32145 

210 

876 

666 

63 

3828 

58297 

11210 

130 

565 

435 

64 

1768 

24748 

1,77661 

60 

273 

213 
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8«    Die   für   den  vorliegenden   Fall   nötigen  Werte   von   dx  erhält  man    aus 
folgender  Rechnung: 


X 

26 

logA^r 
8,34631 

*65 

6,6418 

logd^ 

9,99981 

28 

8,63056 

6,9261 

99963 

29 

8,75518 

7,0507 

99951 

31 

8,97808 

7.2736 

99918 

33 

9,17738 

7,4729 

99871 

37 

9,53197 

7,8275 

99707 

36 

9,44805 

7,7436 

99759 

39 

9,69338 

7,9889 

99574 

41 

9,84495 

8,1405 

99396 

44 

0,06187 

8,3574 

99000 

45 

0,13182 

8,4274 

98822 

50 

0,47710 

8,7726 

97348 

52 

0,61668 

8,9122 

96298 

42 

9,91849 

8,2140 

99283 

47 

0,26988 

8,5654 

98373 

55 

0,81896 

9,1145 

93944 

61 

1,18870 

9,4842 

84203 

25 

8,20645 

6,5020 

99986 

9.  Für  A^^   ergebe] 

VL   sich  folgend 

e  Zahlen: 

1. 

2-25 

98975 

15. 

14)  -  13) 

17264 

2. 

15  2*40 

77625 

16. 

log  <525 

9,99986 

3. 

l)-2) 

21350 

17. 

log  ^65 

4,39405 

4. 

lb(/,. 

33750 

18. 

16)  +  17) 

3,39391 

5. 

U41 

26430 

19. 

num  18) 

24769 

6. 

{l-r){S,,-S,,)M 

81530 

20. 

15) 

17264 

7. 

*41     *«5 

5001 

21. 

19)  +  21) 

42033 

8. 

log  7) 

3,69906 

22. 

log  6) 

4,91132 

9. 

log  ^40 

9,77029 

23. 

log  21) 

4,62359 

10. 

8) +9) 

3,46935 

24.  \og{l-r){S,,-S,,) 

4,16110 

11. 

num  10) 

2947 

25. 

\QgM 

0,75022 

12. 

^3:, 

13789 

26. 

\ogN 

0,46249 

13.. 

11) +12) 

16736 

1 

27. 

M 

5,626 

14. 

^40 

Also  hat  man 

'  34000 

28. 

N 

2,901 

4?  =  5,626  .  b-\-  2,901  ./ 


10.    Die  Ausrechnung  der  Zahlen 

Af*x      und 
kann  nach  folgender  Anordnung  erfolgen. 


Nl 
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1 

X 

26 

28 

28 

29 

31 

2 

y^x  +  n 

39 

37 

42 

41 

38 

3 

z 

12 

2 

3 

2 

4 

4 

Sx 

22834 

20982 

20982 

20092 

18411 

5 

(l-r)(5.-5e5) 

13686 

12173 

12173 

11464 

10134 

6 

4) -5) 

9148 

8809 

8809 

8628 

8277 

7 

log  6) 

3,96133 

3,94493 

3,94493 

3,93591 

3,91787 

8 

7)  +  log  J/" 

4,71155 

4,69515 

4,69515 

4,68613 

4,66809 

9 

7)  +  log^ 

4,42382 

4,40842 

4,40742 

4,39840 

4,38036 

10 

dV+l-*66 

5536 

6782 

4075 

4516 

6128 

11 

log  10) 

3,74320 

3,83136 

3,61013 

3,65475 

3,78732 

12 

logAy 

9,69338 

9,53197 

9,91849 

9,84495 

9,61404 

13 

11) +  12) 

3,43658 

3,36333 

3,52862 

3,49970 

3,40136 

14 

num  13) 

2733 

2309 

3378 

3160 

2520 

15 

14)  +  F,^ 

16522 

16098 

17167 

16949 

16309 

16 

^^  +  1 

34000 

34561 

32980 

33345 

• 

34292 

17 

logi^Zes 

4,39386 

4,39368 

4,39368 

4,39356 

4,39323 

18 

f^xL^h 

24766 

24756 

24756 

24749 

24731 

19 

nura  9) 

26535 

25611 

25552 

25026 

24008 

20 

16)   15) 

17478 

18463 

15813 

16396 

17983 

21 

SxN: 

68779 

68830 

66121 

66171 

66722 

22 

nUy  +  i 

30888 

23715 

28252 

25584 

17514 

23 

U.  +  1 

28806 

33943 

22048 

24180 

31308 

24 

^x   "i  •  •  • 

16204 

8036 

18592 

13845 

5023 

25 

num  8) 

51470 

49562 

49562 

48543 

46568 

26 

s.m; 

127368 

115256 

118454 

112152 

100413 

27 

log  26) 

5,10506 

5,06160 

5,07355 

5,04981 

5,00178 

28 

log  21) 

4,83745 

4,83778 

4,82034 

4,82067 

4,82427 

29 

logJor 

.  4,35858 

4,32185 

4,32185 

4,30313 

4,26507 

30 

\o^m; 

0,74648 

0,73981 

0,75170 

0,74668 

0,73671 

31 

\ogN: 

0,47887 

0,51593 

0,49849 

0,51954 

0,55920 

32 

m: 

5,578 

5,493 

5,646 

5,581 

5,454 

33 

n: 

3,012 

3,280 

3,151 

3,308 

3,624 

34 

zm: 

66,936 

10,986 

16,938 

11,162 

21,816 

35 

■  zn: 

36,144 

6,560 

9,453 

6,616 

14,496 
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1 

X 

33 

37 

36 

.  39 

41 

2 

y  =  x  +  n 

46 

50 

44 

52 

49 

3 

z 

'   5 

3 

3 

3 

2 

4 

Sx 

16841 

13992 

14665 

12711 

11521 

5 

(l-r)(5.-5e5) 

8916 

6787 

7283 

5862 

5023 

6 

4) -5) 

7925 

7205 

7382 

6849 

6498 

7 

log  6) 

3,89900 

3,85763 

3,86817 

3,83563 

3,81278 

8 

7)  +  log  J/ 

4,64922 

4,60785 

4,61839 

4,58385 

4,56300 

9 

7)  +  logiV^ 

4,36149 

4,32012 

4,33066 

4,29812 

4,27527 

10 

*^+l    *65 

2668 

1682 

3308 

1304 

1897 

11 

log  10) 

3,42619 

3,22583 

3,51957 

3,11528 

3,27807 

12 

\0%ky 

0,20115 

0,47710 

0,06187 

0,61668 

0,40780 

13 

11) +12)  . 

3,62734 

3,70293 

3,58144 

3,73196 

3,68587 

14 

numl3) 

4240 

5046 

3815 

5395 

4851 

15 

14)  +  ^65 

18029 

18835 

17604 

19184 

18640 

16 

Z^.+  I 

31226 

28899 

32165 

27455 

29545 

17 

logi^Zßs 

4,39276 

4,39112 

4,39164 

4,38979 

4,38801 

18 

^X-Lq^ 

24704 

24611 

24640 

24535 

24435 

19 

nam9) 

22987 

20899 

21412 

19866 

18848 

20 

16)   15) 

13197 

10064 

14561 

8271 

10905 

21 

s^Ä^2 

60888 

55574 

60613 

52672 

54188 

22 

nUy^i 

20683 

15587 

14392 

13208 

10368 

23* 

U.+  1 

14633 

8859 

18125 

6546 

10155 

24 

^x          •  •  • 

15951 

16435 

6278 

17021 

6467 

25 

num  8) 

44588 

40537 

41533 

38357 

36559 

26 

s^Mx 

95855 

81418 

80328 

75132 

63549 

27- 

log  26) 

4,98162 

4,91072 

4,90487 

4,87582 

4,80311 

28  ■ 

log  21) 

4,78453 

4,74487 

4,78256 

4,72158 

4,73390 

29 

lOgJx 

4,22637 

4,14589 

4,16629 

4,10419 

4,06148 

30 

XogM' 

0,75525 

0,76483 

0,73858 

0,77163 

0,74163 

.31 

logA'." 

0,55816 

0,59898 

0,61627 

0,61739 

0,67242 

32 

aC 

5,092 

5,819 

5,478 

5,910 

5,516 

33 

n: 

3,G15 

3,972 

4,133 

4,144 

4,704 

1 

34 

28,470 

17,457 

16,434 

17,730 

11,032 

35 

18,075 

11,916 

12,399 

1 

12,432 

9,408 

1 
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1 

X 

44 

45 

50 

• 

52 

2 

y  —  x  +  n 

51 

57 

55 

.  64 

3 

2 

2 

2 

3 

4 

Sx 

9889 

9380 

7037 

6172 

5 

(1  -  r)  {Sx  -  S,,) 

3911 

3577 

2153 

1691 

6 

4) -5) 

5978 

5803 

4884 

4481 

r" 

log  6) 

3,77656 

3,76365 

3,68878 

3,65137 

8 

7)  +  iog^ 

4,52678 

4,51387 

4,43900 

4,40159 

9 

7)  +  \ogN 

4,23905 

4,22614 

4,15127 

4,11386 

10 

^^+1     *6S 

1485 

596 

844 

0 

11 

log  10) 

•3,17173 

2,77525 

2,92634 

12 

log-ly 

0,54681 

0,94663 

0,81896 

13 

11)+  12) 

3,71854 

3,72188 

3,74530 

14 

num  1 3) 

5231 

5271 

5563 

15 

14)  +  ^65 

19020 

19060 

19352 

16 

FyJ^X 

28204 

22819 

24857 

864 

17 

log^xAs 

4,38405 

4,38227 

4,36753 

4,35703 

18 

^xAü 

'24213 

24114 

23309 

22753 

• 

19 

num  9) 

17340 

16832 

14167 

12998 

20 

16)   15) 

9184 

3759 

5505 

864 

21 

s.K 

50737 

44705 

42981 

36615 

22 

nUyj^x 

7798 

6840 

3695 

684 

23 

U/+1 

7660 

2388 

3782 

57 

24 

^  4-- 

5240 

16610 

3261 

18241 

25 

num  8) 

33634 

32649 

27479 

25211 

26 

Sx  ^1 

54332. 

58487 

38217 

44193 

27 

log  26) 

4,73506 

4,76706 

4,58226 

4,64535 

28 

log21) 

4,70533 

4,65036 

4,63328 

4,56366 

29 

l0gJ.r 

3,99516 

3,97219 

3,84738 

3,79044 

30 

\ogM" 

0,73990 

0,79487 

0,73488 

0,85491 

31 

logiv;' 

0,71017 

0,67817 

0,78590 

0,77322 

32 

■     Ar: 

5,494 

6,235 

5,431 

7,160 

33 

K 

5,131 

4,766 

6,108 

5,932 

34 

zm: 

10,988 

12,470 

10,862 

21,480 

35 

z  n; 

10,262 

9,532 

12,216 

17,796 
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1 

X 

9 

42 

47 

m0   »^ 

61 

2 

s 

3 

4 

4 

2 

3 

^x  +  ^65 

6324 

5453 

3821 

2402 

4 

log  3) 

3,80099 

3,73664 

3,58218 

3,38057 

5 

4)  +  \o%M 

4,55121 

4,48686 

4,33240 

4,13079 

6 

4)  +  logiV 

4,26348 

4,19913 

4,04467 

3,84306 

7 

num  5) 

35580 

30680 

21498 

13514 

8 

U.+  i 

22048 

13042 

3782 

600 

9 

SxM^ 

57628 

43722 

25280 

14114 

10 

lOgdrAs 

4,38688 

4,37778 

4,33349 

4,23608 

11 

*^  +  l    *65 

4075 

2388 

844 

211 

12 

log  11) 

3,61013 

3,37803 

2,92634 

2,32428 

13 

logAx 

9,91849 

0,26988 

0,81896 

1,18870 

14 

12)  +  13) 

3,52862 

3,64791 

3,74530 

3,51298 

15 

num  1 4) 

3378 

4445 

5563 

3258 

16 

^^+1    ^65 

19191 

16916 

11068 

4197 

17 

num  10) 

24371 

23866 

21552 

17222 

18 

num  6) 

18343 

15817 

11083 

6967 

19 

s.N, 

65283 

61044 

49266 

31644 

20 

logJrJ/r 

4,76063 

4,64070 

4,40278 

4,14965 

21 

log  Jx  Nx 

4,81480 

4,78564 

4,69254 

4,50029 

22 

log^x 

4,03974 

3,92490 

3,69273 

3,43185 

23 

\q%Mx 

0,72089 

0,71580 

0,71005 

0,71780 

24 

logiV, 

0,77506 

0,86074 

0,99981 

1,06845 

25 

M,r 

5,259 

5,198 

5,129 

5,222 

26 

N, 

5,956 

7,257 

9,996 

11,707 

27 

zM, 

15,777 

20,792 

20,516 

10,444 

28 

zN^ 

17,868 

29,028 

39,984 

23,414 

§5 


Beurteilung  einer  Feierzeitkasse. 


477 


11. 

gestellt: 


Die   Ergebnisse   dieser  Rechnung  sind    in    folgender  Tafel    zusammen- 


X 

y 

39 

z 

Ml 

Nl 
3,012 

iMl 

zNl 

26 

12 

5,578 

66,94 

36,14 

28  :  37 

2 

5,493 

3,280 

10,99 

6,56- 

28  :  42 

1 

3 

5,646 

3,151 

16,94 

9,45 

29     41 

2 

5,581 

3,308 

11,16 

6,62 

31 

38 

4 

5,454 

3,624 

21,82 

14,50 

33 

46 

5 

5,692 

3,615 

28,46 

18,08 

37 

50 

3 

5,819 

3,972 

17,46 

11,92 

36     44 

3 

5,478 

4,133 

16,43 

12,40 

39     52 

3 

5,910 

4,144 

17,73 

12,43 

41     49 

1 

2 

5,516 

4,704 

11,03 

9,41 

44 

51 

2 

5,494 

5,131 

10,99 

10,26 

45 

57 

2 

6,235 

4,766 

12,47 

9,53 

50 

55 

2 

5,431 

6,108 

10,86 

12,22 

52 

64 

3 

7,160 

5,932 

21,48 

17,80 

42     42 

3 

5,259 

5,956 

15,78 

17,87 

47     47 

4 

5,198 

7,257 

20,79 

29,03 

55     55 

1 

4 

5,129 

9,996 

20,52 

39,98 

61  I  61 

2 

5,222 

11,707 

10,44 

23,41 

. 

342,29 

297,61 

12.  Die  Arbeiter  tragen  jährlich  915  Mark  bei;  da  die  Fabrik  den  gleichen 
Betrag  zuschießt,  so  stehen  aus  beiden  Quellen  zusammen  1830  Mark  zur  Ver- 
fügung; dies  entspricht  bei  3Y2V0  Verzinsung  dem  Kapitale 

52143  Mark     . 
Mit  dem  Stiftungskapitale 

36500  Mark, 
gibt  dies  zusammen 

88643  Mark     . 

Man  hat  daher  die  Gleichung 

342,29  .  15  +  297,61  •/=  886^^ 
297,61  ./=  ^8643  -5134 
=  83509  , 
•  /=  280,9   . 

Die  Feierzeitrente  kann  unbedenklich  auf  260  Mark  festgesetzt  werden, 
sobald  sich  die  Fabrik  bereit  erklärt,  im  Bedarfsfalle  das  Fehlende  zuzuschießen; 
zum  Ausgleiche  könnte  die  Bestimmung  getroffen  werden,  daß  diese  etwaigen 
Zuschüsse  in  Jahren,  wo  die  Kasse  Überschüsse  macht,  zurückgezahlt  werden. 
Jedenfalls  aber  ist  es  nötig,  daß  wenigstens  von  vier  zu  vier  Jahren  die  Kasse 
durch  einen  Versicherungsmathematiker  geprüft  und  die  Höhe  der  Feierzeitrente 
für  die  nächsten  vier  Jahre  von  neuem  festgestellt  wird. 
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§  6.   Renten-  und  Kapitalversicherungen   für  zwei  verbundene  Leben. 

1.  Wenn  Einnahmen  und  Ausgaben  der  Bank  in  einem  bestimmten  Ver- 
sicherungsfalle davon  abhängen,  ob  zwei  heute  lebende  Personen  nach  einer 
gewissen  Anzahl  von  Jahren  noch  leben,  oder  eine  bestimmte  der  beiden  Personen, 
oder  irgend  eine,  oder  keine  noch  lebt,  so  ist  es  nötig,  eine  Absterbeordnung 
für  Paare  aufzustellen. 

Wir  gehen  von  ax  ^  ay  Paaren  aus,  deren  jedes  aus  einer  jc jährigen  und 
einer  j/ jährigen  Person  besteht.  Im  Laufe  des  nächsten  Jahres  sterben  von  den 
.Tjährigen  Cjcj^\  •  dyy  und  von  den  j^ jährigen  a^Cy^^i.  Die  Summe  ^x-j-i  <iy  +  ^xO'+i 
ist  größer  als  die  Anzahl  der  in  diesem  Jahre  sich  auflösenden  Paare,  denn  in 
beiden  Posten  ist  die  Zahl  der  Paare  enthalten,  bei  denen  in  diesem  Jahre 
beide  Teile  sterben.     Daher  lösen  sich  im  ersten  Jahre 

Paare  auf.     Hierfür  kann  man  setzen 

=  üjcay  —  a^^iay^i     . 

Hieraus  folgt,  daß  von  a^ay  Paaren,  deren  jedes  aus  einer 
^jährigen  und  einer  j^jährigen  Person  besteht,  nach  einem  Jahre  noch 
(ix-\-i^y-{-i  Paare  vollständig  sind. 

Die  Absterbeordnung  der  Paare  besteht  also  aus  der  Reihe 

Setzen  wir  

dff  (l^    ■=.    (luf  V  9 

so  haben  wir  die  Absterbeordnung 

Handelt  es  sich  darum,  die  Beiträge  für  alle  Wertpaare  x,  y  zu  berechnen, 
die  innerhalb  gewisser,  durch  die  Versicherungsbedingungen  festgestellten  Grenzen 
liegen,  so  hat  man  die  umständliche  Arbeit  vor  sich,  für  jedes  zulässige  Wert- 
paar Xf}'  eine  besondere  Absterbeordnung,  und  mit  deren  Hilfe  auch  eine  be- 
sondere Haupttafel  zu  berechnen.  Wir  werden  weiter  unten  zeigen,  wie  nian 
diese  großen  Rechenarbeiten  abkürzen  kann;  übrigens  darf  bei  dieser  Gelegen- 
heit bemerkt  werden,  daß  richtige  und  ausreichende  mathematische  Grundlagen 
für  jedes  Versicherungsunternehmen  ganz  unerläßlich  notwendig  sind.  Man  wird 
selbstredend  diese  Rechnungen,  wie  alle  andern  Arbeiten,  möglichst  zweckmäßig 
und  sparsam  einrichten;  man  darf  sich  aber  keinesfalls  aus  übel  angebrachter 
Sparsamkeit  dazu  verleiten  lassen,  behufs  einer  Verringerung  des  Aufwandes  für 
Rechnungen  die  sichern  mathematischen  Grundlagen  zu  verlassen. 

Dazu  kommt,  daß  der  Aufwand  für  die  mathematischen  Zahlen  nur  einmal 
nötig  ist;  denkt  man  ihn  auf  eine  Reihe  von  Jahren  verteilt,  so  kommt  er  gegen- 
über dem  Verwaltungsaufwande  einer  nur  einigermaßen  entwickelten  Gesellschaft 
kaum  in  Betracht. 

2.  Wie  groß  ist  der  heutige  Wert  J^x,y  einer  Leibrente  1,  zahlbar 
an  ein  Paar,  dessen  Bestandteile  x  und  y  Jahre  alt  sind,  solange  das 
Paar  vollständig  ist? 

Man  hat  unter  den  bekannten  Voraussetzungen,  wenn  man  auf  den  Null- 
punkt der  ;f  jährigen   Person  überträgt. 


^x,y  = 


Cl:c,yr^ 
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Setzt  man  zur  Abkürzung 

1)  ^j^ty  ^^  ^x^y^    »        -^^ly  ^^  ^^jy    '     •*'+ii^+i  "i    •  •  • 

so  hat  man  j- 

2)  Ji.,,  =  -f-''     ■ 

3»  Soll  die  Rente  gezahlt  werden,  solange  von  dem  Paare  über- 
haupt noch  eine  Person  am  Leben  ist,  also  bis  zum  Tode  der  zuletzt 
sterbenden,  so  bemerke  man,  daß  von  den  ^jährigen  Personen  der  a^dy  Paare 
das  Alter  x  -\-  n  erreichen  aj^^^^yt  uiid  von  den  ^jährigen  das  Alter  y  -}-  n  von 
a^dy^n  erreicht  wird;  die  Summe  beider  Zahlen 

dx-\-Hdy  -\-  ^X^Jf-^H 

übertrifft  die  Summe  aller  nach  n  Jahren  Rentenberechtigten  um  die  Anzahl  der 
in  n  Jahren  noch  vollständigen  Paare,  weil  diese  Zahl  in  jedem  der  beiden 
Posten  vorkommt,  jedem  Paare  aber  doch  ebenso,  wie  jedem  überlebenden  Be- 
standteile, nur  die  Rente  1  gezahlt  wird.  Die  Rente  1  ist  daher  nach  n  Jahren 
zahlbar  an 

dx-\-M  ^y  +  ^^-f*  ^x  —  dx-\-H  ^y-\-n 

Empfangsberechtigte. 

Der  Zeitwert  der  Rente  bei  ihrem  Anfange  ist  daher 

Rx  +  -Ry  —  ^x^y 

4.  Die  Rente  1  Mark  wird  gezahlt,  wenn  die  heute  jcjährige 
Person  gestorben  ist,  der  andre  Bestandteil  aber  noch  lebt  (Über- 
lebensrente). 

Von  axCty  Personen,  die  heute  jx:  jährig  sind,  leben  in  «Jahren  noch  a^j^n^^y^ 
sind  also  vorher  verstorben  (ä^  —  ^x-^-n)  ^y  Von  den  andern  Bestandteilen  der 
dadurch  aufgelösten  Paare  leben  nach  n  Jahren  noch 

{^x  —  <^x-\-h)  dy-\-n  =  ^x  <^y-{-n  —  dx-\-H,y-\-H      • 

Die  Überlebensrente  ist  daher 

5.  Der  Zeitwert  einer  stetigen  Leibrente  von  1  Mark  Höhe  ergibt 
sich,  wenn  stetige  Kapitalbildung  vorausgesetzt  wird  (§  2,  Nr.  14)  zu 


oo 


J         ^X 


1)  R^  ==    I      ^J^'ifdz 

6 
ebenso  hat  man  für  die  stetige  Rente  zahlbar  an  ein  Paar 


oo 


2)  R^,^=/^^>-^±.'z;.^2 


Xyy 

O'x.y 


0 

Um  diese  Integrale  berechnen  zu  können,  muß  man  ax^z  bezw.  axJ^z^y-\-M 
=  ^x-f « ^>'+#  als  Funktion  von  z  kennen. 

Legt  man  das  GoMPERTZ-MAKEHAMsche  Gesetz  zugrunde  (§  1,  Nr.  7),  so 
hat  man 


wenn  zur  Abkürzung 


ax  Bx 
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gesetzt  wird.     Hierdurch  verwandeln  sich  1)  und  2)  in 


oo 


3)  ^^=  —  iK{h'vYdz     , 

0 

oo 

0 

Zur  vollständigen  Berechnung  der  Verbindungsrenten  Sx^y  für  alle  Alter 
X  und  y  hat  man  hier  nicht  nötig,  die  Auswertung  des  Integrals  Nr.  4  für  aUe 
Wertpaare  x  und  y  durchzuführen,  die  innerhalb  der  durch  die  Versichemngs- 
bedingungen  bestimmten  Grenzen  liegen;  man  erkennt  vielmehr  ohne  Schwierig- 
keit, daß  es  genügt,  die  Verbindungsrenten  für  Personen  gleichen  Alters 
zu  berechnen. 

Hat  man  nämlich  für  alle  Zahlen  x  die  Renten 


R 


jr,  X 


berechnet,    und    will    man    dann  R«,p  bestimmen,    so   berechne  man  x  aus  der 
^^^'^•*"'^«  5)  Bl  =  B^B„    . 

Ist  der   hieraus   folgende   Wert    von  Bx  unter   denen  für  ganzzahlige   x,  so 
ist  offenbar 


oo 


6)  R. , ,  =  -^  /  {Bir  (Ä«  vf  .f«  =  R.. 

0 


Im  allgemeinen  ergibt  sich  aus  5)  ein  Wert  für  Bxf  der  zwischen  zwei  zu 
ganzen  Zahlen  gehörigen  B  liegt;  alsdann  schaltet  man  den  gesuchten  Wert  R«,p 
zwischen  die  zugehörigen  Rentenwerte  R^^^r  und  Rx-|-i,x-fi  geradlinig  ein. 

Für  die  Berechnung  der  einfachen  Renten  sowie  der  Beiträge  für  Kapital- 
versicherungen auf  den  Todes-  und  Lebensfall  einer  einzelnen  Person  bietet  es 
keinen  erheblichen  Vorteil,  die  Absterbeordnung  nach  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  dem  Gompertz-Makeham  sehen  Gesetze  anzupassen  und  dann  die 
Summen  Z^,  Tx  u.  s.  w.  durch  geeignete  Integrale  zu  ersetzen;  man  kommt  mit 
der  gewöhnlichen  Haupttafel  ebenso  rasch  zum  Ziele  und  erspart  sich  die  recht 
umständliche  Berechnung  der  Konstanten  des  Gompertz-Makeham sehen  Gesetzes. 
Für  Verbindungsrenten  dagegen  ist  es  von  ganz  erheblichem  Vorteile,  die  Be- 
rechnung dieser  Konstanten  durchzuführen;  hat  man  z.  B.  für  alle  Werte  x  und/ 
zwischen  21  und  60  die  Renten  berechnet,  so  erfordert  dies  nach  dem  gewöhn- 
lichen Verfahren  die  Berechnung  von  40  Rententafeln,  während,  wenn  mit  den 
Integralformeln  gerechnet  wird,  außer  der  Berechnung  der  Zahlen  AT,  q  und  h 
nur  eine  einzige  Rententafel  für  R^,^  von  ji;  =  21   bis  60  herzustellen  ist 

Noch  viel  größer  ist  der  Vorteil,  wenn  es  sich  um  Berechnung  von  Renten 
für  drei  verbundene  Leben  handelt*). 

6.  Ehe  wir  zur  Kapitalversicherung  für  zwei  verbundene  Leben  übergehen, 
geben  wir  noch  die  Formeln  für  seltener  vorkommende  Arten  von  Verbindungsrenten. 

Aufgeschobene   Rente   1    für  zwei   verbundene   Leben. 

Der  Zeitwert  *^Rx,y  beim  Beginne  der  Versicherimg,  und  damit  der  ein- 
malige Beitrag  ergibt  sich,  wenn  die  erste  Rente  nach  «Jahren  bezahlt  wird,  aus 


a 


^iy 


^Rx,y  =  ^x-f  «,>•  +  «'''*  +  ^x-f  «  +  l,>'  +  «4-l  •  ^"^*  +  •  •  • 


*;  In  K.\RrPs  Lehrbuch  findet  man  einige  Zahlen  (nicht  vollständige  Tafeln)  zur  Berechnung 
von  Beispielen  für  Renten-  und  Kapitalversicherungen  für  zwei  verbundene  Leben.  Vergleiche 
unter  Beachtung  der  Fußbemerkung  zu  S.  484  auch  Morgen  kesser,  Die  mathematischen  Grund- 
lagen des  gesamten  Versicherungswesens,  Leipzig  1882. 
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Da 

her  ist 


1)  'R^c^y  = 


Werden  jährliche  Beiträge  bx^y  bis   zum  Tode   eines  Teils,   höchstens   aber 
n  mal  bezahlt,  so  hat  man 

oder  kürzer 

Daher  folgt 

■L'x-^-H,  y-\-n 


2)  *x.,  = 


J-'x,y         Lx-{.n,y-\-n 


Soll    Beitragsfreiheit    bereits    nach    m  Versicherungsjahren    eintreten,    wobei 
also  m  <^n  ist,  so  hat  man 


3)  bx,y  = 


^x-\-n^y-{-n 

>f^  ~    T        \__    T 


7,  Für  eine  n  Jahre  aufgeschobene  und  beim  Ablaufe  von  v — 1 
Versicherungsjahren  zum  letzten  Male,  im  ganzen  also  höchstens 
V  —  «mal   zahlbare   Rente  ist  der  einmalige  Beitrag 

1\  ünr  Lx-\.n,  y-\-n  Lx^v^y-\-y 

^)  ^x,y  = 7 • 

^x,y 

Für  den  jährlichen  Beitrag  findet  sich,  wenn  Beitragsfreiheit  vom  w-ten 
Versicherungsjahre  an  eintritt, 

■^x-\-n,  y-{-H  -^x -{- V ^  y -{' V 


2)  h,,=      ,      _, 

^x,y  ^x-\-tnjy-\- 


tn 


8.  Gegenseitige  Oberlebensrente.  Die  Rente  1  wird  ausgezahlt,  sobald 
ein  Bestandteil  des  versichernden  Paares  gestorben  ist,  bis  zum  Tode  des  andern. 

Von  axCty  :cjährigen  leben  in  n  Jahren  noch  ax-\-u^yi  von  den  ^jährigen 
ö^a^_l_„;  um  die  Oberlebenden  aufgelöster  Paare  zu  erhalten,  muß  man  die  in 
jeder  dieser  Zahlen  enthaltene  Anzahl  überlebender  Paare,  ax^n^y-^-m  von  jeder 
der  Zahlen  abziehen  und  dann  zusammenzählen.  Man  erhält  so  für  die  nach 
n  Versicherungsjahren  vorhandenen  Rentenempfänger  die  Anzahl 

Die  gegenseitige  Überlebensrente  1  hat  also  beim  Beginne  der  Versicherung 
den  Wert 

1)  Vx,y^Rx+Ry-2Rx^y  . 

Die  jährlichen  Beiträge  bis  zum  Eintritte  des  Rentengenusses,  oder  bis 
zum  frühem  Tode  des  Paares  für  den  Fall,  daß  beide  Teile  des  Paares  in  dem- 
selben Versicherungsjahre  sterben,  werden  gezahlt,  solange  das  Paar  noch  voll- 
ständig ist;  daher  ist  ihr  Zeitwert  am  Nullpunkte  des  jc jährigen  Teils 

{uxayf^  +  a^-f  iö^+ir'+^  +  •  •  -)^x,y  =  Lx.ybx^y     • 
Folglich  hat  man 


2)  b^.,= 


_  ^  -^  J^y  —   2  Rxyy   _    ^x  +  J^y 
^x,y  ^Xyy 


Der  einmalige,  wie  der  jährliche  Beitrag  für  eine  aufgeschobene  gegen- 
seitige Überlebensrente  lassen  sich  an  das  hier  Mitgeteilte  leicht  anschließen. 

SCHLOEMILCHB  Handbuch  der  Mathematik,  2.  Aufl.,  Bd.  III.  31 
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9.  Verbindungsrenten  können  mit  Rückgewähr  eingerichtetwerden; 
wir  beschränken  uns  auf  die  Bemerkung,  daß  auch  hier  die  Berechnung  der 
Formeln  die  Kenntnis  der  Zuschläge  voraussetzt,  durch  die  aus  dem  theoretischen 
(Rein-)Beitrag  der  Tarifbeitrag  hergestellt  wird,  und  verweisen  im  übrigen  auf 
die  verwandten  Formeln  in  §  2,  Nr.  13  bis  16,  an  die  sich  die  Formeln  für 
den  vorliegenden  Fall  leicht  angliedern  lassen. 

10.  Wir  wenden  uns  nun  zu  einigen  Fällen  der  Kapitalversicherung  auf  den 
Todes-  und  Lebensfall  für  zwei  verbundene  Leben. 

Die  versicherte  Summe  wird  beim  Tode  des  gegenwärtig  jr  jähr  igen 
Versorgers  fällig,  falls  der  gegenwärtig  j^jährige  Versorgte  den  Ver- 
sorger  überlebt   (einseitige   Überlebensversicherung). 

Von  den  ursprünglich  vorhandenen  a^  (Zy  Paaren  bestehen  am  Ende  des  «-ten 
Versicherungsjahres  noch  ax^n<^y-\-ni  am  Ende  des  («  +  l)-ten  hat  die  Bank  die 
Summe  1  so  oft  zu  zahlen,  als  in  diesem  Jahre  von  diesen  Paaren  die  Versorger 
vor  den  Versorgten  gestorben  sind.  Würden  nur  Versorger  in  diesem  Jahre 
sterben,  so  würde  die  Versicherungssumme  in  Cx^n-\-i<^y-\-H  Fällen  zahlbar  werden. 
Davon  geht  aber  noch  die  Zahl  ab,  die  angibt,  wie  oft  von  den  Paaren,  die  in 
diesem  Jahre  durch  Tod  beider  Teile  weggefallen  sind,  der  Versorger  vor  dem 
Versorgten  gestorben  ist.  Hierfür  fehlen  die  statistischen  Grundlagen;  auch 
theoretische  Betrachtungen  können  nicht  ohne  Hilfe  willkürlicher  Voraussetzungen 
durchgeführt  werden. 

Man  wird  von  der  Wahrheit  nicht  erheblich  abweichen,  wenn  man  annimmt, 
daß  es  im  Laufe  eines  Versicherungsjahres  bei  vollständig  aussterbenden  Paaren 
ebenso  oft  vorkommt,  daß  der  Versorger,  als  daß  der  Versorgte  zuerst  stirbt 
Alsdann  hat  die  Bank  am  Ende  des  Jahres  zu  zahlen  an  Fälle 

denn  CxJ^H-i(-i^y-\-H-\-i  ist  offenbar  die  Anzahl  der  im   {n -\-  l)-ten  Versicherungs- 
jahre durch  Absterben  beider  Teile  wegfallenden  Paare. 

Die  Bankleistungen,  übertragen  auf  den  Nullpunkt  des  Versorgers,  sind  daher 

Cx^i{ay  —  \Cy^i)r^+^  +  Cx^2{ay^i  —  \Cy^2)r^'^^  +  •.  . 

=  i^-r+iK  +  tz^4-i)r^+*  +  CxJ^2{ay^i  +  «^+2)^^+^  +  •  •  •]     • 

Man  kommt  bei  dieser  Rechnung  mit  den  für  Verbindungsrenten  berechneten 
Zahlen  nicht  aus,  sondern  hat  neue  Tafeln  für  die  Produkte  Cjc^i{(iy -\- üy^i) 
anzulegen. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden,  daß  man  auf  die  obige  Annahme  kommt, 
wenn  man  voraussetzt,  daß  das  Absterben  im  Laufe  des  Jahres  gleichmäßig  und 
stetig  erfolgt  Die  in  jedem  unendlich  kleinen  Zeitabschnitte  vollständig  aus- 
sterbenden Paare  bilden  dann  eine  unendlich  kleine  Größe  zweiter  Ordnung,  da 
ihre  Zahl  das  Produkt  zweier  unendlich  kleiner  erster  Ordnung  ist,  und  kommen 
daher  nicht  in  Betracht  Teilt  man  das  Jahr  in  w  gleiche  Teile,  so  hat  man 
in  der  Formel   1)  c^j^n-^-ii  ^y-\-nj  Cy^n^i   der  Reihe  nach  zu  ersetzen  durch 

1  kl 

m       '  '  m  m 

und   erhält  als  Bankleistung  für  das  Jahr 
7« 


Ixrr  /  k  \  m-V-1 


2) 


1 

Geht  man  hier  zur  Grenze  m  =  00  über,  so   erhält  man  die  Formel   1). 
Aus   2)  folgt  nun  der  einmalige  Beitrag 

3)     B,r^y  =  -^ —  fr^+i  {üy  +  ^^4.1)  ;-*-+i  +  0-4-2 K'4-i  +  ^^+2) ^'^^  +  .  • .] 
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Der  jährliche  Beitrag  bx,y  wird  so  lange  gezahlt,  als  der  Versorger  und  der 
Versorgte  leben;  daher  hat  man  für  die  Bankeinnahmen,  übertragen  auf  den 
Nullpunkt  des  Versorgers, 

(fix  O'y^  -V  ^x-\-l  ^y-\-l^'^^  +  '  -  -)bx  =  L,x,y  *  ^j-       • 

Hieraus  und  aus  8)  folgt 

II«    Wenn   der   Vertrag   Nr.   10   höchstens   u  Jahre   dauert,   so   daß 

nach   Ablauf  dieser  Zeit   die   versicherte   Summe   an   alle    noch    voll- 

■ 

ständigen  Paare  gezahlt  wird,   so  ist  die  auf  den  Nullpunkt  des  Versorgers 
übertragene  Bankausgabe 

Daher  ist  der  einmalige  Beitrag 
ox  j  ^-^»J^^  TT — {cx+i{ay  -\-  ayj^i)r'-^^  +  . .  . 

\  +  ^x-\-H  (ay^u  —  l  +  ^y-\-u)  r*"+*'  +  lx-\-u,y-\-u  )       • 

Für  den  jährlichen  Beitrag  erhält  man 

*>/       ^x^y  "^  l  T  T  \ 

^K-'^x^y         ■^x-\-Mf  y-^u) 

12.  Gegenseitige  Überlebensversicherung  auf  den  Todesfall.  Die 
versicherte  Summe  wird  beim  Tode  des  zuerst  sterbenden  Teils  bezahlt  Nach 
n  Versicherungsjahren  bestehen  noch  ax^H^y-\-n  vollständige  Paare,  nach  n -\- 1 
noch  ax^n-^i^y-\-n-\-i'  F^^  alle  die  Paare,  die  im  Laufe  des  («  +  l)-ten  Jahres 
sich  aufgelöst  haben,  also  für 

•  _ 

ist  die   versicherte  Summe   am  Ende    dieses  Jahres   fällig.     Die  Bankausgabe   ist 
also,  übertragen  auf  den  Nullpunkt  des  :« jährigen  Teils, 

=  ^  'L'x^y         -^x^y     I     ''x^y  =  *'X^y         ( 1-  ^)-^x,y 

Der  einmalige  Beitrag  ist  daher 

1)  Bx,y=  1-(1- r)Äx,y     . 

Bei  jährlichen  Beiträgen  ist  die  Bankeinnahme 

((^x,y^  +  ax-\-l,y+l^'^^  +  •  •  ')^Xjy  =  ^x.y^x.y       i 


daher  hat  man 


2)  bx^y=  -(1-^) 


18.  Wird  die  gegenseitige  Überlebensversicherung  auf  den  Todes- 
und  Lebensfall  abgeschlossen,  so  daß  die  versicherte  Summe  spätestens  am 
Ende  des  w-ten  Versicherungsjahres  fällig  ist,  so  hat  man  die  Bankausgabe 

=^  fr,^  (1  ^)\^x^y  ■L'x-\-u^  y-\-it) 

Der  einmalige  Beitrag  ist  daher 


1)  B^^y     =     1      _    (1     _    ^) 

tx^y 


3r 
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Bei  jährlichen  Beiträgen  ist   die  Bankeinnahme,   übertragen  auf  den 
Nullpunkt  des  beim  Abschlüsse  jc  jährigen  Teils 

Daher  ist 


2)  />.,y=j zn^ (1-r)     . 

■^x,y  I^x-^n^y-\-u 


§  7.     Rücklagen. 

1.  Wenn  eine  Gruppe  von  Personen,  oder  Personenpaaren  gleichen  Alteis 
mit  der  Bank  gleichlautende  Versicherungsverträge  abgeschlossen  haben,  so  hat 
die  Bank  die  einmaligen  oder  alljährlich  fälligen  Reinbeiträge  entgegenzunehmen 
und  zu  dem  rechnungsmäßigen  Zinsfuße  zu  vermehren,  und  hiervon  die  vertrags- 
mäßigen Leistungen  an  die  Versicherten  in  Gestalt  von  Leibrenten  oder  Kapital- 
zahlungen im  Todes-  oder  Lebensfalle  zu  bestreiten.  Der  Unterschied  von 
Einnahme  und  Ausgabe  ist  die  Rücklage  (Reserve),  die  die  Bank  zur  Erfüllung 
ihrer  Verpflichtungen  gegen  die  Versicherten  noch  braucht 

Berechnet  man  die  nach  Ablauf  von  n  Versicherungsjahren  vorhandene 
Gesamtrücklage  der  Gruppe,  und  verteilt  sie  gleichmäßig  auf  die  zu  diesem 
Zeitpunkte  noch  Lebenden,  so  erhält  man  die  Rücklage  für  den  einzelnen 
Versicherten. 

Wir  wollen  die  Rücklage  für  einen  Versicherten,  der  mit  x  Jahren  die  Ver- 
sicherung begann,  nach  n  Versicherungsjahren  mit  Rüx^n  bezeichnen;  es  bedarf 
wohl  kaum  der  Bemerkung,  daß*^«^^„  nicht  bloß  eine  Funktion  von  x  und  n 
ist,  sondern  außerdem  von  der  Art  der  Versicherung  abhängt;  es  ist  aber  nicht 
gut  tunlich,  alle  diese  Bedingungen  durch  Bezeichnungen  zum  Ausdrucke  zu 
bringen. 

2.  Welcher  Art  aber  die  Versicherung  auch  sein  mag,  so  ergeben  sich  doch 
in  jedem  Falle  für  die  Rücklage  einige  ganz  allgemeine  Formeln. 

Bezeichnet  E^^n  die  Summe  aller  von  der  Gruppe  in  den  n  Versicherungs- 
jahren herrührenden  Reineinnahmen,  Ax.n  die  in  derselben  Zeit  fällig  gewordenen 
Leistungen  der  Bank,  alles  übertragen  auf  den  Nullpunkt,  so  ist 

Bezeichnet  ferner  Ex^„  die  Summe  aller  von  der  Gruppe  noch  zu  er- 
wartenden Reineinnahmen,  und  Ä^^  „  die  Summe  der  in  Zukunft  fälligen  Leistungen 
der  Bank  an  die  Versicherten,  alles  wieder  übertragen  auf  den  Nullpunkt,  so 
ist  auch  i^\  j         nr       At      r" 

Daß  beide  Formeln  übereinstimmen,  erkennt  man  sofort  durch  Gleichsetzung, 
die  auf  eine  Identität  führt;  denn  aus 

P  y1  —     >f '  F' 

folgt 

^)  -^^x,  n  ~r  -^jr,  n  ^  ^x,  n  ~7~  ^x,  ti       • 

Da  nun  die  Reinbeiträge  so  bestimmt  sind,  daß  die  Bankeinnahmen  und 
die  Bankausgaben  für  den  Nullpunkt  einander  gleich  sind,  und  die  Gleichheit 
für  den  Nullpunkt  auch  die  Gleichheit  für  das  Ende  jedes  beliebigen  Ver- 
sicherungsjahres nach  sich  zieht,  so  folgt,  daß   3)  erfüllt  ist 

3.  A)  Bei  allen  Versicherungen  mit  einmaligem  Beitrage  ist  die 
Rücklage  für  das  Ende  des  «-ten  Versicherungsjahres  gleich  dem  ein- 
maligen Beitrage    für   den  Anfang  des  (;;  +  l)-ten   Versicherungsjahres. 
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Denn  in  diesen  Fällen  hat  die  Bank  keine  Einnahmen  yon  dem  Versicherten 
mehr  zu  erwarten,  die  Rücklage  am  Schiasse  eines  bestimmten  Jahres  ist  also 
der  Zeitwert  der  Ausgabe,  berechnet  für  denselben  Zeitpunkt,  aufgefaßt  als 
Anfang  des  folgenden  Jahres. 

B)  Bei  Versicherungen  mit  jährlichen  Beiträgen  findet  man  die 
Rücklage  für  das  Ende  des  «-ten  Versicherungsjahres,  wenn  man  den 
einmaligen  Beitrag  für  das  zugehörige  Lebensalter  um  das  Produkt 
aus  dem  jährlichen  Beitrag  und  dem  Werte  einer  sofort  beginnenden 
und  mit  dem  jährlichen  Beitrage  zugleich  endenden  Rente  vom  Be- 
trage 1  vermindert  Denn  der  einmalige  Beitrag  ist  der  Zeitwert  der  bevor- 
stehenden Bankausgabe,  und  das  abzuziehende  Produkt  ist  der  Zeitwert  der  zu 
eni'artenden  Einnahme. 

C)  Bei  jährlichen  Beiträgen  mit  Beitragsfreiheit  von  einem  be- 
stimmten Alter  an  bewendet  es  nach  dem  Eintritte  der  Beitrags- 
freiheit bei  der  Regel  A).  Denn  von  diesem  Zeitpunkte  an  ist  keine  Ein- 
nahme mehr  zu  erwarten. 

D)  Bei  aufgeschobenen  Renten  ohne  Rückgewähr  oder  bei  Kapital- 
versicherungen mit  Wartezeit,  wenn  während  dieser  Zeit  die  Bank 
nichts  zu  leisten  hat,  kann  man  für  die  Dauer  des  Aufschubs  bezw. 
der  Wartezeit  die  Rücklage  aus  der  Vergangenheit  als  ein  Produkt 
aus  drei  Faktoren  berechnen;  der  erste  ist  der  jährliche  Beitrag,  der  zweite 
ist  der  Zeitwert  einer  Rente  vom  Betrage  1 ,  zahlbar  vom  Beginne  der  Ver- 
sicherung bis  zu  dem  Abschluß  tage ,  für  den  die  Rücklage  berechnet  werden 
soll,  berechnet  für  den  Beginn  der  Versicherung,  und  der  dritte  ist  das  Verhältnis 
Ix  *'  Ix^Ht  wenn  die  Rücklage  für  den  Schluß  des  «-ten  Versicherungsjahres  ge- 
sucht wird.     Wir  wollen  dies  mit  einigen  Zahlen  erläutern. 

Zu  A).  Wenn  eine  35jährige  Person  ein  Kapital  für  den  Todesfall  gegen 
einmaligen  Beitrag  versichert  hat,  so  ist  am  Ende  des  10.  Versicherungsjahres  für 
sie,  falls  sie  dann  noch  am  Leben  ist,  als  Rücklage  der  einmalige  Beitrag  einzustellen, 
durch  den  eine  45jährige  Person   dasselbe  Kapital   für   den  Todesfall  versichert 

Es  bedarf  wohl  kaum  der  Bemerkung,  daß  hier,  wie  in  diesem  ganzen 
Abschnitte,  unter  einmaligen  und  jährlichen  Beiträgen  nur  die  den  gegebenen 
Formeln  entspringenden  Reinbeiträge,,  nicht  aber  die  um  die  Sicherheits- 
zuschläge erhöhten  Tarifbeiträge  zu  verstehen  sind. 

Zu  B).  Wenn  eine  Person  im  Alter  von  28  Jahren  gegen  jährliche  Bei- 
träge ^28  ein  Kapital  von  10  000  Mark  auf  Erlebensfall,  zahlbar  dann  und  nur  dann, 
wenn  die  Person  das  60.  Lebensjahr  erreicht,  versichert  hat,  so  ist  für  sie  bei 
Vollendung  des  42.  Jahres,  also  beim  Abschlüsse  des  14.  Versicherungsjahres, 
eine  Rücklage  einzustellen,  die  man  findet,  wenn  man  den  einmaligen  Beitrag, 
den  eine  beim  Eintritte  42jährige  Person  für  eine  Versicherung  von  10  000  Mark, 
zahlbar  dann  und  nur  dann,  wenn  der  Versicherte  das  60.  Lebensjahr  vollendet, 
zahlen  muß,  um  den  Zeitwert  vermindert,  den  eine  Rente  vom  Betrage  b^^  am 
Tage  des  Versicherungsbeginns  für  eine  beim  Eintritte  42jährige  Person  hat,  wenn 
diese  Rente  sofort  anfängt  und  mit  dem  Alter  59  zum  letzten  Male  zahlbar  ist. 

Zu  C).  Wäre  in  dem  vorigen  Beispiele  Beitragsfreiheit  vom  50.  Jahre  an 
ausbedungen,  so  würde  die  Rücklage  bei  25 jähriger  Dauer  der  Versicherung 
dem  einmaligen  Beitrage  gleich  sein,  durch  den  eine  53jährige  Person  das 
Kapital  10  000  Mark  für  den  Fall  versichert,  daß  die  Person  das  60.  Lebens- 
jahr erfüllt. 

Zu  D).  Hat  eine  30jährige  Person  eine  jährliche,  mit  Vollendung  des 
55.  Lebensjahres  beginnende  Leibrente  versichert,  und  zwar  gegen  jährliche 
Beiträge  ^gQ,  so  findet  man  die  Rücklage  für  das  Ende  des  8.  Versicherungs- 
jahres, wenn  man  die  abgebrochene  Rente  ^3^  zunächst  mit  — -  multipliziert,  um 
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sie  vom  Beginne  der  Versicherung   auf   das  Ende   des   8.  Versicherungsjahres  zu 
übertragen.     Diese  übertragene  Rente  hat  man  mit  dem  jährlichen  Beitrage  ^30 , 

sowie  mit  dem  Verhältnisse  — ^  zu  multiplizieren,  hat  also 

^  '*88  '38 

4.  Wir  gehen  nun  dazu  über,  für  Versicherungsarten,  für  die  wir  in  §  3  und  6 
die  Beiträge  berechnet  haben,  die  vollständigen  Rücklageformeln  aufzustellen. 
Dabei  soll  bei  einfachen  Versicherungen  das  Beitrittsalter  des  Versicherten  mit  x^ 
das  Alter,  für  das  die  Rücklage  zu  berechnen  ist,  mit  x  -\-  n  bezeichnet  werden. 
Bei  Versicherungen  für  zwei  verbundene  Leben  sollen  x  und  y  die  Beitrittsalter 
der  Verbundenen,  x-\-n  und^  +  «  die  Alter  bezeichnen,  für  die  die  Rücklage  gilt 

Sofort  beginnende  Leibrente.     Nach  Satz  A)  hat  man 

Die  Rücklage  ist  der  Rentenwert  für  das  Beitrittsalter  x  -{-  n;  sie 
nimmt  stetig  ab. 

5.  Aufgeschobene  Leibrente.  Bei  einmaligem  Beitrage  ist  nach 
Satz  A): 

a)  Vor  Beginn  des  Rentengenusses 

1)  Rü^^^^      y^     . 

fr-}-« 

Die  Rücklage  ist  gleich   dem   einmaligen   Beitrage   für   eine   mit  dem 
Lebensalter  _y  beginnende  Leibrente,  für  das  Beitrittsalter  jc  +  «. 

^^  ^x-\-n  abnimmt,  so  nimmt  die  Rücklage  bis  zum  Höchstbetrage  zu,  der 
unmittelbar  vor  Beginn  des  Genusses,  für  x  -\-  n  =yy  erreicht  wird. 

b)  Vom  Beginne  des  Rentengenusses  an  ist 

die  Rücklage  ist  der  Rentenwert  für  das  Beitrittsalter  x -{- n. 

Die  Rücklage  nimmt  nun  stetig  ab. 

Bei  jährlichen  Beiträgen  hat  man: 

a)  Rücklage  während  der  Beitragszeit  Rechnet  man  aus  der  Vergangen- 
heit, so  findet  man 

3)  J^üx.n  =  -^ ""—  •  ^x     ' 

^x  4" « 

Aus  der  Zukunft  berechnet,  ergibt  sich 

J^y  —  {-^x-\-u  —  -^z)  ^x 


4)  J^Üjc,  n  = 


^X-{-H 


Ersetzt  man  in  beiden  Ausdrücken 


so  erhält  man  vollständige  Übereinstimmung;    für   die  Zahlenrechnung  ist  3)  die 
einfachere  Formel. 

b)  Während  der  Beitragsfreiheit  und  vor  Anfang  des  Rentengenusses.     Hier 
ist  nach  Satz  A) 

5)  Rüx^^=-yRx^n     . 

c)  Während  des  Rentengenusses  hat  man 

6)  RÜx,n  =  Rx-\-n 
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6.  Sofort  beginnende  abgebrochene  Leibrente.     Hier  kann  nur  ein 
einmaliger  Beitrag  in  Frage  kommen;  nach  A)  ergibt  sich: 

7.  Aufgeschobene  abgebrochene  Leibrente  (§  2,   Nr.  5).     Bei  ein- 
maligem Beitrage  hat  man: 

a)  Während  der  Aufschubzeit 

1)  ÄÜx,H=       ^X-\-H         > 

b)  während  des  Rentengenusses 

Bei  jährlichen   Beiträgen    mit  Beitragsfreiheit    vom   Alter  u    an    ist    die 
Rücklage : 

a)  Während  der  Beitragszeit,  aus  der  Vergangenheit  berechnet, 

3)  '  ^i^.,.=  ^"7^"+"  'h    ; 

b)  während  der  Beitragsfreiheit 

c)  während  des  Rentengenusses 

5)  ^Üxjft  =  ^x+n      • 

8.  Sofort  beginnende  —  Leibrente  (§  2,  Nr.  7).    Hier  hat  man  nach  A) 

-^^XyH  —  ^x-\-H  —  o,„ 

9.  Aufgeschobene        Leibrente  (§  2,  Nr.  8). 
a)  Während  der  Aufschubzeit  ist 


^üjr.n  =  in-^x+H  =    ^x-\-H  —  -1 o> 

Ml  rr-f-« 


b)  Während  des  Rentengenusses  ist 


m 

m 

fn 


10.  Sofort  beginnende,  vom  Lebensaltern  an  wegfallende  —  Leib 
rente  (§  2,  Nr.  9).  /  /     \ 

^j^x,  n  =  ^x-^n  —  (  1 > 1  0„t        . 

11.  Leibrenten  mit  Rückgewähr  (§  2,  Nr.  14). 

a)  Innerhalb  der  Rückgewährzeit  hat  man 

wenn  Wx  der  Tarifbeitrag  ist;  daher  folgt 

*x  +  n 

b)  Nach  Ablauf  der  Rückgewährzeit  ist 

■^i^x,ft  =  J^x-\-n 
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12.    Aufgeschobene  Rückgewährrente  (§  2,  Nr.  15). 

A)  Einmaliger  Beitrag. 

a)  Während    der   Aufschubszeit   erhält   man    am    einfachsten    aus    der    Ver- 
gangenheit 

/r_|_„  Rüx,  n  =  4- 31^  —  (^^-f  1  +  ^x-^2  +  •  •  •  +  ^x+i»)8li 

b)  Während  des  Genusses,    doch    vor  Ablauf   der  Rückgewährzeit,    aus  der 
Zukunft: 

=  Lxi-n  +  {Txj^n  -  Ty^f)Wx  -[{x  +  n  +  1  -y)txj^^^i  +  . . . 

c)  Nach  Ablauf  der  Rückgewährzeit  ist  wieder 

RÜx^  n  =  Rx-{-M       • 

B)  Jährliche  Beiträge,  mit  Beitragsfreiheit  vom  Alter  u  an. 
a)  Während  der  Beitragszeit  erhält  man  aus  der  Vergangenheit: 

4+«  RÜx^  n^'^Lx  —  LxJ^n)  ^x  —  (txJ^\  +  2  /^^.g  +  ...  +  «  t^J^^  (1  +  /i)  h, 

=  {Lx  —  LxJ^n)  bx  —  (Sx  —  2^+«  —  n  7^4-«)  (1  +  i")  b. 


'X         f 


'jr       » 


^«x, »  =  7 [^x  —  ^x+«  —  (2^^  —  2^4-«  —  n  7V+«)  (1  +  /i)]     . 

fr  4-« 

b)  Nach  der  Beitragszeit,   doch  vor  der  Genußzeit,   ebenfalls   aus  der  Ver- 
gangenheit berechnet,  ist 

Ix^nR^x.n  =  (^Lx  —  L^bx  —  [Z^+l  +  2/^4.2  +  ...  +  («  —  X)t^  (1  +  ^) /^^ 

—  (/«4-1  +  /«4-2  +  •  •  •  +  ^x4-«)  («  —  :«:)  (1  +  /*)  ^^ 
=  (Lx  -  Z«)  ^,  -  [Tx  -  I«  ~  (//  -  x)  Tx-^,]  (1  +iii)bx     , 

^«x,«  =  7^<Zx  -  Z«  -  [Sr  -  3:.  --  (/'  -  a:)  7V4-«](1  +  ßi)}     . 

c)  Während  der  Genußzeit,  doch  vor  Ablauf  der  Rückgewährzeit,  hat  man, 
aus  der  Zukunft  berechnet: 

lx-[-mRi^x,H  =  I^x-\-M+{{f^+y—2x—n—l)lx  +  n-\-i  +  {u+y—2x—n—2)tx+^^i+... 

+  /«4->.-x-i>(l  +  lJ>)bx 

=  Lx^n  +  [(«  +J>'  —  2  ^— «)  (7'x4-«  —  TuJ^y-x-\)  —  3^A-4-«  +  I«4-^_x-i 
j^^u+y~-2x-n-~l)  r«4_,__x_i]  (1  +  /i)^^ 

==Z^4.«+  [{u+y  —  2x  —  n)Tx^n  +  ^"«^.^„x-i  —  1x4-« 

+I«4-^-x-i](l+/^)^. 


'X  > 


^jr  4-  «  ^-*"  4"  « 

—  2^-4-«  +  I«4-^_x-l] 

d)  Während  der  Genußzeit  und  nach  der  Rückgewährzeit  ist 

fr  4-  n 
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18,    Kapitalversicherung  auf  den  Todesfall  (§  3,  Nr.  1). 
Bei  einmaligem  Beitrage  hat  man  nach  Satz  A) 


Rü 


x-\-n 


X,  n 


^x-\-n 


Bei  jährlichen  Beiträgen  bis  zum  Tode  ist 

lx-\-n  •  Rüx^  n  =  Tx-\-n  —  ^x^n  '  ^x 

Tx^n  —  LxJ^n  •  ^x 


RüxJi^n  = 


/ 


x-\-n 


Bei    jährlichen    Beiträgen    mit    Beitragsfreiheit    vom    Alter    u    an 
hat  man: 

a)  Während  der  Beitragszeit 

RÜx^  n  =  Tx-\.M  —  {^x-\-M  —  L^  b^ 


'X  » 


b)  während  der  Beitragsfreiheit  gilt  dieselbe  Formel,  wie  bei  einmaligem 
Beitrage. 

14.  Das  versicherte  Kapital  wird  beim  Tode,  spätestens  bei  Er- 
füllung des  85.  Lebensjahres  gezahlt. 

Bei  einmaligem  Beitrage  ist 

J?i.  /?  "^x^n  —   ^5  +  ^5 

^^x,  n  =  ^jr+»  =   -j • 

*'x-\-n 

Bei  jährlichen  Beiträgen  bis  zum  Tode,  spätestens  bis  zur  Er- 
füllung des  84.  Lebensjahres,  hat  man 


tx-\-n  R^Xf  n  =  Tx^n  ^85     l     '85  —  (-^x-j-w  -^86/  ^ 


X         9 


also  ergibt  sich 


Rüx,  n  = 


T^x-\-H  ^85  ~r  ^5  —  \'^x-\-n  -^86/  ^J 

4-  +  « 


Bei    jährlichen    Beiträgen    mit    Beitragsfreiheit    vom    Alter    u    an 
hat  man: 

a)  Während  der  Beitragszeit 


R^X,  M   = 


■^x-\-n  ^86     I     ^5  (-^jr-f«  -^u)  *j 


«jr-f« 


b)  nach  Ablauf  der  Beitragszeit  gilt  dieselbe  Formel,  wie  bei  einmaligem 
Beitrage. 

Beispiele:  A)  Wie  groß  sind  bei  §  3,  Nr.  3,  Beispiel  A)  die  Rücklagen 
am  Ende  des  10.  Versicherungsjahres  a)  bei  einmaligem  Beitrage;  b)  bei  jähr- 
lichen Beiträgen  bis  zum  Ende  des  Vertrags? 


a) 


^^'42,10 

^52 

-^85 
4  2 

+ 

45 

• 

9000 

^2 

3905,2 

log 

T 

■^52     •  •  • 

3,59290 

^5 

102,8 

log9000 

3,95424 

^52    ^5 

4008,0 

logProd. 

7,54714 

7-85 

91,5 

log42 

3,84021 

^52 

3916,5 

log^i^ 

3,70693 

Rü 


5092,5 
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b)  Bei  jährlichen  Beiträgen  bis  zum  Ende  des  Vertrags  hat  man  für  1  Mark 
Versicherungssumme  log^  =  8,45844,  und 

T>i:  ^2  ^85  "h  «85  (A')2  -^85)  ^       nnnn 


^»^'*42,1C 

42 

—  -  -         -  •  ij\j\j 

\j 

A2 

89209,8 

l0g(Z52         •  •  •) 

4,94879 

-^85 

332 

log^ 

8,45844 

52          •  •  • 

88878 

log  Prod. 

3,40723 

Prod. 

2554,1 

log  Zähler 

3,13431 

^52 

3916,5 

log  Nenner 

3,84021 

Zähler 

1362,4 

log  Bruch 

9,29410 

Rü 

1771,5 

log  9000 
log^i^ 

3,95424 
3,24834 

B)  Bei  §  3,  Nr.  3,  Beispiel  B)  ist  a)  die  Rücklage  am   Ende   des    12.  Ver- 
sich erungsjahres 


^1  —   ^85  +  ^5  ~~  (-^41  ~  Ao)^      rrxAA 
^29,12  =  ^ •    ^^^^       » 


/ 


41 


wobei 


log^  =  2,22875  -  3,87506  =  8,35369 


^41 

5326,6 

~  ^85  +  45 

11,3 

Ai 

193217 

^5 

69537 

Al          -^55 

123680 

Prod. 

2792,5 

^41 

5337,9 

Zähler 

2545,4 

Rü 

•  1609,6 

log(Z4i       •  •  •) 

5,09230 

\ogb 

8,35369 

log  Prod. 

3,44599 

log  Zähler 

3,40576 

log7500 

3,87506 

log  Prod. 

7,28082 

log^i 

4,07409 

log^« 

3,20673 

15.  Versicherung  auf  den  Lebens-  und  Todesfall  (§  3,  Nr.  4). 
Bei  einmaligem  Beitrage  ist 

«                     -^  x-\-n          ^y  +  fy 
■  ^x-\-n  =  ; 


Rü 


X.  H 


fx-\-H 


Bei    jährlichen    Beiträgen     bis     zum    Tode,     spätestens    bis    zum 
Lebensalter  y  —  1,  ist 

/r+«  Ri^x,  H  =   ^x-\-n  —  TyA^  ly  —  (Lx-\-n  "  ^y)  ^j 

^.r  +  «  ~  ^y  +  4'  ~~  i^x-^n  —  ^y)  ^j 


'jr       9 


RÜ^  «  = 


"x,  n 


ix  +  n 


=    ^X-\-H    ^4-«  ^X  • 

Bei    jährlichen    Beiträgen    mit    Beitragsfreiheit    vom    Alter  u   an 
hat  man: 

a)  Während  der  Beitragszeit 

^x-\-n  -^^x,  n  ^^^   -^ x-\-n  -^ x     i     ^y         V-^jr-j-«  -^«j  ^x       > 

^x-\-H  —   TyAr  ly  —  (Zx  +  n  —  ZJ)  bx       . 


J^^x,  H  =  Bje^n  —  Kx-^n  ^.r  = 


ix-\-n 


b)  während    der    Beitragsfreiheit    gilt    dieselbe    Formel,    wie    bei  ein- 
maligem Beitrage. 
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16.    Kurze  Todesfallversicherung  (§  3,  Nr.  5). 
Bei  einmaligem  Beitrage  ist 

R^x,  n  =  ßx^n  =  'j 

Bei  jährlichen  Beiträgen  bis  zum  Ende  der  Versicherung,  d.  i.  längstens 
bis  zum  Alter  y  —  1,  hat  man 

^x-\-n  '  R^Xf  n  =  Tx^n  —  Ty  —  {Lx^n  —  -^y)  ^x 


M^.  «  =  ^ 


x+i» 


—  Rx-\-n  ^x  = 


■^ x-\-n  -^^  y         (-^jr+i»  -^y)  ^x 


l 


X'\-n 


Beispiel:     Wie    groß    ist   in   Beispiel  §  3,   Nr.  5    die   Rücklage    am  Ende 
des  4.  Versicherungsjahres? 

a)  Bei  einmaligem  Beitrage  ist 


^«44,4  = 


^48       1\\  ,  25000     : 


/ 


48 


b)  bei  jährlichen  Beiträgen  b  bis  zum  Ende  des  Vertrags  ist 


^48-  7*5 


l^AA  —  JLi 


51 


av« 

*44,4                      . 
*48 

"    U\J\J\J\J 

'48 

-i?«44,4- 

-^48          -^51 
^48 

b     . 

T^ 

4415,3 

1. 

l0g(n8  -  .  .  .) 

2,57496 

ni 

4039,5 

2. 

log  25000 

4,39794 

7^48 

375,8 

3. 

l0g(Z48          .  .  .) 

4,38502 

-^48 

120780 

4. 

log^ 

2,54843 

4i 

96513 

5. 

l)  +  2) 

6,97290 

Z48 

24267 

6. 

3) +  4) 

6,93345 

Rü 

1105,4 

7. 

l0g48 

3,92939 

num9) 

1009,4 

8. 

log^« 

3,04351 

Rü' 

96,0 

9. 

6)  -  7) 

3,00406 

17.    Versicherung    auf  den   Lebensfall   (Militärdienst-,   Aussteuer- 
Altersversicherung)  (§  3,  Nr.  6). 

Bei  einmaligem  Beitrage  hat  man 

/ 

R^x,M  ==  ^x-\-n  = 


und 


/ 


x-\-n 


Bei  jährlichen  Beiträgen  bis  zum  Ende  des  Vertrags  ist 

lx-\-n  Rt*x,  n  =  ^y  —  {-^x+n  —  ^y)  bx 

ly  \J^x-\-n  -^y)  ^x 


R^x^  H   —  BxJ^n  —  Rx-^M  ^x  = 


(x-\-H 


Beispiel:     Wie    groß   ist   im   Beispiel   zu   §  3,   Nr.  6  A)   die  Rücklage   am 
Ende  des  17.  Versicherungsjahres? 
a)  Bei  einmaligem  Beitrage  ist 


^«28,17  =  /-  •  ^000     ; 

*45 
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b)  bei  jährlichen  Beiträgen  b  bis  zum  Ende  des  Vertrags  ist 


^Wo«  17  =  RÜ^AAI  — 


'45 


^28,17 


28,17 


'60 


.  b 


*4Ö 


wobei 


1-  log/ßo 

2.     log  4000 

l)+2) 

l0g^45 

log^w 

Rü 

L 


3. 
4. 
o. 
6. 

7. 
8. 


45 

'60 


log^  =^  1,67379 

3,63240  9. 

3,60206  10. 

7,23446  11. 

3,99265 
3,24181 

1745,0 
148918 

43467  16. 


7) -8) 

log  9) 

log<^ 

12.  10) +11) 

13.  log/45 

14.  12) -13) 

15.  niiml4) 
M 


105451 
5,02305 
1,67379 
6,69684 
3,99265 
2,70419 
506,0 
1239,0 


18,  Volksversicherung  mit  dreijähriger  Wartezeit  Auf  1  Mark  Ver- 
sicherungssumme wird  für  die  Todesfälle  im  1.  Versicherungsjahre  ^/^  Mark,  für 
die  im  2.  Jahre  ^/g  Mark,  für  die  im  3.  Jahre  '^l^  Mark,  von  da  ab  die  volle 
Versicherungssumme  gezahlt;  nur  jährliche  Beiträge  kommen  in  Betracht 

a)  Rücklage  am  Ende  des  1.  Versicherungsjahres: 

Ixbx    —   \^x^\ 


R 


X,  1 


^x-\-\ 


b)  Rücklage  am  Ende  des  2.  Versicherungsjahres: 

(4  +  /r+i)  b,-\  (/.^.i  +  2  /^+2) 


-^^,2  = 


^^-f-2 


c)    Rücklage   am   Ende    des   3.  Versicherungsjahres: 

{Ix  +  Ix^x  +  lx^i)bx  ~  H^^  +  i  +  2  tx^2  +  3/^+3) 


Rü^.»  = 


^x  +  3 


d)    Rücklage   vom   Ende    der  Wartezeit   an: 

Tx^n  —   Ty  -\-  ly  —  {Lx-\.n  —  Ly)b^ 

4-  +  « 


Rüx^n  = 


Beispiel.     Wie    groß  ist  im  Beispiel  §  3,  Nr.  9  die  Rücklage  a)  am  Ende 
des  2.  Versicherungsjahres,    b)  am  Ende  des  16.? 

log^  =  8,56967  +  2,95424  =  1,52391     . 


a) 


Rü 


(<s8  +  49)^-fe  + 2/40) -225 


38,2 


*40 

1. 

V18  1  *39 

26611 

10. 

8) +  9) 

4,98993 

2. 

logl) 

4,42506 

11. 

uum  4) 

889140 

3. 

log^ 

1,52391 

12. 

num  10) 

97708 

4. 

2)  +  3) 

5,94897 

13. 

11)  -  12) 

791432 

5. 

^39 

1 44,30 

14. 

log  13) 

5,89842 

6. 

2^40 

289,06 

15. 

log  ^40 

4,09407 

5)  +  6) 

434,26 

16. 

\ogRu 

1,80435 

8. 

log  7) 

2,63775 

17. 

Rü 

63,731 

9.  . 

log  225 

3,35218 

§7 


b) 


Rücklagen. 

^^8,16  = 

(^4  -  ^60  + 

4o)  900  - 

44 

(Ai       Ao)  ^ 

1.  ■ 

~~  ^60  +  4o 

1469,6 

10. 

log  9) 

4,50879 

2. 

^4 

3637,2 

11. 

log^ 

1,52391 

3. 

2)+l) 

5106,8 

12. 

10) +11) 

6,03270 

4. 

log  3) 

3,70815 

13. 

num  6) 

4596100 

5. 

log  900 

2,95424 

14. 

num  1 2) 

1078200 

6. 

4) +  5) 

6,66239 

15. 

13) -14) 

3517900 

7. 

A4 

75735,1 

16. 

log  15) 

.6,54629 

8. 

-^60 

43466,5 

17. 

log^i 

3,79226 

9. 

7) -8) 

32269 

18. 
19. 

log^w 
Rü 

2,75403 
567,59 
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19.  Volksversicherung  mit  zweijähriger  Wartezeit  (§  3,  Nr.  10). 
Für  Todesfälle  im  1.  Versicherungsjahre  werden  die  Beiträge  rückgewährt;  für 
TodesfäDe  im  2.  Versicherungsjahre  wird  auf  1  Mark  Versicherungssumme  ^/g  Mark 
gezahlt,  von  da  an  die  volle  Versicherungssumme.     Nur  jährliche  Beiträge. 

a)    Rücklage    am   Ende   des    1.  Versicherungsjahres: 

Ix^x  —  ix-\-\  •  f^ px 


Rüx,  1  = 


fjr-f  1 


b)    Rücklage   am   Ende    des   2.  Versicherungsjahres: 

(Ix  +  lx-\-\)^x  —  tx-\-\  *  nß'x  —  i4-+2 


R^x,%  == 


»^  +  2 


c)    Rücklage  vom  Ende  der  Wartezeit  an  wie  bei  Nr.  18,  d). 

20.  Kinderversicherung  mit  dreijähriger  Wartezeit,  während  der 
die  unverkürzten  Beiträge  rückgezahlt  werden;  der  jährliche  Beitrag 
hängt  nur  von  der  Versicherungsdauer,  nicht  vom  Eintrittsalter  ab; 
Versicherung   auf   den   Todes-   und   Lebensfall  (§  3,  Nr.  11). 

a)  Rücklage   am   Ende    des    1.  Versicherungsjahres: 
Überträgt  man  auf  den  Anfang  der  Versicherung,  so  ist 

li  ^i^y ,  1  =  lo  ^>  —  ti  « )S^      » 

«•■       lo^^  — ti«/?; 

*i 

b)  Rücklage   am   Ende    des    2.  Versicherungsjahres: 

^»^,2  =  r • 

c)  Rücklage   am   Ende    des   3.  Versicherungsjahres: 

^Uy,Z  = 1 

d)  Für  die  Rücklage  nach  Abschluß  der  Wartezeit  berechnen  wir 
hier  die  noch  zu  erwartenden  Ausgaben  und  Einnahmen  und  erhalten 

Iwf  J^Üy^  fn  =  t«  +  i  +  .  .  .  +  t_y  +  i^  —  (Im  +  •  •  •  +  Ijj'-l)  ^^       > 
%  -  %n  +  iy-  {Hy-l  -  t«-l)  ^ 


Ri^y ,  m  = 


1 


m 
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Beispiel.     Wie   groß   ist  im  Beispiel   zu  §  3,  Nr.  11    die  Rücklage    a)  am 
Ende  des  3.,    b)  am  Ende  des  11.  Versicherungsjahres? 


a) 


■^15,8  = 


Is 


1500 


Hierbei  ist  b  der  jährliche  Reinbeitrag, 

log^  =  8,71383  +  3,17609  =  1,88992 
n^  dagegen  ist  der  jährliche  Tarifbeitrag 

log«  ^=  1,98566     . 


1. 

log«. 

6,27041 

7. 

num  3) 

144650000 

2. 

\Q%b 

1,88992 

8. 

num6) 

7737300 

3. 

l)  +  2) 

8,16033 

9. 

7)  -  8) 

136912700 

4. 

log  Tg 

4,90293 

10. 

log  9) 

8,13644 

5. 

log«^' 

1,98566 

11. 

logls 

5,74325 

6. 

■  4)  +  5) 

6,88859 

12. 

log^ä 

2,39319 

13. 

Rü 

247,28 

\ 

^^15,11 

(®15          ®11 

+  I15)  1500 

-  («14  -  i 

*io)^ 

n 

• 

In 

1. 

«15 

79967,5 

12. 

log  11) 

6,18797 

2. 

ll5 

347230 

13. 

log  6) 

1,88992 

3. 

l)  +  2) 

427198 

14. 

12)  + 13) 

8,07789 

4. 

®ii 

73837,9 

15. 

num  8) 

529940000 

5. 

9^15  - ..  . 

353392 

16. 

num  14) 

119640000 

6. 

log  5) 

5,54813 

17. 

15)       16) 

410300000 

7. 

log  1500 

3,17609 

18. 

log  17) 

8,61310 

8. 

6) +  7) 

8,72422 

19. 

log  in 

5,60761 

9. 

«u 

7271180 

20. 

log^w 

3,00549 

10. 

AlO 

5729580 

21. 

Rü 

1012,7 

11. 

9)  -  10) 

1541600 

21.  Die  Rücklagen  für  Feierzeitversicherungen  wie  für  Versicherungen 
auf  den  Lebens-  und  Todesfall  mit  Bezugnahme  auf  die  Feierzeit  lassen  sich 
nach  den  angegebenen  Grundsätzen  ohne  Schwierigkeit  berechnen;  w4r  sehen 
von  deren  Mitteilung  an  dieser  Stelle  ab. 

22«  Rücklage  für  eine  sofort  beginnende  Ver.bindungsrente  1  an 
ein   Paar,   solange    es   vollständig   ist   (§  6,  Nr.  2). 

Hier  ist,  wieder  nach  Satz  A), 

23.  Rücklage  für  eine  sofort  beginnende  Verbindungsrente  1, 
zahlbar  an  ein  Paar  bis  zum  vollständigen  Aussterben  (§  6,  Nr.  3). 

a)  Wenn  das  Paar  noch  vollständig  ist,  so  hat  man 

b)  wenn  nur  noch  ein  Bestandteil  am  Leben  und  bei  Berechnung  der 
Rücklage  z  Jahre   alt  ist,  so  ist  für  ihn  die  Rücklage 

Rii^  =  R,     . 
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24.  Rücklage  für  eine  Überlebensrente,  zahlbar,  wenn  ein  be- 
stimmter Bestandteil  des  Paares  (der  Versorger)  verstorben  ist,  der 
andre   Bestandteil   (der  Versorgte)   aber  noch  lebt  (§  6,  Nr.  4).» 

a)  Ist  das  Paar  noch  vollständig,  so  ist 

b)  ist  der  Versorger  gestorben,  so  hat  man  als  Rücklage  für  den  noch 
lebenden  Versorgten 


§  8.     Zuschläge,   Änderungen,   Rückkäufe,   Darlehen. 

1.  Wie  schon  in  §  2,  Nr.  13  bemerkt  worden  ist,  werden  die  Versicherungen 
nicht  durch  die  Reinbeiträge  er^'orben,  sondern  durch  die  Tarifbeiträge,  die  aus 
den  Reinbeiträgen  durch  Erhöhung  um  geeignete,  wegen  der  Verwaltungskosten 
und  in  Rücksicht  auf  die  Sicherheit  des  Betriebes  nötige  Zuschläge  hervorgehen. 
Das  Maß  dieser  Erhöhung  ist  nach  der  Art  der  Versicherung  verschieden;  bei 
Volksversicherungen,  die  mit  großem  Kosten  und  mehr  Wagnis  verbunden  sind, 
als  andre  Kapitalversicherungen  auf  den  Todes-  und  Lebensfall,  sind  die  Zu- 
schläge beträchtlich  höher. 

Die  Zuschläge  stellen  den  Gegenwert  für  die  Verwaltungskosten  und  für  die 
der  Bank  aus  gewissen  Umständen  und  Möglichkeiten  drohende  Gefahr  dar. 
Hiemach  müßten  sie  sich  zunächst  aus  zwei  Gliedern  zusammensetzen  —  dem 
Gefahrenzuschlage  und  dem  Verwaltungszuschlage.  Um  den  Gefahrenzuschlag  zu 
bemessen,  müßte  eine  geeignete  Abschätzung  der  mit  jeder  Versicherungsart  ver- 
bundenen Gefahr  statthaben. 

Der  Verwaltungszuschlag  würde  wieder  aus  einigen  Gliedem  bestehen.  Denn 
man  kann  allgemeine  Verwaltungskosten  unterscheiden,  die  für  jeden  Vertrag 
wesentlich  die  gleichen  sind,  und  nicht  von  der  Art  der  Versicherung  oder  der 
Höhe  der  Versicherungssumme,  bezw.  der  jährlichen  Beiträge  abhängen;  femer 
hat  man  Kosten  für  die  Einhebung  und  Verrechnung  der  jährlichen  Beiträge  zu 
bemerken,  die  der  Höhe  dieser  Beiträge  verhältnisgleich  anzusetzen  wären;  endlich 
gibt  es  Kosten  für  die  Verwaltung  der  Rücklagen,  die  der  Größe  der  Rücklage 
verhältnisgleich  sein  müßten.  Diese  einzelnen  Glieder  sind,  wie  man  sieht,  zum 
Teil  von  Fall  zu  Fall  und  von  Jahr  zu  Jahr  veränderlich,  und  ihre  genaue  Fest- 
stellung und  Verteilung  würde  das  Rechnungswesen  erheblich  belasten. 

Da  nun  aber  bereits  die  gegenseitige  Abschätzung  der  einzelnen  Bestandteile 
jedes  Gesamtzuschlags  ohne  willkürliche  Annahmen  gar  nicht  möglich  ist,  so  würde 
damit  auch  das  ganze,  die  Zuschläge  betreffende  Rechenwerk  auf  willkürlichen 
Grundlagen  beruhen,  und  ein  größerer  Zeit-  und  Müheaufwand  sich  kaum  recht- 
fertigen lassen.  Man  vereinfacht  daher  die  Sache,  indem  man  die  Zuschläge 
nach  Gutdünken  festsetzt,  und  die  in  einem  Geschäftsjahre  vereinnahmten  Zu- 
schläge als  verfügbare  Deckungsmittel  für  die  Verwaltungskosten  dieses  Jahres, 
sow^ie  für  die  Bankleistungen  ansieht,  die  über  die  rechnungsmäßig  erwarteten 
hinaus  fällig  geworden  sind.  Soweit  die  Einnahme  aus  den  Zuschlägen  hierfür 
nicht  in  Anspruch  genommen  wird,  sieht  man  sie  als  Geschäftsgewinn  an. 

Wir  wollen  nicht  unterlassen,  an  dieser  Stelle  ausdrücklich  darauf  hinzuweisen, 
daß  dieses,  soweit  uns  bekannt,  allgemein  eingehaltene  Verfahren  vor 
einer  sorgfältigen  Beurteilung  nicht  bestehen  kann.  Wird  eine  Ver- 
sicherung gegen  einmaligen  Beitrag  abgeschlossen,  so  ist  der  einmal  gezahlte 
Zuschlag  die  einzige  Entschädigung  der  Bank  für  Verwaltung  und  Gefahr.     Wird 
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nun  dieser  erhebliche  Betrag  nur  in  dem  Jahre  verrechnet,  in  dem  er  ein- 
genommen wird,  so  erscheint  dieses  Jahr  zu  günstig,  in  allen  folgenden  Jahren 
ist  aber  für  die  Verwaltung  dieser  Versicherung  nichts  in  der  Kasse.  Ganz 
ebenso  verhält  es  sich  mit  den  Versicherungen  gegen  jährliche  Beiträge,  die 
nicht  bis  zum  Ende  des  Vertrags  reichen;  auch  hier  arbeitet  die  Bank  während 
der  ganzen  Zeit  vom  Eintritte  der  Beitragsfreiheit  bis  ans  Ende  des  Vertrags 
ganz  ohne  Entschädigung,  da  die  mit  für  diese  Zeit  bestimmten  Zuschläge  schon 
während  der  Beitragszeit  ganz  aufgezehrt  worden  sind. 

Diesen  offenbaren  Fehler  kann  man  nur  dadurch  beseitigen,  daß  man  für 
alle  Versicherungen  mit  beitragsfreien  Jahren  besondere  Zuschlagsrücklagen 
bildet,  und  dadurch  die  Einnahme  aus  den  Zuschlägen  über  die  ganze 
Dauer   des  Vertrags   verteilt 

2.  Soll  ein  Versicherungsvertrag  nach  «jährigem  Bestände  derart  geändert 
werden,  daß  die  Leistungen  der  Bank  wie  die  des  Versicherten  nach  dem  neuen 
Vertrage  sich  ansehen  lassen  als  Summen  aus  den  alten  Leistungen  und  gewissen 
neuen  Posten,  so  kann  man  annehmen,  der  alte  Vertrag  bestehe  fort,  und  es 
komme  eine  neue  Versicherung  hinzu.  Handelt  es  sich  für  den  Zusatzvertrag 
um  eine  Versicherung  auf  den  Todes-  und  Lebensfall,  so  wird  man  ihn  nur  auf 
Grund  erneuter  ärztlicher  Untersuchung  abschließen.  Der  Zusatzbeitrag  hat  der 
Zusatzleistung  der  Bank  und  dem  Lebensalter  zu  entsprechen,  in  dem  die  Ver- 
tragsänderung erfolgt, 

3.  Jede  andre  Vertragsänderung,  die  nicht  nach  Nr.  2  behandelt  werden 
kann,  läßt  eine  befriedigende  mathematische  Behandlung  nur  unter  der  Voraus- 
setzung zu,  daß  die  in  Nr.  1  geforderte  Zuschlagsrücklage  vorhanden  ist;  wir 
werden  daher  diese  Voraussetzung  zugrunde  legen,  obwohl,  soviel  uns  bekannt, 
bei  keiner  Versicherungsbank  diese  Rücklagen  rechnerisch  festgestellt  und  als 
ein  besonderer  Posten  in  den  Geschäftsabschlüssen  aufgeführt  werden;  es  muß 
alsdann  die  Annahme  genügen,  daß  die  verlangte  Rücklage  einen  Teil  der- 
jenigen Rücklagen  bildet,  die  außer  der  für  die  zukünftigen  Bankleistungen  nötigen 
„Prämienreserve"  bei  vorsichtiger  Geschäftsführung  noch  in  Bereitschaft  ge- 
halten werden. 

Jede  andre  Behandlung  der  Vertragsänderungen,  die  nicht  von  der  Voraus- 
setzung einer  Zuschlagsrücklage  ausgeht,  beruht  auf  Willkür,  und  gehört  daher 
nicht  in  eine  Darstellung  des  Versicherungswesens  vom  mathematischen  Stand- 
punkte aus. 

Dadurch  wollen  wir  über  diese  willkürlichen  Änderungen  nicht  unbedingt 
absprechend  urteilen.  Die  Bank  ist  nicht  rechtlich  verpflichtet,  auf  irgend  eine 
Änderung  eines  Vertrags  sich  einzulassen.  Kommt  sie  dem  darauf  gerichteten 
Wunsche  des  Versicherten  entgegen,  so  darf  sie  dafür  ihre  Bedingungen  will- 
kürlich stellen,  —  wenn  sie  dem  Versicherten  nicht  gefallen,  so  bewendet  es 
bei  dem  bestehenden  Vertrage.  Will  aber  die  Bank  erfahren,  wie  weit  sie  im 
neuen  Vertrage  gehen  kann,  ohne  Schaden  zu  leiden,  so  muß  sie  sich  die  Aus- 
kunft von  der  Versicherungsmathematik  geben  lassen,  und  kommt  damit  doch 
wieder   auf   die   obige   Hauptvoraussetzung  für  jede  Änderung   zurück 

4.  Wir  nehmen  nun  an,  daß  während  der  ganzen  Versicherungsdauer  ein 
von  Jahr  zu  Jahr  wechselnder  Zuschlagsbeitrag  erhoben  wird.  In  Wirklichkeit 
kann  man  dies  nicht  durchführen,  sondern  muß  es  bei  gleichbleibenden  jährlichen 
Zuschlagsbeiträgen  während  der  Beitragszeit,  bezw.  bei  einem  einmaligen  Beitrage 
bewenden  lassen.  Rechnerisch  kann  man  aber  immer  diese  Istzuschläge  dorch 
jährliche  Sollzuschläge  ersetzen.  Dem  jährlichen  Sollzuschlage  für  das  versicherte 
Kapital  K  und   das  Lebensalter  v  geben  wir  die  Form 

wir   beschränken   uns    dabei    auf  Versicherungen    für   den  Todes-   und   Lebensfall 


•  ■ 

§  8  Zuschläge,  Änderungen,  Rückkäufe,  Darlehen.  497 

und  bezeichnen  mit  J^  den  Wert  der  bis  zum  Aufhören  des  Vertrags  reichenden 
Jahresrente  1,  mit  Äü^  die  Rücklage  im  Alter  v,  mit  dx  den  jährlichen  Rein- 
beitrag, beides  für  1  Mark  Kapital;  a,  ß,  y,  d  sind  gegebene,  bestandige  Zahlen. 
Die  Zuschlagsrücklage  für  das  Alter  v  ist  der  Unterschied  zwischen  der 
zukünftigen  Einnahme  aus  den  Sollzuschlägen  und  den  Istzuschlägen;  liegt  auf 
dem  Jahresbeiträge  für  1  Mark  Versicherungssumme  der  Zuschlag  z,  so  hat  man 
daher  für  die  Zuschlagsrücklage  3v 

4  8r  =  (a^4  äJ  +  ß2!^v  Jiiiv  +  Y  ^^^'r )  ^  +  «J  J^4  -  z^iv     ■ 

\         V  V  V  J  .  V  V 

5,  Als  Grundsatz  für  Vertragsänderungen  muß  gelten:  Die  Rücklage 
nach  dem  alten  Vertrage,  vermehrt  um  die  Zuschlagsrücklage  nach 
dem  alten  Vertrage  und  um  die  auf  den  Änderungstag  übertragenen 
neuen  jährlichen  Tarifbeiträge,  gibt  den  einmaligen  neuen  Tarif- 
beitrag. 

Wir  wenden  diesen  Grundsatz  zunächst  auf  den  Grenzfall,  nämlich  auf  die 
Änderung  eines  Vertrags  in  sich  selbst,  an;  diese  Anwendung  des  Grund- 
satzes muß  mit  der  Fortdauer  der  bisherigen  Umstände  im  Einklänge  sein. 

Um  den  allgemeinen  Fall  zu  erledigen,  nehmen  wir  jährliche  Beiträge  mit 
Beitragsfreiheit  im  Alter  u^  und  v  innerhalb  der  Beitragszeit  an;  femer  nehmen 
wir  an,  daß  die  Versicherungssumme  im  neuen  Vertrage  dieselbe  ist,  wie  im 
alten,  der  Jahresreinbeitrag  für  1  Mark  dagegen  b^  ist,  gegen  b^  im  alten.  Es 
wird  sich  zeigen,  daß  die  Bedingungsgleichung  für  b^,  sich  mit  der  Annahme  bj,  =  bx 
verträgt 

Für  a^  Personen  vom  Alter  v  hat  man,  übertragen  auf  den  Nullpunkt,  als 
einmaligen  Tarifbeitrag  zur  Verfügung 

\  V  V  V  /  V  V  V 

wobei  %  den  jährlichen  neuen  Tarifbeitrag  bezeichnet  Er  muß  sich  aber  auch, 
wenn  B^  den  einmaligen  Beitrag  für  die  Leistung  1  (im  Alter  v)  bezeichnet,  aus 
der  Formel  ergeben 

2)  BvK+  (a^U  K  +  ßZi^v  Rü%  +  y  b^^lA  K  +  bZ^h     . 


V  V  I  V 


3) 


Die  Gleichsetzung  von  1)  und  2)  ergibt  zunächst 

(y  u       \  u  u 

V  V  /  V  V 

Setzt  man  hier  V^  =  ^ir,  so  wird 

u  u  u 


V  V  V 

und  da  femer  offenbar 


M 


h  Rii^  K  ■\- b^  K^h  =  B„  K     , 
so  folgt  aus  3) 

4)  ßZ.^v Rü^  +  y b.r2li^  =  ßZi^v Rü'^  +  y bv2^l^    • 

V  V  V  V 

SCHLOEMILCBS  Handbuch  der  Mathematik,  2.  Aufl.,  Bd.  III.  32 
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Aus  ^  =  ^^  folgt  die  Gleichheit  der  Reinbeiträge  hx  und  b^^  sowie  die 
Gleichheit  der  Rücklagen  Rüx  und  Rü^\  die  letzte  Gleichung  wird  also  identisch 
erfüllt 

Die  Probe  stimmt  daher.  Sie  würde  auch  noch  stimmen,  wenn  man  den 
Zuschlag  um  ein  Glied  «A!' vermehrt;  und  da  sie  unabhängig  von  den  Zahlen  a...£ 
stimmt,  so  gilt  sie  auch,  wenn  man  eine  oder  mehr  als  eine  davon  gleich  Null 
setzt  Insbesondere  kann  man  also,  ohne  daß  Verwandlungen  von  gemischten  Ver- 
sicherungen in  sich  selbst  davon  gestört  werden,  die  Sollleistung  aus  Zuschlägen 
durch  eine  gleichbleibende,  über  die  Beitragszeit  gleichmäßig  verteilte  Zuschlags- 
rente ersetzen,  die  dem  Reinbeitrage  bxK  verhältnisgleich  ist;  dies  entspricht 
dem  gewöhnlichen  Gebrauche,  widerspricht  aber,  wie  schon  oben  bemerkt,  der 
unabweislichen  Forderung,  daß  man  wählend  der  ganzen  Zeit,  in  der  eine  Ver- 
sicherung besteht,  jährliche  Zuschlagseinnahmen  wegen  der  Sicherheit  und  der 
Verw^altung  zur  Verfügung  haben  muß. 

6.  Wenn  ein  Versicherter  seine  Versicherung  aufgeben  will  und  der  Bank 
nach  Lage  der  Verhältnisse  nichts  daran  liegt,  die  Fortsetzung  des  Vertrags  auf 
dem  Klagewege  zu  erstreiten,  so  kann  sie  dem  Versicherten  einen  gewissen 
Rückkaufswert  zahlen,  wobei  die  gewählte  Bezeichnung  den  Vorgang  so  deutet, 
daß  die  Bank  durch  diese  Rückzahlung  sich  von  der  Verpflichtung  loskauft,  die 
sie  gegen  den  Versicherten  übernommen  hat  Die  obere  Grenze  für  den  Rück- 
kaufswert ist  offenbar  die  Summe  der  für  die  Versicherung  vorhandenen  Rücklagen 
aus  den  Reinbeiträgen  und  Zuschlägen,  vermindert  um  den  Zeitwert  der  für 
die  Erwerbung  der  Versicherung  an  die  Agenten  gezahlten  Vergütungen.  Es  kann 
nicht  behauptet  werden,  daß  der  Versicherte  an  diese  Summe  einen  Rechts- 
anspruch hätte;  wäre  dies  der  Fall,  so  könnte  die  Bank  dazu  genötigt  werden, 
sie  im  Rückkaufsfalle  dem  Versicherten  herauszugeben.  Da  dies  aber  nicht  der 
Fall  ist,  und  der  Bank  durch  Wegfall  der  Versicherung  eine  Aussicht  auf  Gewinn 
entgeht,  so  hat  sie  ein  Recht,  nur  einen  gewissen  Bruchteil  des  genannten  Be- 
trags dem  Versicherten  als  Rückkaufswert  in  Aussicht  zu  stellen. 

7.  Oft  genug  wird  an  die  Bank  das  Ersuchen  gerichtet,  auf  Versicherungs- 
verträge Darlehen  zu  gewähren.  Hier  gilt  der  Grundsatz,  daß  dem  Ver- 
sicherten nicht  mehr  als  Darlehen  gewährt  werden  kann,  als  der 
Rückkaufs  wert.  Selbstverständlich  ruhen  alle  Leistungen  der  Bank  an  den 
Versicherten  so  lange,  bis  das  Darlehen  nebst  Zinsen  zurückerstattet  ist 

Handelt  es  sich  um  eine  Rentenversicherung,  und  ist  das  Darlehen  im  Alter 
des  Rentengenußanfanges  noch  nicht  vollständig  bezahlt,  so  werden  die  Renten 
innebehalten  und  vom  Darlehen  abgeschrieben;  ist  die  Bank  zu  einer  Kapital- 
leistung an  den  Versicherten  verpflichtet,  bevoj  das  Darlehen  abgetragen  ist,  so 
wird  die  Leistung  der  Bank  um  den  entsprechenden  Betrag  gekürzt 


§   9.      Mathematische    Zahlen    für    den    jährlichen    Geschäftsabschluß. 

1.  Die  wichtigste  mathematische  Zahl  für  den  Geschäftsabschluß  ist  die 
Summe  der  Rücklagen  für  die  Rentenversicherungen  und  für  die  Kapital- 
versicherungen auf  den  Todes-  und  Lebensfall. 

Als  Grundlage  hierzu  dienen  die  Rücklagen  für  die  einzelnen  Versicherungen, 
die  am  Ende  jedes  Versicherungsjahres  vorhanden  sein  müssen.  Hat  die  Bank 
ausführliche  Rücklagetafeln,  in  denen  füj  jede  Versicherungsart,  für  jedes  Beitritts- 
alter und  für  jedes  Versicherungsjahr  die  am  Ende  desselben  erforderliche 
Rücklage  auf  die  Einheit  der  Rente  oder  Versicherungssumme  verzeichnet  ist,  so 
kann  hieraus  die  Rücklage  für  jede  einzelne  Versicherung  auch  von  mathematisch 
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ungeschälten  Beamten  leicht  entnommen,  in  geeignete  Rücklagebücher  eingetragen 
und  die  Richtigkeit  und  Vollständigkeit  dieser  Einträge  durch  genügend  viele 
Stichproben  mit  möglichst  geringem  Zeitaufwande  geprüft  werden.  Bei  einem 
großen  Versicherungsbestande  macht  die  Herstellung  aller  dieser  Einträge  freilich 
eine  sehr  bedeutende  Arbeit;  denn  wenn  man  annimmt,  daß  etwa  50  solcher 
Einträge  in  einer  Arbeitsstunde  erledigt  werden,  so  würden  auf  1000  Ver- 
sicherungen 20  Arbeitsstunden,  auf  10  000  gegen  25  Arbeitstage  nötig  sein. 
Diese  große,  jährlich  wiederkehrende  Arbeit  kann  man  dadurch  abkürzen,  daß 
man  gleichartige  Versicherungen  zu  möglichst  großen  Gruppen  zusammenfaßt, 
die  Gesam'trücklage  für  jede  Gruppe  berechnet,  und  die  sich  ergebenden  Zahlen 
vereinigt 

Dabei  kann  man  nun  Regeln  benutzen,  die  auch  zur  Ermittlung  der 
einzelnen  Rücklagen,  die  bei  Rückkäufen  und  Darlehen  bekannt  sein  müssen, 
dienen  können,  und  die  damit  die  ausführlichen,  umständlichen  und  kostbaren 
Rücklage  tafeln  entbehrlich  machen.  Diese  Regeln  finden  sich  in  den  Rechnungen 
des  §  7  bereits  angedeutet,  indem  dort  für  die  Rücklage  für  Kapitalversiche- 
rungen die  Formel 

1)  Rü  =  B^K-  R^ß^ 

angewandt  wurde.  Will  man  nach  dieser  Regel  rechnen,  so  müssen  einmalige 
Reinbeiträge  für  jedes  bei  der  Versicherungsart  vorkommende  Lebensalter,  nicht 
bloß  für  die  Altersjahre,  in  denen  derartige  Versicherungen  gemäß  der  Ver- 
sicherungsbedingungen abgeschlossen  werden  dürfen,  berechnet  und  zu  einer  Tafel 
(^-Tafel)  zusammengestellt  werden. 

Bei  Versicherungen  auf  den  Lebens-  und  Todesfall,  mit  Kapitalzahlung 
spätestens  im  65.  Lebensjahre,  muß  also  diese  Tafel  bis  zum  Alter  64  reichen, 
wenn  auch  für  den  Beitritt  zu  solchen  Versicherungen  das  55.  Lebensjahr  als 
höchstes  zulässiges  Beitrittsalter  festgesetzt  wäre. 

Diese  ^-Tafel  ist  eine  einfache  Zahlenreihe,  zu  jedem  Alter  x  gehört  nur 
eine  Zahl  B^' 

Außerdem  bedarf  man  noch  einer  Tafel  der  Zahlen  R^',  ist  ßx  der  Rein- 
beitrag in  Mark,  so  ist  R^  der  Zeitwert  einer  sofort  beginnenden  Rente  von 
1  Mark,  zahlbar  so  lange,  als  bei  der  fraglichen  Versicherung  jährliche  Beiträge 
gezahlt  werden,  berechnet  natürlich  für  den  .Zahltag  der  ersten  Rente.  Auch 
diese  ^».-Tafel  enthält  nur  eine  einfache  Zahlenreihe,  anfangend  vom  frühesten  zu- 
lässigen Beitrittsalter,  und  endigend  mit  dem  Alter,  in  dem  der  letzte  jährliche 
Beitrag  zu  entrichten  ist;  also  ist  diese  Tafel  eine  Tafel  einmaliger  Rein- 
beiträge für  lebenslängliche  oder  mit  einem  bestimmten  Alter  abbrechende  Leib- 
renten von  je   1   Mark  Betrag. 

Für  alle  Versicherungsarten,  bei  denen  die  Kapitalzahlung  spätestens  an 
die  Überlebenden  eines  bestimmten  Alters  y  erfolgt,  gilt  dieselbe  ^^ -Tafel,  un- 
abhängig davon,  wie  lange  Beiträge  gezahlt  werden.  Andrerseits  gilt  dieselbe 
^^ -Tafel  für  alle  Versicherungsarten,  bei  denen  die  Beitragsfreiheit  in  demselben 
Alter  u  eintritt,  gleichgültig,  wann  der  Versicherungsvertrag  begonnen  hat  und 
zu  Ende  geht. 

Selbstverständlich  kann  man  diese  Tafeln  zu  einer  großem  Tafel  zusammen- 
fassen, und  wird  dann  nur  dafür  sorgen  müssen,  daß  die  Köpfe  der  einzelnen 
Spalten  so  deutlich  und  ausführlich  sind,  daß  auch  mathematisch  nicht  geschulte 
Arbeitskräfte  mit  dieser  Tafel  arbeiten  können. 

Zweckmäßig  ist  es,  neben  der  Tafel  mit  den  Zahlen  B^  und  R^  noch  eine 
zweite  gleichen  Umfangs  herzustellen,  die  an  Stelle  der  Zahlen  deren  Logarithmen 
enthält,  wobei  fünf  Stellen  vollständig  genügen.  Man  wird  immer  Hilfskräfte 
finden,  die  auch  ohne  theoretische  mathematische  Vorbildung  im  Gebrauch  der 
Logarithmen   durch  praktische  Einübung  so  sicher  gemacht  werden  können,   daß 
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sie  mit  Hilfe  dieser  Logarithmen  und  einer  allgemeinen  fünfstelligen  Tafel  die 
Berechnung  der  Einzelrücklagen  und  der  Gruppenrücklagen  nach  Formel  1)  aus- 
zuführen imstande  sind. 

2,  Bei  den  Geschäftsabschlüssen,  sowie  auch  oft  bei  Einzel  Versicherungen 
(Rückkäufen,  Darlehn  und  Veränderungen)  handelt  es  sich  nicht  um  die  Rück- 
lagen am  Ende  eines  Versicherungsjahres,  sondern  um  die  am  Ende  eines 
Geschäftsjahres,  oder  an  einem  beliebigen  andern  Zeitpunkte.  Wäre  die  Zahl 
der  Lebenden  Cx  als  mathematische  Funktion  des  Alters  x  bekannt,  etwa  nach 
dem  Gompertz-Makeham sehen  Gesetze,  so  könnte  man  die  Rücklage  für  jeden 
Tag  genau  berechnen,  oder  wenigstens  eine  dieser  Berechnung  zugrunde  zu 
legende  genaue  Formel  aufstellen.  Bei  der  Auswertung  der  Formel  in  gegebenen 
Fällen  würde  es  sich  aber  immer  wieder  darum  handeln,  daß  man  sich  mit 
Annäherungen  von  beschränkter  Genauigkeit  begnügen  muß.  Es  würde  daher 
auch  in  diesem  unerreichbaren  Idealfalle  nicht  anders  werden,  als  bei  Anwendung 
der  statistisch  gegebenen  Absterbeordnungen:  Man  rechnet  die  Rücklage  von 
Versicherungsjahr  zu  Versicherungsjahr  und  schaltet  •  für  die  Zwischenzeiten 
nach  der  geraden  Linie  ein,  wenn  nicht  ein  ganz  besonderer  Grund  zu  einer 
andern  Einschaltungsweise  zwingt.  Doch  dürfte  ein  solcher  Grund  wohl  kaum  je 
eintreten. 

3«  Hat  die  Rücklage  für  eine  Versicherung  mit  deni  jährlichen  Reinbeitrag  b 
am  Ende  des  Lebensjahres  z  den  Betrag  Rüg,  so  wächst  sie  unmittelbar  darauf 
um  b\  für  den  Anfang  des  Jahres  ä  +  1  hat  sie  also  die  Höhe  Rüg  -{-  b,  Ist 
sie  am  Ende  dieses  Rüg^u  so  ist  ihre  Änderung  im  Laufe  des  ganzen  Jahres 
Rügj^i  —  Rüg  —  b.  Nimmt  man  geradlinige  (gleichförmige)  Änderung  an,  so  ist 
sie  also  für  das  Alter  z  -\-  m,  {m  •<Cl) 

Rüg  +  ^  +  ^{^^8-\-i  —  ^'h  —  ^)  =  (1  —  ^) ^^s  +  ^^ ^'^«-f  1  -\-  {1  —  m)b     . 

4.  Handelt  es  sich  um  Rücklageberechnungen  für  die  jährlichen  Abschlüsse, 
so  ändert  sich  das  Glied  (1  — m)b  für  die  Versicherung  während  ihrer  ganzen 
Dauer  nicht,  und  kann  in  den  Hauptregistem  sofort  beim  Eintragen  berechnet 
und  in  einer  besondem  Spalte  verzeichnet  werden.  Nimmt  man  statt  der  allen 
Rechnungen  zugrunde  liegenden  Vorausbezahlung  der  Jahresbeiträge  eine  gleich- 
mäßige Verteilung  der  Zahlung  über  das  ganze  Jahr,  ohne  Rücksicht  auf  Zinsen 
an,  so  ist  (1  —  m)b  der  Teil  des  Jahresbeitrags,  der  dem  ins  neue  Geschäftsjahr 
fallenden  Anteil  des  laufenden  Versicherungsjahres  zugehört. 

Mehrere  Banken  bezeichnen  diese  Größen  als  Überträge,  setzen  ihre 
Summe  von  den  Einnahmen  des  beendeten  Geschäftsjahres  ab,  und  tragen  sie 
als  Einnahme  des  nächsten  Geschäftsjahres  vor.  Es  steht  frei,  dies  zu  tun:  nur 
muß  betont  werden,  daß  diese  Reinüberträge  einen  Bestandteil  der 
Gesamtrücklage  ausmachen. 

Einzelne  Banken  berechnen  die  Überträge  nicht  von  den  reinen,  sondern 
von  den  Tarifbeiträgen,  und  erhalten  so  eine  um  die  Zuschlagsprozente  erhöhte 
Summe. 

Da  diese  Erhöhung  der  Überträge  einer  gewissen  Begründung  nicht  entbehrt 
und  die  Sicherheit  der  Bank  vergrößert,  so  wird  man  sie  gutheißen,  auch  wenn 
man  die  ander\\'eite  Begründung  nicht  für  zwingend  halten  sollte.  Der  Gesamt- 
rücklage ist  aber  in  diesem  Falle  immer  nur  der  auf  die  Reinbeiträge  kommende 
Teil  zuzurechnen. 

5.  Auch  wenn  die  Summe  der  Zahlen  (1  —  m)  b  nicht  im  Abschlüsse  be- 
sonders gebucht,  sondern  in  die  Rücklage  verrechnet  wird,  wird  man  doch  die 
Summe  besonders  berechnen,  und  hat  alsdann  nur  noch  die  Zahlen 

(1  —  ///)  Rü^  +  m  Rü.j^i 

herzustellen   und  zusammenzuzählen. 
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Die  Berechnung  dieser  Zahlen  nach  Tagen,  Wochen  oder  Monaten  macht 
einen  Arbeitsaufwand  der  ungerechtfertigt  ist,  wenn  man  bedenkt,  daß  die  Formel 
doch  nur  Anspruch  auf  angenäherte  Richtigkeit  erheben  kann;  man  ist  daher  be- 
rechtigt, sie  durch  jedes  einfachere  Verfahren  zu  ersetzen,  das  die  Rücklage  größer 
als   Rüg   und  kleiner   als   Rü^^j^i  (oder,  je   nach   Umständen,    umgekehrt)    ergibt 

Nahe  liegt,  m  für  alle  Versicherungen  gleich  -J-  zu  nehmen,  also 

(1  —  m)Rüg  +  tnRügj^i       durch       \{Ruz  +  -^'^«+1) 

zu  ersetzen.  Doch  hat  man  auch  hier  immer  noch  eine  erhebliche  Arbeit, 
Einfacher  und  bei  einem  nicht  zu  kleinen  Versicherungsstande  ganz  unbedenklich 
ist  es,  für  alle  im  ersten  Halbjahre  begonnenen  Versicherungen  Rüg^i,  für  alle 
im  zweiten  Halbjahre  begonnenen  Rü^  zu  nehmen;  hat  also  eine  Versicherung 
mit  dem  Beitrittsalter  26  in  der  Zeit  vom  1.  Januar  bis  zum  30.  Juni  1890  an- 
gefangen, so  ist  für  den  Abschluß  auf  das  Jahr  1903  die  Rücklage  Rü^^,  oder, 
wenn  der  Doppelzeiger  angewendet  wird,  ^^35, 19!  hätte  dagegen  die  Versicherung 
erst  in  der  Zeit  vom  1.  Juli  bis  31.  Dezember  angefangen,  so  hat  man  Rü^^ 
(bezw.  -^^^86,12)  zu  nehmen.  Der  Vorzug  dieses  Verfahrens  ist,  daß  man  für  jede 
Versicherung  nur  eine  Zahl  einzusetzen  hat  Denselben  Vorteil  kann  man  haben, 
wenn  man  nach  Mittelwerten  rechnet,  denn 

Rü,  +  Rü,^i        B,  +  B,^i  R,  +  R,^i 

2  = 2~     ^ 2         ^     • 

Man  hat  dann  außer  der  Tafel  für  die  Zahlen  Bg  und  Rg  noch  eine  für 

iiBg  +  Bg^i)       und       \{Rg  +  Rg^,)     , 

sowie  deren  Logarithmen  herzustellen. 

6.  Zur  gruppenweisen  Berechnung  der  Rücklagen  nach  der  Regel  ^,Ar 
—  Rg  ßjc  hat  man  Bücher  anzulegen,  in  denen  alle  die  Versicherungen  vereinigt  sind, 
die  zu  derselben  ^5 -Tafel,  sowie  Bücher  mit  den  Versicherungen  zu  derselben  ^-Tafel. 

Zu  derselben  ^-Tafel  gehören  bekanntlich  alle  Versicherungen,  bei  denen 
das  Kapital  beim  Tode,  spätestens  in  dem  bestimmten  Alter  y  ausgezahlt  wird; 
zu  derselben  ^-Tafel  die,  bei  denen  die  Beitragsfreiheit  in  demselben  Alter  u 
eintritt  (Hauptgruppen  nach  B  und  R), 

Innerhalb  derselben  Hauptgruppe  ordnet  man  die  Versicherungen  nach 
Altersklassen,  und  weist  jeder  Altersklasse  einen  genügenden,  für  mehrere 
Jahre  ausreichenden  verfügbaren  Raum  zu.  In  jeder  Altersklasse  trägt  man  nun 
etwa  von  Woche  zu  Woche  die  neu  hinzukommenden  Versicherungen  nach  der 
Vertragsnummer  ein;  es  genügt,  in  den  ^-Büchern  dahinter  die  Versicherungs- 
summe zu  bemerken;  auf  die  andre  Hälfte  des  Blattes  kommen  die  im  Laufe 
des  Jahres  erloschenen  (stornierten)  Versicherungen,  ebenfalls  mit  Vertragsnummer 
und  Versicherungssumme. 

Nach  Jahresschluß  bildet  man  die  Summe  der  hinzugekommenen  Ver- 
sicherungssummen, sowie  die  Summe  der  weggefallenen,  und  vermehrt  die  beim 
vorigen  Abschlüsse  erhaltene  Summe  um  den  Unterschied  beider.  Die  neue  Zahl 
wird  in  eine  besondere,  für  den  Abschluß  angelegte  Tafel  eingetragen,  daneben 
das  dem  Lebensalter  z  der  Gruppe  zugehörige  Bg,  sowie  das  Produkt  Bg2K, 

Ebenso  verfährt  man  mit  den  Büchern,  in  denen  die  zu  derselben  -/?, -Tafel 
gehörigen  Versicherungen  zu  denselben  Untergruppen  vereinigt  sind;  man  ver- 
zeichnet hier  neben  den  Vertragsnummern  die  jährlichen  Reinbeiträge  b,  sowie 
alljährlich  den  Zugang  und  Abgang  an  Nummern  und  Reinbeiträgen,  und  leitet 
wie  oben  die  für  das  Ende  des  Geschäftsjahres  geltende  Zahl  ab.  Diese  wird 
mit  dem  für  das  Lebensalter  z  gehörige  Rg  multipliziert,  und  diese  Produkte  addiert 

Der  Unterschied  beider  Summen  ist  die  Rücklage.  Arbeitet  man  mit  Mittel- 
werten, so  hat  man  an  Stelle  der  Bg  und  Rg  die  entsprechenden  Zahlen  aus  der 
Mittelwertstafel  zu  verwenden. 
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7.  Man  kann  die  Zusammenfassung  nach  Altersklassen  noch  weiter  aus- 
dehnen.    Für  die  reine  Versicherung  auf  den  Todesfall  ist  bekanntlich 

für  Kapitaiversicherung  auf  den  Todes-  und  Lebensfall,  Kapitalzahiung  spätestens 
bei  Vollendung  des  Lebensjahres  y  hat  man 

also 

1)        ^^  =  ^.+^^  . 

Femer  hat  man  für  Beitragsfreiheit  vom  Alter  u  an,  während  der  Beitragszeit, 

jyu  ^s  J^u 

daher 

2)  R^^Ji^-^"     . 

Aus  1)  und  2)  folgt  als  Rücklage  im  Alter  z  für  eine  auf  das  Alter  y  ab- 
gekürzte Todes-  und  Lebensfallversicherung,  mit  Beitragsfreiheit  vom  Alter  u  an, 
wenn  ßj^  den  Reinbeitrag  für  das  Kapital  K  bezeichnet, 

Rii^  =  BzK  —  Iizßx  +  {ly  —  ^  +  ^«  ^x)  ^  •  T      • 
Die  Zahl 

{ly    —     Ty)K  -\-    Lu  ßx 

hängt  vom  Alter  z  nicht  ab,  sondern  kann  für  jede  Versicherung  ein  für  allemal 
berechnet  werden.  Hiernach  kann  man  alle  Versicherungen  auf  den  Todes-  und 
Lebensfall  in  einem  Buche  nach  Altersklassen  zusammenfassen;  man  hat  hinter 
jeder  Vertragsnummer  außer  den  Zahlen  K  und  ß  noch  die  Hilfszahl 

H=^{ly-Ty-\-Lub;)K 

einzutragen;  für  jedes  Alter  hat  man  dann  die  Summen  SK,  2 ß  und  2H  zu 
bilden,  der  Reihe  nach  mit 


ZU  multiplizieren,  und  schließlich 

B^ZK-  R,Zb  +  y  2H 

ZU  bilden. 

Bei  Versicherungen  auf  den  Lebens-  und  Todesfall  mit  jährlichen  Beiträgen 
und  Beitragsfreiheit  vom  Alter  u  an  ist  die  Rücklage  während  der  Beitragsfreiheit 
dieselbe,  wie  bei  einmaligem  Beitrage.  Man  hat  daher  vom  Alter  2/  an  in  der 
zweiten  Spalte  den  Beitrag  ß^^  und  in  der  dritten  die  Hilfszahl  If  zu  streichen. 
Um  diese  Änderungen  nicht  zu  übersehen,  dürfte  es  am  rätlichsten  sein,  ein  Bei- 
heft anzulegen,  dessen  Blätter  mit  den  Jahrzahlen  bezeichnet  sind,  und,  sofort 
nachdem  man  in  die  Altersklassen  eine  Versicherung  eingetragen  hat,  wegen  der 
in  späterer  Zeit  eine  Änderung  erfolgen  muß,  dieselbe  Versicherung  unter  der 
betreifenden  Jahrzahl  in  das  Beiheft  zu  bemerken,  nebst  Angabe  der  dann  nötigen 
Änderung.  Das  Ergebnis  dieser  Änderungen  wird  dann  bei  Herstellung  der 
Summen  aus  den  Spalten  der  betrefi'enden  Altersklassen  berücksichtigt. 


jij  9  Mathematische  Zahlen  für  den  jährlichen  Geschäftsabschluß.  503 

8.  Für  kurze  Todesfallversicherungen  auf  das  Alter  y^  mit  jährlichen 
Beiträgen,  hat  man,  wenn  By^^  den  einmaligen  Beitrag  für  das  Alter  z  und  die 
Summe  1  bezeichnet,  7»  j* 


B*,^  „  = 


also,  ist  rp 

By^^=B:: Y        f 

folglich  die  Rücklage  ^ 

B.^K-R.^ß,^-{L,b,~Ty)K    . 

Es   können   daher   auch   die   kurzen  Todesfallversicherungen    in    die   Alters- 
klassen aufgenommen  werden;  dabei  ist  die  Hilfszahl 

H^{Lub,-Ty)K    . 

9.    Bei  Lebensfallversicherungen   ohne  Rückgewähr  hat  man,   wenn 
^Bg  den  einmaligen  Beitrag  für  die  Summe  1  bezeichnet, 

^z  ^z 

Man  hat  daher  bei  einmaligem  Beitrag  nur  die  Hilfszahl 

emzutragen. 

Bei  jährlichen  Beiträgen  mit  Freiheit  vom  Alter  u  an  hat  man  während 
der  Beitragszeit  j   jr        r         r 


=  -Rz'ß.+ 


(L,,b^     +     ly)K 


wobei,  wie  immer,  bjc  den  Reinbeitrag  für  das  Kapital  1,  ßj^  den  für  das  Kapi- 
tal K  bezeichnet.  Einzutragen  ist  daher  in  die  2.  und  3.  Spalte  der  Reinbeitrag  ß^j 
und  die  Hilfszahl  wr      i  r    j.     \    i  \  zr 

Mit  Eintritt  der  Beitragsfreiheit  fällt  ßj^  weg  und  die  Hilfszahl  ist  durch 
/^  Ä'  zu  ersetzen ;  die  entsprechende  Bemerkung  ist  ins  Beiheft  einzutragen. 

10«  Bei  Lebensfallversicherungen  auf  das  Alter  y  mit  Rück- 
gewähr der  unverkürzten  und  unverzinsten  Tarifbeiträge  (l+/i)^^Ä' 
und  (1  •\-  fjL) bx  K ^=  ß'jc  hat  man  bei  einmaligem  Beitrage 

In  die  Spalte,  in  der  bei  Todesfallversicherungen  die  Versicherungssumme 
eingetragen  wird,  kommt  hier  der  einmalige  Tarifbeitrag  (1  -\-  i.i)BxKy  die 
Hilfszahl  ist  H=[l,-{\+  (x)  B,  Ty\  K    . 

Bei  jährlichen  Beiträgen  hat  man  während  der  Beitragszeit 

4 yß,  =  /^  +  (1  +  fx)bx  (S.  -  {u  -  X) r„  -  %u  -  [2.  -(z-~x)T,-  !,]> 

h  J^z  =  {^ä  —  ^h)  bx       f 
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Man  kann  daher  auch  die  Lebensfallversicherongen  mit  sofortiger  Rück- 
gewähr in  die  Altersklassen  eintragen,  wenn  man  noch  eine  vierte  Spalte  hinzu- 
fügt; in  die  1.  Spalte,  die  bei  Todesfallversicherungen  die  Zahlen  K  enthalt, 
wird  hier  o:/^  mit  negativem  Zeichen  eingetragen,  in  die  2.  der  Reinbeitrag; 
in  die  3.  Spalte,  wo  bei  Versicherungen  für  den  Todes-  und  Lebensfall  die 
Hilfszahlen  stehen,  kommt  hier  die  für  jedes  x  und  jedes  u  zu  berechnende 
Hilfszahl  r  r 


H=lyK- 


/3i 


1+/"J 

und  in  die  neue  4.  Spalte  kommt  der  Tarifbeitrag  ff^'  D>c  Summe  der 
Zahlen  dieser  Spalte  wird  schließlich  mit  der  Zahl  multipliziert 

11,  Bei  einfachen  Rentenversicherungen  handelt  es  sich  hier  nur 
um  sofort  beginnende  oder  aufgeschobene  Leibrenten  gegen  einmaligen  oder 
jährlichen  Beitrag  ohne  oder  mit  Rückgewähr. 

A)  Sofort  beginnende   Rente   ohne   Rückgewähr. 
Hier  ist  bekanntlich  n..         n     «. 

wenn  t  die  jährliche  Rentenzahlung  bezeichnet  Man  kann  daher  auch  die 
Versicherungen  in  die  Altersklassen  aufnehmen,  indem  man  in  die  ^x- Spalte  die 
jährliche  Rentenzahlung  t  mit  negativem  Zeichen  einträgt 

B)  Aufgeschobene  Leibrente    ohne   Rückgewähr,   einmaliger  Beitrag. 
Fängt  der  Genuß  im  Alter  y  an,  so  ist  während  der  Aufschubszeit 

Riiz  =  -/  •  r    , 
während  des  Genusses  dagegen 

^z 

Man  hat  daher  bis  zum  Rentengenusse  die  Hilfszahl 

zu  verwenden;  von  da  an  fällt  H  weg,  dagegen  kommt  X  in  die  2.  Spalte,  mit 
negativem  Zeichen. 

C)  Sofort  beginnende  Leibrente  mit  Rückgewähr.  Während  der 
Rückgewährzeit  hat  man 

Rüz  =  ^,r  +  y  <(2".  -  T^^gWx  -{(z-x^  1)44.1  +  . . .  +^'-r4-r]>r    • 
Bekanntlich  ist 

(«_;«:+ i)/.+i+...+^/^+^=(2-a:)(7;-r^+^)+3;,-i.+,-(*+^-x)7'x+f 

=  (2  -  ;c)  r,  -  jf  7V+,  +  I,  -  S,+,     , 
daher  folgt 

Ä«^.  =  4^  (9i;  +  *)  r  + -7  r 

''Z 

+  • y  -  -  t     . 

In  die  erste  Spalte  kommt  daher  hier  (Sl^  +  Jc)!;  in  die  zweite  X  wi^ 
negativem  Zeichen;    in  die  dritte  [I^_^^  —  7',.^^(9li  —  ^)]r;    in  die  vierter. 
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12.    A)    Aufgeschobene    Leibrente    ohne    Rückgewähr;    jährliche 
Beiträge,   zahlbar  bis   zum   Anfange   des  Rentengenusses, 
a)    Während  der  Beitragszeit  ist 


4 


Die    1.  Spalte    bleibt    frei,    in    die   2.   kommt   der  Reinbeitrag  ß^t    in    die 
1.  Hilf szahlsp alte  wird  L^ßx  eingetragen, 
c)    Während  der  Genußzeit  ist 

also  kommt  X  in  die  2.  Spalte  mit  negativem  Zeichen. 

B)    Aufgeschobene  Leibrente  ohne  Rückgewähr;  jährliche  Beiträge 
mit  Beitragsfreiheit  vom   Alter  u   an. 

a)  Während  der  Beitragszeit  ist  wie  bei  Aa) 

Iz  fr 

In  die  2.  Spalte  kommt  ^^,  die   1.  Hilfszahl  ist  Lxßx" 

b)  Während  der  Beitragsfreiheit  und  vor  der  Genußzeit  ist 

Rü,^-^X     , 

fa 

in  die   1.  Hilfszahlstelle  kommt  also  LyX» 

c)  Während  der  Genußzeit  ist 

Rüz  =  ^X     , 

in  die  2.  Spalte  kommt  daher  X  mit  negativem  Zeichen. 

18.   A)  Aufgeschobene  Leibrente  mit  Rückgewähr,  jährlicher  Bei- 
trag bis  zum  Rentengenusse. 

a)  Während  der  Aufschubszeit  hat  man,  wenn  /3^  den  Tarifbeitrag  bezeichnet. 

In  die  1.  Spalte  kommt  x ß^  mit  negativem  Zeichen;  in  die  2.  kommt  der  Rein- 
beitrag ßx'y  in  die  3.  kommt  die  Hilfszahl 

in  die  4.  trägt  man  ß'j^  ein. 

b)  Während   der   Genuß-   und  Ruckgewährzeit   hat    man,    indem    man   §  7, 
Nr.  12,  c)  benutzt  und  u  =  y  setzt: 

^tf.  =  ^-  r  +  ^  [(2^  -x-z)T,+  T^y-x-^  -  J.  +  Sg^-x-i] 

+  7(^2^—*—!  +  ^iy  —  x  —  \)Px 

. , P'   • 
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In  die   1.  Spalte    kommt  (2y  —  ^)ßx9    ^^   die  2.  X  mit  negativem  Zeichen, 
in  die  3. 

in  die  letzte  ^9^  mit  negativem  Zeichen. 

.  c)  Nach  der  Rückgewährzeit  hat  man,  wie  bei  einmaligem  Beitrage, 

p       —  ^'  r 

in  die  2.  Spalte  kommt  X  mit  negativem  Zeichen. 

B)    Aufgeschobene    Rückgewährrente     mit     Beitragsfreiheit    vom 
Alter  u  an. 

a)  Während  der  Beitragszeit   ist  dieselbe  Formel  wie   bei  Aa)  zu  benutzen. 

b)  Während   der  Beitragsfreiheit,    doch   vor   der   Genußzeit,   hat   man   nach 
§  7,  Nr.  12,  b) 

T. 


!<«-'»^'+Uw-*'+*-)^'  ■ 


In  die   1.  Spalte  kommt  (//  —  x)  ß^x  und  in  die  3.  die  Hilfszahl 


l+/i 


%x  +  % 


,jß'x       • 


c)  Während    der   Genußzeit   und   vor   Ablauf   der   Rückgewährzeit    ist   (§  7, 
Nr.  12,  c)) 

*s  ^z  ^z 


L 


Px 


In  die  1.  Spalte  kommt  {u  -\-  y  —  x)  ß^jc\  in  die  2.  X  mit  negativem  Zeichen, 
in  die  3.  die  Hilfszahl       //^t  ,    er  \  or 

in  die  letzte  der  Tarifbeitrag  ^  mit  negativem  Zeichen, 
d)  Nach  Ablauf  der  Rückgewährzeit  hat  man  wieder 

also  kommt  r  in  die   2.  Spalte,  mit  negativem  Zeichen. 

14.  Gestundete  Beiträge.  Bei  allen  Versicherungsrechnungen  wird 
vorausgesetzt,  daß  die  Jahresbeiträge  für  das  laufende  Versicherungsjahr  am  An- 
fange dieses  Jahres,  also  im  voraus,  bezahlt  werden.  Bewilligt  man  Teilzahlungen, 
so  bilden  die  Teilbeiträge,  die  beim  jährlichen  Geschäftsabschlüsse  auf  die  noch 
laufenden  Teile  der  angebrochenen  Versicherungsjahre  noch  nicht  bezahlt  sind, 
ein  Guthaben  der  Bank,  das  in  voller  Höhe,  d.  i.  versehen  mit  den  Sicherheits- 
zuschlägen, wie  mit  den  Zinszuschlägen  wegen  der  Teilzahlungen,  in  Rechnung 
gestellt  werden  kann,  da  man  die  Voraussetzung  machen  darf,  daß  diese  Zu- 
schläge beim  Anfange  des  teilweise  verflossenen  Versicherungsjahres  fällig  waren- 

Man  kann  die  mit  gestundeten  Beiträgen  behafteten  Verträge  in  ein  be- 
sonderes Heft  eintragen  und  darin  im  Laufe  des  Geschäftsjahres  die  weggefallenen 
streichen,  die  neuen  hinzufügen  und  am  Schlüsse  alles  geltende  zusammenzählen. 
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Einfacher  ist  es»  die  wegfallenden  und  die  hinzukommenden  jedes  Jahr  besonders 
aufzuschreiben  und  um  den  Unterschied  dieser  Beträge  die  am  Ende  des  Vor- 
jahres gefundene  Zahl  zu  verändern. 

15.  Berechnung  der  Summe,  die  der  Bank  am  Ende  des  Ge- 
schäftsjahres für  die  an  die  Versicherten  fälligen  Leistungen  zur 
Verfügung  stehen.  Wir  beschränken  uns  hier  auf  die  Versicherungen  auf  den 
Todes-  tmd  Lebensfall.  Bei  öjr-f«  Versicherten  besitzt  die  Bank  am  Ende 
des  n-ten  Versicherungsjahres  für  jeden  einzelnen  die  Rücklage  Äüjc^„;  für  jeden 
der  Cx-^H  ^^  diesem  Jahre  erwarteten  Todesfälle  hat  sie  also,  wenn  die  Ver- 
sicherungssumme Ä'  vorausgesetzt  wird,  AT — J^iix^n  ^^^  den  in  diesem  Jahre 
fällig  gewordenen  Beiträgen  dieser  Gruppe  zur  Verfügung,  denn  die  Rechnungen 
sind  so  geführt,  daß  die  Bank  am  Anfange  jedes  Jahres  im  Gleichgewichte  ist 
Verteilt  man  diese  verfügbare  Summe  auf  alle  am  Ende  des  Jahres  bestehen- 
den Versicherungen,  so  erhält  man  für  die  einzelne  den  Betrag 


In  Wirklichkeit  stehen  der  Bank  für  die  eingetretenen  Todesfälle  die  Rück- 
lagen aus  dem  Vorjahre  nebst  den  Beiträgen  des  eben  abgeschlossenen  Jahres 
zur  Verfügung;  die  Summe  dieser  Zahlen  ist  auf  das  Ende  des  Jahres  zu  über- 
tragen, also  mit  1,0/  zu  multiplizieren.  Zieht  man  diesen  Betrag  von  der  Summe 
aller  am  Jahresschluß  fällig  gewordenen  Kapitale  ab,  so  bleibt  ein  Unterschied  V^ 
der  angibt,  wie  viel  die  Bank  aus  ihren  übrigen  Mitteln  zur  Bestreitung  der 
Leistung  an  die  Versicherten  zulegen  muß. 

Der  Unterschied 

2)  2'(2^+.)  -  V 

gibt  den  Gewinn  an,  den  die  Bank  aus  der  Sterblichkeit  des  abgeschlossenen 
Geschäftsjahres  gemacht  hat,  wenn  2)  positv  ist,  im  andern  Falle  den  aus  dieser 
Quelle  stammenden  Verlust. 

Bankleistungen  an  Erlebende  können  bei  dieser  Rechnung  außer  Betracht 
bleiben,  da  für  die  Auszahlung  an  die  Überlebenden  die  Rücklage  im  Augen^ 
blicke  der  Zahlung  der  Versicherungsumme  gleich  sein  muß. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden,  daß  die  Einnahme  aus  Beiträgen  im  «-ten 
Versicherungsjahre,  soweit  sie  nicht  zur  Bezahlung  der  Bankleistungen  heran- 
gezogen wird  (Schädenbeiträge)  dazu  aufgebraucht  wird,  die  Rücklage  auf  die 
erforderliche  Höhe  zu  bringen. 

Denn  es  ist  offenbar 


Da  nun 
so  hat  man 


^-{•n  —  \^^x,n—l  +  lx-\-H  —  lßx  —  ^;c+«'Ä!'=  lx-\-n^x,n 

*jr-f-«  ^^  ^r-|-«  —  1^  "1     *x-\-n.       » 
4  +  »— 1  (Ki^x^n^  —  ^t^x,  n  —  l)  =  ^x-\-n  —  lßx  —  ^jr+n  d^x       • 


Wenn  man  die  Rücklagen  gruppenweise  nach  Altersklassen  berechnet,  so 
kann  man  die  Berechnung  des  gesamten  Schadenbeitrags  leicht  an  die  der 
Rücklage  anschließen.  Man  berechnet  für  die  Versicherungen  auf  den  Todes- 
und  Lebensfall  für  jede  Altersklasse  die  Zahl 

multipliziert   jede    dieser    Zahlen    mit    4  :  4   '^^^   nimmt   dann  die  Sumrae    aller 
Produkte. 
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16.  Erwartungsmäßige  Sterblichkeit.  Hatte  die  Bank  in  der  Alters- 
klasse z  zu  Anfang  eines  Versicherungsjahres  «i  Versicherte,  und  wäre  das  Ab- 
sterben in  diesem  Versicherungsjahre  genau  nach  der,  den  mathematischen  Zahlen 
zugrunde  liegenden  Absterbeordnung  erfolgt,  so  müßten  durch  Tod  im  Laufe 
des  Jahres 

Personen  ausgeschieden  sein.  Nun  sind  aber  noch  die  Personen  zu  beachten, 
die  im  Laufe  des  Jahres  lebend  ausgeschieden  sind,  sowie  die  neu  Hinzu- 
getretenen. Man  wird  nicht  erheblich  von  der  Wahrheit  abweichen,  wenn  man 
annimmt,  daß  die  Abgänge  und  Zugänge  gerade  in  der  Mitte  des  Versicherungs- 
jahres erfolgt  wären,  und  demgemäß  diese  Zahlen  in  halber  Höhe  in  Rechnung 
stellt.    Sind  gg  hinzugetreten  und  h^  lebend  abgegangen,  so  hat  man  daher  a^  durch 

zu  ersetzen,  also  zu  berechnen 

^z 

Man  kann  hiernach  die  erwartungsmäßigen  Sterbefälle  für  alle  Alters- 
klassen und  für  das  abzuschließende  Geschäftsjahr  berechnen,  indem  man  annimmt, 
daß  die  Versicherten  am  Anfange  eines  Geschäftsjahres  gerade  das  volle  Lebens- 
jahr beendet  hatten,  dessen  Ende  sie  am  nächsten  standen. 

Vergleicht  man  damit  die  Zahl  der  wirklich  eingetretenen  Todesfälle,  so 
erkennt  man,  ob  die  wirklich  eingetretene  Sterblichkeit  günstiger  als  die  erwartete 
war,  oder  nicht 

Sollte  die  wirkliche  Totenzahl  jahrelang  in  für  die  Bank  ungünstiger  Weise 
von  der  erwarteten  abweichen,  so  müßte  man  unverzüglich  auf  Grund  andrer, 
besser  an  die  eigne  Erfahrung  sich  anschließender  Tafeln  die  Beiträge  und  Rück- 
lagen neu  berechnen. 

Neben  diesem  Vergleiche  zwischen  der  erwartungsgemäßen  und  der  wirkUch 
eingetretenen  Sterblichkeit  ist  noch  ein  andrer  zu  empfehlen,  der  auf  die  Ver- 
sicherungssummen Bezug  nimmt 

Man  denkt  sich  dabei  jede  einzelne  Versicherung  auf  das  Kapital  K  durch 
K  Versicherungen  zerlegt,  deren  jede  auf  das  Kapital  1  abgeschlossen  ist,  erteilt 
also  jeder  Versicherung  ein  Gewicht,  das  ihrer  Versicherungssumme  gleicht; 
ebenso  verfährt  man  natürlich  mit  den  Zugängen,  lebenden  Abgängen  und 
Todesfällen.  Das  Ergebnis  dieses  Vergleichs  ist  für  den  Betrieb  der  Bank 
wichtiger,  als  wenn  man  die  Versicherungen  nur  abzählt  und  sie  also  als  Größen 
von  gleichem  Gewichte  behandelt 


1.  Tafel. 


Haupttafel   für  Versicherungen 
auf  den  Lebens-  und  Todesfall. 
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1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

X 

dx 

Cx- 
ax—l  —  ax 

logdr^ 

^OgCx 

log  4 

ix  —  tixr-' 

log/x 

tx  —  Cxr-^ 

/r 

0 

100000 

5,00000 

5,00000 

100000 

1 

71882 

28118 

4,85662 

4,44899 

4,84165 

4,43405 

69451 

2 

66866 

5016 

82521 

3,70036 

79532 

3,67048 

62420 

3 

64733 

2133 

81113 

32899 

76631 

28417 

58385 

4 

63295 

1438 

80137 

15776 

74161 

09800 

55158 

5 

62289 

1006 

79441 

00260 

71971 

2,92790 

52446 

6 

61590 

699 

78951 

2,84448 

69987 

75484 

50104 

7 

61057 

533 

78574 

72673 

68115 

62215 

47990 

8 

60663 

394 

78292 

59550 

66340 

47598 

46068 

9 

60364 

299 

78078 

47567 

64632 

34121 

44291 

10 

60129 

-   235 

• 
77908 

37107 

62968 

22167 

42627 

11 

59949 

180 

77778 

25527 

61344 

09093 

41062 

12 

59782 

167 

77657 

22272 

59729 

04344 

39563 

13 

59638 

144 

77552 

15836 

58130 

1,96414 

38133 

14 

59477 

161 

77435 

20683 

56519 

1,99767 

36744 

15 

59319 

158 

77319 

19866 

54909 

1,97456 

35407 

16 

59137 

182 

77186 

26007 

53281 

2,02103 

34105 

17 

58937 

200 

77039 

30103 

51640 

04704 

32840 

18 

58701 

236 

76865 

37291 

49972 

10398 

31602 

19 

58433 

268 

76666 

42813 

48279 

14426 

30394 

20 

58130 

303 

76440 

48144 

46559 

18263 

29214 

21 

57785 

345 

76182 

53782 

44807 

22407 

28059 

22 

57449 

336 

75928 

52634 

43060 

19765 

26952 

23 

57102 

347 

75665 

54033 

41302 

19670 

25884 

24 

56731 

371 

75382 

56937 

39525 

21080 

24846 

25 

56341 

390 

75083 

59106 

37732 

21755 

23841 

26 

55975 

366 

74799 

56348 

35955 

17503 

22885 

27 

55594 

381 

74503 

58093 

34164 

17754 

21960 

28 

55181 

413 

74179 

61595 

32346 

19762 

21060 

29 

54751 

430 

73839 

63347 

30512 

20020 

20189 

30 

54297 

454 

73478 

65706 

28657 

20885 

19345 

31 

53849 

448 

73118 

65128 

26803 

18813 

18537 

32 

53390 

459 

72746 

66181 

24937 

18372 

17757 

33 

52915 

475 

72358 

676C9 

23055 

18366 

17004 

34 

52400 

515 

71933 

71181 

21136 

20384 

16269 
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8 

9 

10 

L. 

T. 

X 

tx 

=  1x^1x^1 

=  ^x+l  + 

+  .. 

/x+2-f  .. 

0 

1559539 

47263,4 

1 

27168 

1459539 

20095,4 

2 

4682,6 

1390088 

15412,8 

3 

1923,8 

1327668 

13489,0 

4 

1253,1 

1269283 

12235,9 

•  5 

847,04 

1214125 

11388,9 

6 

568,66 

1161679 

.10820,2 

7 

418,94 

1111575 

10401,3 

8 

299,21 

1063585 

10102,1 

9 

219,39 

1017517 

9882,7 

10 

166,60 

973226 

9716,1 

11 

123,29 

930599 

9592,8 

12 

110,52 

889537 

9482,3 

13 

92,07 

849974 

9390,2 

14 

99,47 

811841 

9290,7 

15 

94,31 

775097 

9196,4 

16 

104,96 

739690 

9091,4 

17 

111,44 

705585 

8980,0 

18 

127,05 

672745 

8853,0 

19 

139,40 

641143 

8713,6 

20 

152,28 

610749 

8561,3 

21 

167,52 

581535 

8393,8 

22 

157,63 

553476 

8236,1 

23 

157,29 

526524 

8078,9 

24 

162,48 

500640 

7916,4 

25 

165,03 

475794 

7751,3 

26 

149,63 

451953 

7601,7 

27 

150,50 

429068 

7451,2 

28 

157,62 

407108 

7293,6 

29 

158,56 

386048 

7135,0 

30 

161,75 

365859 

6973,3 

31 

154,22 

346514 

6819,1 

32 

152,66 

327977 

6666,4 

33 

152,64 

310220 

6513,8 

34 

159,90 

293216 

6353,9 

5,88936 
86905 

84855 
82785 
80695 

78586 
76458 
74310 
72142 
69953 

67742 
65509 
63253 
60971 
58664 

56331 
53972 
51584 
49167 
46719 


1,34027 
33624 
33215 
32813 
32416 

32027 
31651 
31250 
30840 
30428 

30010 
29554 
29089 
28625 
28152 

27674 
27169 
26647 
26112 
25583 


21,891 
21,689 
21,486 
21,288 
21,094 

20,906 
20,726 
20,535 
20,342 
20,150 

19,957 
19,749 
19,539 
19,331 
19,121 

18,912 
18,694 
18,470 
18,244 
18,023 


510937 
463674 
443578 
428165 
414676 

402441 
391052 
380231 
369830 
359728 

349845 
340129 
330536 
321054 
311664 

302373 
293177 

284085 
275105 
266252 

257539 
248978 
240584 
232348 
224269 

216352 
208601 
200999 
193548 
186255 

179120 
172146 
165327 
158661 
152147 
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1 

2 

8 

4 

5 

6 

7 

X 

(^x 

ax—l—ax 

lOgfljr 

logr^ 

log/x 

lOgfx 
tx  —  Cx  r* 

Ix 

35 

51907 

493 

4,71523 

2,69285 

4,19232 

2,16994 

15571 

36 

51373 

534 

71074 

72754 

17288 

18969 

14890 

37 

50846 

527 

70626 

72181 

15347 

16902 

14239 

38 

50294 

552 

70152 

74194 

13379 

17421 

13608 

39 

49742 

552 

69672 

74194 

11405 

15927 

13003 

40 

49168 

574 

69168 

75891 

09407 

16130 

12419 

41 

48601 

567 

68665 

75358 

07409 

14102 

11860 

42 

48025 

576 

68147 

76042 

05397 

13293 

11323 

43 

47429 

596 

67604 

77525 

03361 

13282 

10805 

44 

46845 

584 

67066 

76641 

01329 

10904 

10311 

45 

46234 

611 

66496 

78604 

3,99265 

11373 

9832,2 

46 

45614 

620 

65910 

79239 

97184 

10514 

9372,3 

47 

44997 

617 

65318 

79029 

95099 

08810 

8932,9 

48 

44312 

685 

64652 

83569 

92939 

11856 

8499,4 

49 

43629 

683 

63978 

83442 

90770 

10235 

8085,4 

ff 

50 

42908 

721 

63254 

85794 

88552 

11093 

7682,9 

51 

42214 

694 

62546 

84136 

86350 

07941 

7303,0 

52 

41410 

•804 

61711 

90526 

84021 

12836 

6921,6 

53 

40577 

833 

60828 

92065 

81644 

12881 

6553,1 

54 

39722 

855 

59903 

93197 

79226 

12519 

6198,1 

55 

38838 

884 

58926 

94645 

76754 

12473 

5855,2 

56 

37943 

895 

57913 

95182 

74248 

11516 

5526,8 

57 

36986 

957 

56804 

98091 

71644 

12931 

5205,2 

58 

35995 

991 

55624 

99607 

68970 

12933 

4894,5 

59 

34928 

1067 

54317 

3,02816 

66170 

14668 

4588,8 

60 

33792 

1136 

52881 

05538 

63240 

15896 

4289,4 

61 

32657 

1135 

51398 

05500 

60262 

14364 

4005,1 

62 

31460 

1197 

49776 

07909 

57146 

15279 

3727,9 

63 

30245 

1215 

48065 

08458 

53941 

14334 

3462,7 

64 

28967 

1278 

46190 

10653 

50572 

15035 

3204,2 

65 

27605 

1362 

44099 

13418 

46987 

16306 

2950,3 

66 

26204 

1401 

41837 

14644 

48281 

16038 

2705,9 

67 

24815 

1389 

39471 

14270 

89871 

14170 

2475,8 

68 

23334 

1481 

36799 

17056 

85205 

15462 

2249,3 

69 

21885 

1449 

34015 

16107 

80927 

13019 

2038,3 
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8 

9 

10 

11 

12 

18 

14 

X 

/x 

logZx 

Rx^Lx'Ax 

Rx 

+  .. 

6r+«  +  .. 

2/ar+2-f  .. 

35 

147,89 

276947 

6206,0 

5,44240 

1,25008 

• 

17,786 

145793 

36 

154,77 

261376 

6051,2 

41726 

24438 

17,554 

139587 

37 

147,58 

246486 

5903,6 

39179 

23832 

17,311 

133536 

38 

149,35 

232247 

5754,3 

33695 

23216 

17,067 

127632 

39 

144,30 

218639 

5610,0 

33973 

22568 

16,814 

121878 

40 

144,98 

205636 

5465,0 

31310 

21903 

16,559 

116268 

41 

138,36 

193217 

5326,6 

28604 

21195 

16,291 

110803 

42 

135,81 

181357 

5190,8 

25853 

20456 

16,016 

105476 

43 

135,77 

170034. 

5055,1 

23053 

19692- 

15,737 

100286 

44 

128,54 

159229 

4926,5 

20202 

18873 

15,443 

95230,4 

45 

129,94 

148918 

4796,6 

17295 

18030 

15,146 

90303,9 

46 

127,39 

139086 

4669,2 

14328 

17144 

14,840 

85507,3 

47 

122,49 

129713 

4546,7 

11298 

16199 

14,521 

80838,1 

48 

131,39 

120780 

4415,3 

08200 

15261 

14,211 

76291,4 

49 

126,58 

122281 

4288,7 

05031 

14261 

13,887 

71876,1 

50 

129,10 

104196 

4159,6 

01785 

13233 

13,562 

67587,4 

51 

120,06 

96512,8 

4039,6 

4,98458 

12108 

13,215 

63427,8 

52 

134,39 

89209,8 

3905,2 

95041 

11020 

12,888 

59388,2 

53 

134,53 

82288*2 

3770,6 

91534 

09890 

12,557 

55483,0 

54 

133,41 

75735,1 

3637,2 

87930 

08704 

12,219 

51712,4 

55 

183,27 

69537,0 

3504,0 

84222 

07468 

11,876 

48075,2 

56 

130,36 

63681,8 

3373,6 

80402 

06154 

11,522 

44571,2 

57 

134,68 

58155,0 

3238,9 

76459 

04815 

11,173 

41197,6 

58 

134,69 

52949,8 

3104,2 

72386 

03416 

10,818 

37958,7 

59 

140,18 

48055,3 

2964,1 

68174 

02004 

10,472 

34854,5 

60 

144,20 

43466,5 

2819,9 

63815 

00575 

10,133 

31890,4 

61 

139,20 

39177,1 

2680,7 

59303 

0,99041 

9,782 

29070,5 

62 

142,16 

35172,0 

2538,5 

54620 

97474 

9,435 

26389,8 

63 

139,10 

31444,1 

2399,4 

49754 

95813 

9,081 

23851,3 

64 

141,37 

27981,4 

2258,0 

44687 

94114 

8,733 

21451,9 

65 

145,57 

24777,2 

2112,5 

39405 

92418 

8,398 

19193,9 

66 

144,67 

21826,9 

1967,8 

33899 

90668 

8,066 

17081,4 

67 

138,58 

19121,0 

1829,2 

28151 

88780 

7,723 

15113,6 

68 

142,77 

16645,2 

1686,4 

22129 

86924 

7,400 

13284,4 

69 

134,96 

.  14395,9 

1551,5 

15824 

84897 

7,063 

11598,0 
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Mathematische  Gmndlagen  des  Versicherangswesens. 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

X 

Ox 

Cx  — 
ax—l—ax 

logö^ 

logCjc 

log/^ 

logtx 
tx  —  cx  r* 

Ix 

70 

20321 

1564 

4,30795 

3,19424 

3,26212 

2,14841 

1828,6 

71 

18814 

1507 

27448 

17811 

21372 

11735 

1635,8 

72 

17170 

1644 

23477 

21590 

15907 

14020 • 

1442,3 

73 

15662 

1508 

19485 

17840 

10421 

08776 

1271,2 

74 

14076 

1586 

14848 

20030 

04290 

09472 

1103,8 

75 

12630 

1446 

10140 

16017 

2,98088 

03965 

956,93 

76 

11172 

1458 

04813 

16376 

91267 

02830 

817,84 

77 

9753 

1419 

3,98914 

15198 

83873 

00158 

689,82 

78 

8349 

1404 

92164 

14737 

75629 

1,98203 

570,55 

79 

7064 

1285 

84905 

10890 

66877 

92862 

466,41 

80 

5923 

1141 

77254 

05729 

57732 

86206 

377,85 

81 

4924 

999 

69232 

2,9^957 

48215 

78941 

303,50 

82 

3999 

925 

60195 

96614 

37685 

74104 

238,15 

83 

3204 

795 

50569 

90037 

26565 

66033 

184,35 

84 

2498 

706 

39759 

84880 

14261 

59382 

138,87 

85 

1913 

585 

28172 

76716 

01179 

49724 

-  102,75 

86 

1459 

454 

16406 

65706 

1,87919 

37219 

75,72 

87 

1047 

412 

01995 

61490 

72014 

31509 

52,50 

88 

725 

322 

2,86034 

50786 

54559 

19311 

35,12 

89 

497 

228 

69636 

35793 

36667 

02824 

23,26 

90 

328 

169 

51587 

22789 

17125 

0,88326 

14,83 

91 

232 

96 

36549 

1,98227 

00592 

62270 

10,14 

92 

147 

85 

16732 

92942 

0,79281 

55491 

6,21 

93 

98 

49 

1,99123 

69020 

60178 

30075 

4,00 

94 

72 

26 

85733 

41497 

45294 

01058 

2,84 

95 

52 

20 

71600 

30103 

29668 

9,88170 

1,98 

96 

32 

20 

•  50515 

30103 

07088 

86676 

1,18 

97 

18 

14 

25527 

14613 

9,80606 

69692 

0,64 

98 

11 

7 

04139 

0,84510 

57724 

38095 

0,38 

99 

4 

7 

0,60206 

84510 

12297 

36601 

0,13 

100 

1 

3 

1 

0,00000 

47712 
00000 

8,50597 

8,98309 
49103 

0,03 
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8 

9 

10 

11 

12 

13 

U 

%x 

X 

tx 

lOgZj: 

r>           T     .  1 

Rx 

=  /jr+l  + 

+  .. 

tx-\-%-\-^^ 

Rx  —  Lx\lx 

2/X+2  +  .. 

70 

140,74 

12357,6 

1410,7 

4,09194 

0,82982 

6,758 

10046,5 

71 

131,02 

10529,0 

1279,7 

02239 

80867 

6,437 

8635,8 

72 

138,10 

8893,2 

1141,6 

3,94906 

78999 

6,166 

7356,1 

73 

122,39 

7450,9 

1019,2 

87220 

76799 

5,861 

6214,5 

74 

124,37 

6179,7 

894,9 

79097 

74807 

5,599 

5195,3 

75 

109,56 

5075,9 

• 

785,3 

70551 

72463 

5,304 

4300,4 

76 

106,73 

4119,0 

678,6 

61479 

70212 

5,036 

3515,1 

77 

100,37 

3301,2 

578,2 

51868 

67995 

4,786 

2836,5 

78 

95,948 

2611,4 

482,2 

41687 

66058 

4,577 

2258,3 

79 

84,844 

2040,8 

397,4 

30980 

64103 

4,376 

.  1776,1 

80 

72,789 

1574,4 

324,6 

19711 

61979 

4,167 

1378,7 

81 

61,576 

1196,5 

263,0 

07791 

59576 

3,942 

1054,1 

82 

55,086 

893,0 

207,9 

2,95083 

57398 

3,750 

791,1 

83 

45,743 

654,9 

162,2 

81617 

55046 

3,552 

583,2 

84 

39,248 

470,6 

123,0 

67265 

53004 

3,389 

421,0 

85 

31,422 

331,7 

91,5 

52075 

51896 

3,303 

298,0 

86 

23,561 

228,9 

68,0 

35965 

48046 

3,023 

206,5 

87 

20,658 

153,2 

47,3 

18526 

46512 

2,918 

138,5 

88 

15,600 

100,7 

31,7 

00303 

45744 

2,867 

91,2 

89 

10,672 

65,6 

21,0 

1,81690 

45023 

2,820 

59,5 

90 

7,643 

42,3 

13,4 

38,5 

91 

4,195 

27,5 

9,2 

25,1 

92 

3,589 

17,4 

5,6 

15,9 

93 

1,999 

11,1 

3,6 

10,3 

94 

1,025 

7,1 

2,6 

■ 

6,7 

95 

0,762 

4,3 

1,8 

i 

4,1 

96 

0,736 

2,3 

1,1 

2,3 

97 

0,498 

1,1 

0,6 

1,2 

98 

0,240 

0,5 

0,4 

0,6 

99 

0,232 

0,2 

0,2 

0,2 

100 

0,096 
0,032 

0,0 

0,0 

0,0 
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Mathemadsclie  Grundlagen  des  Versicheningswesens. 


2.  Tafel.      Haupttafel  für 


1 

8 

8 

4 

6 

6 

Aar 

t. 

X 

dx  +  .  . . 

loga^ 

logH^r* 

+  . . .  +  1^ 

0 

672739 

5,82785 

5,82785 

672740 

672740 

1 

632868 

80132 

78638 

611470 

1284210 

39871 

2 

620935 

79304 

76316 

579640 

1863850 

11933 

3 

613851 

78807 

74325 

553670 

2417520 

7084 

4 

608756 

78444 

72468 

530490 

2948010 

5095 

5 

604938 

78171 

70701 

509340 

3457350 

3818 

6 

601968 

77957 

68993 

489700 

3947050 

2970 

7 

599515 

77780 

67322 

471210 

4418260 

2453 

8 

597395 

77627 

65675 

453680 

4871940 

2120 

9 

595433 

77483 

64037 

436890 

5308830 

1962 

10 

593502 

77342 

62402 

420750 

5729580 

1931 

11 

591503 

77195 

60761 

405150 

6134730 

1999 

12 

589339 

77037 

59109 

390030 

6524760 

2164 

13 

587006 

76864 

57442 

375340 

6900100 

2333 

14 

584470 

76676 

55760 

371080 

7271180 

2536 

15 

581724 

76472 

54062 

347230 

7618410 

2746 

16 

578746 

.  76249 

52345 

333770 

7952180 

2978 

17 

575584 

76011 

50612 

320720 

8272900 

3162 

18 

572241 

75758 

48865 

308070 

8580970 

3343 

19 

568721 

75490 

47103 

295820 

8876790 

3520 

20 

565039 

75208 

45327 

283970 

9160760 

3682 

21 

561206 

74912 

43537 

272500 

9433260 

3833 

22 

557270 

74607 

41738 

261440 

9694700 

3936 

23 

553211 

74289 

39926 

250760 

9945460 

4059 

24 

549024 

73959 

38102 

240450 

10185910 

4187 

25 

544693 

73615 

36264 

230480 

10416390 

4331 
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Kinderversicherung. 


7 

8 

9 
t 

10 

11 

12 

X 

logr^ 

logr^r* 

=  ti  +  t, 

xt. 

-ti+21, 

"1  •  •  •  "T"  Ijr 

+  ...  +  :rt^ 

0 

1 

4,60066 

4,58572 

38523 

38523 

38523 

38523 

2 

4,07675 

4,04687 

11139 

49662 

22278 

60801 

3 

3,85028 

3,80546 

6389,4 

56051,4 

19168,2 

79969,2 

4 

70714 

64738 

4440,0 

60491,4 

17760,0 

97729,0 

5 

58184 

50714 

3214,7 

63706,1 

16073,5 

113802,0 

6 

47276 

38312 

2416,1 

66122,2 

14496,6 

128299,3 

7 

38970 

28512 

1928,0 

68050,2 

13496,0 

141795,3 

8 

32634 

20682 

1610,0 

69660,2 

12880,0 

154675,3 

9 

29270 

15824 

1439,6 

71099,8 

12956,4 

167631,7 

10 

28578 

13638 

1368,9 

72468,7 

13689,0 

181320,7 

11 

30081 

13647 

1369,2 

73837,9 

15061,2 

196381,9 

12 

33526 

15598 

1432,1 

75270,0 

17185,2 

213567,1 

13 

36791 

17369 

1491,7 

76761,7 

18392,1 

231959,2 

14 

40415 

19499 

1566,7 

78328,4 

21933,8 

253893,0 

15 

43870 

21460 

1639,1 

79967,5 

24586,5 

278479,5 

16 

47392 

23488 

1717,4 

81684,9 

27478,4 

305957,9 

17 

49996 

24597 

1761,8 

83446,7 

29950,6 

335908,5 

18 

52414 

25521 

1799,7 

85246,4 

32394,6 

368303,1 

19 

54654 

26267 

1830,9 

87077,3 

34787,1 

403090,2 

20 

56608 

26727 

1850,4 

88927,7 

37008,0 

440098,2 

21 

58354 

26979 

1861,2 

90788,9 

39085,2 

479183,4 

22 

59506 

26637 

1846,6 

92635,5 

40625,2 

519808,6 

23 

60842 

26479 

1839,9 

94475,4 

42317,7 

562126,3 

24 

62190 

26333 

1833,7 

96309,1 

44088,8 

606215,1 

25 

63659 

26308 

1832,7 

98141,8 

45817,5 

652032,6 

3.  Tafel. 
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X 

20 
21 
22 
23 

24 

25 
26 
27 

28 
29 

30 
31 
32 
33 
34 

35 
36 
37 
38 
39 

40 
41 
42 
43 
44 

45 
46 
47 

48 
49 

50  I 
Ol  i 

52  ' 

53  ! 

54  1 


3 


log^^ 


log '4 


logf,</, 


6 


\ixd. 


58130 
57785 
57449 
57102 
56731 

56341 
55975 
55594 
55181 
54751 

54297 
53849 
53390 
52915 
52400 

51907 
51373 
50846 
50294 
49742 

49168 
48601 
48025 
47429 
46845 

46234 
45614 
44997 
44312 
43629 

42908 
42214 
41410 
40577 
39722 


58130 
57773 
57423 
57058 
56665 

56248 
55851 
55433 
54978 
54500 

53992 
53484 
52958 
52409 
51813 

51231 
50599 
49967 
49300 
48625 

47919 
47210 
46476 
45706 
44929 

44106 
43250 
42373 
41398 

40388 

39301 
38195 
36927 
35585 
34174 


4,7644 
7617 
7591 
7563 
7533 

7501 
7470 
7438 
7402 
7364 

7323 
7282 
7239 
7194 
7144 

7095 
7041 
6987 
6929 
6869 

6805 
6740 
6672 
6600 
6525 

6445 
6360 
6271 
6170 
6062 

5944 
5cS20 
5674 
5513 
5337 


6,3222 
4472 
5798 
6812 

7782 

8573 
9345 
7,0086 
0755 
1303 

1847 
2430 
2967 
3483 
4014 

4533 
5011 
5478 
5922 
6325 

6758 
7226 
7679 

8122 
8609 

9090 
9590 
8,0141 
0734 
1313 

1923 
2524 
3079 
3614 
4148 


1,0866 
2089 
3389 
4375 
5315 

6074 
6815 
7524 
8157 
8667 

9170 
9712 
2,0206 
0677 
1158 

1628 
2052 
2465 
2851 
3194 

3563 
3906 
4351 
4722 
5134 

5535 
5950 
6412 
6904 
7375 

7867 
8344 
8753 
9127 
9485 


12,2 
16,2 
21,8 
27,4 
34,0 

40,5 
48,0 
56,6 
65,4 
73,6 

82,6 

93,6 

104,9 

116,9 

130,6 

145,5 
160,4 
176,4 
192,8 
208,6 

227,1 
249.2 
272,3 
296,6 
326,1 

357,7 
393,6 
437,7 
490,2 
546,4 

611,9 
683,0 
750,4 
817,9 

888,2 


6,1 

8,1 

10,9 

13.7 

17,0 

20,2 
24,0 
28,3 
32,7 
36,8 

41,3 
46,8 
52,5 
58,5 
65,3 

72,8 
80,2 
88,2 
96,4 
104.3 

113,6 
124.6 
136,2 
148.3 
163,1 

178.9 
196,8 
218,9 
245.1 
273,2 

305,9 
341,5 
375.2 
409,0 
444,1 
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8 

9 

10 

11 

18 

18 

14 

X 

ex 

ex-\'\ixdx 

log9) 

logZ'^r 

10) +  11) 

numl2) 

Cx-^ixdx 

20 

6,1 

0,7853 

9,0086 

9,7939 

0,6 

12,2 

21 

11,6 

19,7 

1,2945 

8,9917 

0,2862 

1,9 

27,8 

22 

25,9 

36,8 

5659 

9745 

5404 

3,5 

47,7 

23 

44,2 

57,9 

7627 

9566 

7193 

5,2 

71,6 

24 

66,4 

83,4 

9212 

9385 

8597 

7,2 

100,4 

25 

93,2 

113,2 

2,0538 

9196 

9734 

9,4 

133,7 

26 

124,3 

148,3 

1711 

9004 

1,0715 

11,8 

172,3 

27 

160,5 

188,8 

2760 

8791 

1551 

14,3 

217,1 

28 

202,8 

235,5 

3720 

8573 

2293 

17,0 

268,2 

29 

251,2 

288,0 

4594 

8357 

2951 

19,7 

324,8 

30 

305,1 

346,4 

5396 

8169 

3565 

22,7 

387,7 

31 

365,0 

411,8 

6147 

8062 

4209 

26,4 

458,6 

32 

432,2 

484,7 

6855 

8062 

4917 

31,0 

537,1 

33 

506,1 

564,6 

7517 

8062 

5579 

36,1 

623,0 

34 

586,9 

652,2 

8144 

8055 

6199 

41,7 

717,5 

35 

675,8 

748,6 

8743 

8055 

6798 

47,8 

821,3 

36 

773,5 

853,7 

9313 

8055 

7368 

54,6 

933,9 

37 

879,3 

967,5 

9857 

8055 

7912 

61,8 

1056 

38 

994 

1090 

3,0374 

8055 

8429 

69,7 

1187 

39 

1117 

1221 

0867 

8014 

8881 

77,3 

1326 

40 

1249 

1363 

1345 

7938 

9283 

84,8 

1476 

41 

1391 

1516 

1807 

7774 

9581 

90,8 

1640 

42 

1549 

1685 

2266 

7657 

9923 

98,2 

1821 

43 

1723 

1871 

2721 

7466 

2,0187 

104,4 

2020 

44 

1916 

2079 

3179 

7372 

0551 

113,5 

2242 

45 

2128 

2307 

3631 

7243 

0874 

122.3 

2486 

46 

2364 

2561 

4084 

7202 

1286 

134,5 

2758 

47 

2624 

2843 

4538 

7160 

1698 

147,8 

3062 

48 

2914 

3159 

4996 

7126 

2122 

163,0 

3404 

49 

3241 

3514 

5458 

7093 

2551 

179,9 

3787 

50 

3607 

3913 

5925 

7076 

3001 

199,5 

4219 

51 

4019 

4360 

6395 

7016 

3411 

219,3 

4702 

52 

4483 

4858 

6865 

6955 

3820 

241,0 

5233 

53 

4992 

5401 

7325 

6866 

4191 

262,5 

5810 

54 

5548 

5992 

7776 

6857 

4633 

290,6 

6436 

522 
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1 

2 

8 

4 

6 

6 

7 

X 

ax 

^x 

logäj. 

^ogt'x 

^ogi^djc 

ixdx 

\ixdx 

55 

38838 

32693 

4,5145 

8,4676 

2,9821 

959,6 

479,8 

56 

37943 

31159 

4936 

5213 

3,0149 

1035 

517 

57 

36986 

29523 

4702 

5782 

0484 

1118 

559 

58 

35995 

27806 

4441 

6381 

0822 

1208 

604 

59 

34928 

25966 

4.U4t 

6984 

1128 

1297 

648 

60 

33792 

24014 

3804 

7580 

1384 

1375 

688 

61 

32657 

22040 

3432 

8133 

1565 

1434 

717 

62 

31460 

20009 

3012 

8668 

1680 

1472 

736 

63 

30245 

17992 

2551 

9151 

1702 

1480 

740 

64 

28967 

15979 

2036 

9587 

1623 

1453 

727 

65 

27605 

13990 

1458 

9,0001 

1459 

1399 

700 

66 

26204 

12091 

0825 

0432 

1257 

1336 

668 

67 

24815 

10331 

0141 

0823 

0964 

1249 

624 

68 

23334 

8636 

3,9363 

1226 

0589 

1145 

573 

69 

21885 

7134 

8533 

1660 

0193 

1045 

523 

70 

20321 

5662 

7530 

2047 

2,9577 

907,2 

454 

71 

18814 

4427 

6461 

2399 

8860 

769,1 

385 

72 

17170 

3305 

5192 

2675 

7867 

611,9 

306 

73 

15662 

2430 

3856 

2871 

6727 

470,7 

235 

74 

14076 

1737 

2398 

3028 

5426 

348,8 

174 

75 

12630 

1228 

Grandzahlen  iur  Feieizeitversicheningen. 
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8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

X 

e. 

^x+iix^x 

log  9) 

logz;^ 

10)  +  11) 

numl2) 

ex  +  ixdx 

55 

6145 

6625 

3,8212 

8,6857 

2,5069 

321,3 

7105 

56 

6784 

7301 

8634 

6875 

5509 

355,6 

7819 

57 

7463 

8022 

9043 

6893 

5936 

392,3 

8581 

58 

8189 

8793 

9441 

6946 

6387 

435,2 

9397 

59 

8962 

9610 

9827 

6998 

6825 

481,4 

10259 

60 

9778 

10466 

4,0198 

7093 

7291 

535,9 

11153 

61 

10617 

11334 

0544 

7235 

7779 

599,7 

12051 

62 

11451 

12187 

0859 

7404 

8263 

670,3 

12923 

63 

12253 

12993 

1137 

7582 

8719 

744,6 

13733 

64 

12988 

13715 

1372 

7796 

9168 

825,7 

14441 

65 

33615 

14315 

1558 

7987 

9545 

900,5 

15014 

66 

14113 

14781 

1697 

8149 

9846 

965,2 

15449 

67 

14484 

15108 

1792 

8357 

3,0149 

1035 

15733 

68 

14698 

15271 

1839 

8543 

0382 

1092 

15843 

69 

14751 

15274 

1840 

8716 

0556 

1137 

15796 

70 

14659 

15113 

1793 

8921 

0714 

1179 

15566 

71 

14387 

14772 

1694 

9414 

1108 

1291 

15156 

72 

13865 

14171 

1514 

9436 

0950 

1245 

14477 

73 

13232 

13467 

1293 

9,0055 

1348 

1364 

13703 

74 

12339 

12513 

0974 

0117 

1091 

1286 

12688 

75 

11402 

. 

4.  Tafel. 
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Mathematische  Grundlagen  des  Versicherungswesens. 


1 

2 

8 

4 

6 

6 

7 

8 

9 

X 

58130 

^x 

log^x 

l0g^;r 

logj^ 

log/x 

fx—exr* 

Sx 

A 

+  ... 

20 

4,76440 

4,46559 

29214 

570274 

21 

57773 

12 

76172 

1,07918 

44797 

0,76543 

28053 

6 

541060 

22 

57423 

26 

75908 

41497 

43039 

1,08628 

26939 

12 

513007 

23 

57058 

44 

75632 

64345 

41269 

29982 

25864 

20 

486068 

24 

56665 

66 

75332 

81954 

39475 

46097 

24817 

29 

460204 

25 

56248 

98 

75010 

99123 

37659 

61772 

23801 

41 

435387 

26 

55851 

124 

74703 

2,09342 

35858 

70497 

22834 

51 

411586 

27 

55433 

161 

74376 

20683 

34037 

80344 

21896 

64 

388752 

28 

54978 

203 

74018 

30750 

32185 

88917 

20982 

77 

366856 

29 

54500 

251 

73640 

39967 

30313 

96640 

20092 

93 

345874 

30 

53992 

305 

73233 

48430 

28412 

2,03609 

19236 

109 

325782 

31 

53484 

365 

72822 

56229 

26507 

09914 

18411 

126 

306546 

32 

52958 

432 

72393 

63548 

24584 

15739 

17613 

144 

288135 

33 

52409 

506 

71940 

70415 

22637 

21112 

16841 

163 

270522 

34 

51813 

587. 

71444 

76864 

20647 

26067 

16087 

182 

253681 

35 

51231 

676 

70953 

82995 

18662 

30704 

15368 

203 

237594 

36 

50599 

774 

70414 

88874 

16629 

35089 

14665 

224 

222226 

37 

49967 

879 

69868 

94399 

14589 

39120 

13992 

246 

207561 

38 

49300 

994 

69285 

99739 

12512 

42966 

13339 

269 

193569 

39 

48625 

1117 

68686 

3,04805 

10419 

46538 

12711 

292 

180230 

40 

47919 

1249 

68051 

09656 

08290 

49895 

12103 

315 

167519 

41 

47210 

1391 

67403 

14333 

06148 

53078 

11521 

340 

155416 

42 

46476 

1549 

66723 

19005 

03974 

56256 

10958 

365 

143895 

43 

45706 

1723 

65997 

23629 

01754 

59386 

10412 

393 

132937 

44 

44929 

1916 

65253 

28240 

3,99516 

62503 

9889 

422 

122525 

45 

44106 

2128 

64450 

32797 

97219 

65566 

9380 

453 

112636 

46 

43250 

2364 

63599 

37365 

94874 

68640 

8887 

486 

103256 

47 

42373 

2624 

62709 

41896 

92490 

71677 

8412 

521 

94369 

48 

41398 

2914 

61698 

46449 

89985 

74736 

7941 

559 

85957 

49 

40388 

3241 

60625 

51068 

87418 

77861 

7485 

601 

78016 

50 

39301 

3607 

59440 

55715 

84738 

81013 

7037 

646 

70531 

51  38195 

4019 

58200 

60412 

82005 

84217 

6608 

695 

63494 

52 

36927 

4483 

56734 

65157 

79044 

87467 

6172 

749 

56886 

53  35585 

4992 

55127 

69827 

75943 

90643 

5747 

806 

50714 

54 

34174 

5548 

53369 

74414 

72691 

93736 

5332 

866 

44967 
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10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

X 

F:c=fx 

+  ... 

log 

(1  -  Vx) 

\0%Ex 

log  9?^ 
(fx—^xr' 

<Px 

^x-(Px 

+  ... 

^Ogkx 
kx^^dx'-dx 

logA^ 

^x — ^X'  ^x 

20 

9,95327 

4,00000 

3,70119 

5026 

45388 

10,00000 

21 

36351 

95515 

3,95327 

63952 

4360 

40362 

9,99990 

7,12591 

22 

36345 

95698 

90842 

57973 

3800 

36002 

99980 

50655 

23 

36333 

95881 

86540 

52177 

3325 

32202 

99967 

77805 

24 

36313 

96057 

82421 

46564 

2922 

28877 

99950 

99533 

25 

36284 

96233 

78478 

41127 

2578 

25955 

99927 

8,20645 

26 

36243 

96402 

74711 

35866 

2284 

23377 

99904 

34631 

27 

36192 

96581 

71113 

30774 

2031 

21093 

99873 

49570 

28 

36128 

96755 

67694 

25861 

1814 

19062 

99839 

63056 

29 

36051 

96918 

64449 

21122 

1626 

17248 

99801 

75518 

30 

35958 

97054 

61367 

16546 

1464 

15622 

99755 

87063 

31 

35849 

97128 

58421 

12106 

1321 

14158 

99704 

97808 

32 

35723 

97128 

55549 

07740 

1195 

12837 

99647 

9,07999 

33 

35579 

97128 

52677 

03374 

1081 

11642 

99582 

17738 

34 

35416' 

97132 

49805 

2,99008 

977 

10561 

99511 

27059 

35 

35234 

97132 

46937 

94646 

884 

9584 

99430 

36058 

36 

35031 

97133 

44069 

90284 

800 

8700 

99340 

44805 

37 

34807 

97133 

41202 

85923 

723 

7900 

99242 

53197 

38 

34561 

97132 

38335 

81562 

654 

7177 

99133 

61404 

39 

34292 

97160 

35467 

77200 

592 

6523 

99014 

69338 

40 

34000 

97211 

32627 

72866 

535 

5931 

98883 

77029 

41 

33685 

97318 

29838 

68583 

485 

5396 

98738 

84495 

42 

33345 

97391 

27156 

64407 

441 

4911 

98576 

91849 

43 

32980 

97506 

24547 

60304 

401 

4470 

98393 

99082 

44 

32587 

97562 

22053 

56316 

366 

4069 

98187 

0,06187 

45 

32165 

97635 

19615 

52384 

334 

3703 

97954 

13182 

46 

31712 

97658 

17250 

48525 

306 

3369 

97689 

20115 

47 

31226 

97681 

14908 

44689 

280 

3063 

97391 

26988 

48 

30705 

97699 

12589 

40876 

256 

2783 

97046 

33860 

49 

30146 

97717 

10288 

37081 

235 

2527 

96647 

40780 

50 

29545 

97726 

08005 

33303 

215 

2292 

96186 

47710 

51 

28899 

97758 

05731 

29536 

197 

2077 

95654 

54681 

52 

28204 

97790 

03489 

25799 

181 

1880 

95023 

61668 

53 

27455 

97836 

01279 

22095 

166 

1699 

94299 

68548 

54 

26649 

97841 

2,99115 

18437 

153 

1533 

93463 

75299 

528 
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1 

2 

8 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

X 

d:c 

ex 

\ogd^ 

log^x 

logJ-^r 

Sjc—dxr' 

log/. 

Sx 

A 

Sx^S:c 

+  Jx+l 
+  ..- 

55 

32693 

6145 

4,51445 

3,78852 

3,69273 

2,96680 

4929 

926 

39635 

56 

31159 

6784 

49359 

83149 

65693 

99483 

4539 

988 

34706 

57 

29523 

7463 

47016 

87291 

61856 

3,02131 

4155 

1050 

30167 

58 

27806 

8189 

44412 

91323 

57758 

04669 

3781 

1113 

26012 

59 

25966 

8962 

41440 

95240 

53292 

07092 

3411 

1177 

22231 

60 

24014 

9778 

38046 

99025 

48404 

09383 

3048 

1241 

18820 

61 

22040 

10617 

34321 

4,02600 

43185 

11464 

2703 

1302 

15772 

62 

20009 

11451 

30123 

05885 

37493 

13255 

2371 

1357 

13069 

63 

17992 

12253 

25508 

08825 

31384 

14701 

2060 

1403 

10698 

64 

15979 

12988 

20355 

11354 

24737 

15736 

1768 

1437 

8638 

65 

13990 

13615 

14582 

13402 

17470 

16290 

1495 

1455 

6870 

66 

12091 

14113 

08247 

14962 

09641 

16356 

1249 

1457 

5375 

67 

10331 

14484 

01414 

16089 

01314 

15989 

1031 

1445 

4126 

68 

8636 

14698 

.3,93631 

16726 

2,92037 

15132 

832 

1417 

3095 

69 

7134 

14751 

85333 

16882 

82245 

13794 

664 

1374 

2263 

70 

5662 

14659 

75297 

16610 

70715 

12028 

510 

1319 

1599 

71 

4427 

14387 

64611 

15797 

58535 

09721 

385 

1251 

1089 

72 

3305 

13865 

51917 

14192 

44347 

06622 

278 

1165 

704 

73 

2430 

13232 

38561 

12163 

29497 

03099 

197 

1074 

426 

74 

1737 

12339 

23980 

09128 

13422 

98570 

136 

968 

229 

75 

1228 

11402 

08920 

05698 

1,96868 

93646 

93 

864 

93 
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10 

11 

12 

13 

14 

16 

16 

17 

X 

Px-fx 

+  ... 

25783 

log 
(1  -  V,) 

logß^r 

^x  —  Exf^ 

^x 

^x—(Px 

+  ... 

Kx ^X  '  ^X 

logA^ 

Ax  —  ^jr*  ^x 

55 

9,97841 

2,96956 

2,14784 

141 

1380 

9,92519 

0,81896 

56 

24857 

97831 

94797 

11131 

129 

1239 

91446 

88352 

-  — 

23869 

97822 

92628 

07468 

119 

1110 

90212 

94663 

58 

22819 

97795 

90450 

03796 

109 

991 

88788 

1,00873 

59 

21706 

97768 

88245 

00097 

100 

882 

87123 

06995 

60 

20529 

97717 

86013 

1,96371 

92 

782 

85165 

13012 

61 

19288 

97639 

83730 

92594 

84 

690 

82923 

18870 

62 

17986 

97543 

81369 

88739 

77 

606 

80347 

24516 

63 

16629 

97437 

78912 

84788 

70 

529 

77443 

29913 

64 

15226 

97303 

76349 

80731 

64 

459 

74165 

35005 

65 

13789 

97178 

73652 

76540 

58 

395 

70483 

39750 

66 

12334 

97068 

70830 

72224 

53 

337 

66410 

44132 

67 

10877 

96918 

67898 

67798 

48 

284 

61943 

48191 

68 

9432 

96779 

64816 

63222 

43 

236 

56832 

51910 

69 

8015 

96642 

61595 

58507 

38 

193 

51318 

55287 

70 

6641 

96473 

58237 

53655 

34 

155 

44502 

58373 

71 

5322 

96029 

54710 

48634 

31 

121 

37163 

61087 

72 

4071 

96008 

50739 

43169 

27 

90 

28440 

63453 

73 

2906 

95362 

46747 

376S3 

24 

63 

19076 

65416 

74 

1832 

95292 

42109 

31551 

21 

39 

09132 

67019 

75 

864 

37401 

25349 

18 

18 

8,98780 

68297 
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Kartenentwürfe. 


§  1.     Allgemeine  Abbildungsformeln. 

1.  Die  rechtwinkligen  Koordinaten  x,  y,  z  eines  Punktes  P  einer  Fläche  f 
kann  man  als  Funktionen  zweier  unabhängiger  Veränderlichen  «,  v  darstellen. 
(2.  Band,  4.  Buch,  §  10.)  Für  die  Zwecke  der  Abbildungslehre  soll  insbesondere 
vorausgesetzt  werden,  daß  x,  y,  z  innerhalb  des  abzubildenden  Gebietes  ein- 
deutige Funktionen  von  u  und  v  sind.     Setzt  man 


1) 


A^hm'A^'' 


/= 


dx 


dx        dy       dy 


cz 


du      dv        du      Bv 


cu 


cz 

6v 


g 


\cv)       \cvj       \dv) 


so   ist  bekanntlich   das   Bogenelement,   das   einer  Verschiebung   des  Punktes  um 
du  und  dv  entspringt,  wenn  dv  ',  du  =^  k  gesetzt  wird, 


2)  ds  =  y^2  +  2/k  +  gk^  .  du     . 

Für   die  Cosinus  ay  ß^  y  der  Winkel,   die  ds   mit   den  Achsen   bildet,   hat  man 


3) 


(dz        ,  dz\      ,, 
\öu  dv I 


N=  )e^+  2fk-^gk^ 


Der  Winkel  i?  zwischen  den  zu  k  und  ^  gehörigen  Richtungen  bestimmt 
sich  aus 

^)  «=««*  =  - ^vTÄ-^ • 

Die  Richtungen  k  und  k'  sind  also  rechtwinklig  zueinander,  wenn 

5)  e+f{k  +  fir)-\-gkk^=0     . 

2.  Um  f  auf  eine  andre  Fläche  f^  abzubilden,  drücken  wir  die  Koordinaten  x^y^  z-^ 
der  Punkte  P^  von  f^  durch  dieselben  unabhängigen  Veränderlichen  u  und  v  aus; 
wenn  einem  bestimmten  Wertvereine  uv  die  Punkte  F  und  P^  zugehören,  so 
nennen  wir  den  einen  dieser  Punkte  (z.  B.  /\)  das  Bild  des  andern  {P).  Da 
wir  übrigens  betreffs  x^y^  z^  dieselbe  Voraussetzung  x  machen,  wie  betreffs  x,y,  z, 
so  ist  damit  die  Abbildung  wechselseitig  eindeutig  innerhalb  der  ab- 
gebildeten Gebiete. 
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3.  Parameterkurven.  Ändert  man  nur  v,  erteilt  also  u  einen  bestandigen 
Wert  u  =  UQf  so  beschreiben  JP  auf  f  und  sein  Bild  /\  auf  f^  zwei  entsprechende 
Kurven,  die  als  Parameterkurven  erster  Art  u  =  Uq  bezeichnet  werden. 
Geht  man  von  Uq  zu  andern  Werten  u  =  u^t  u^t  u^,  ...  über,  so  überdecken 
sich  beide  Flächen  mit  je  einer  Schar  von  Parameterkurven  erster  Art.  Zwei 
Parameterkurven  erster  Art  auf  einer  Fläche  (foderf^)  schneiden  sich 
innerhalb  des  dargestellten  Gebietes  nicht,  da  vorausgesetzt  worden  ist, 
daß  jedem  Punkte  nur  ein  Wertverein  «,  v  zugehört 

Erteilt  man  dagegen  der  andern  Unabhängigen  v  einen  beständigen  Wert 
z'  =  z/q,  ändert  also  nur  u,  so  ergeben  sich  auf  f  und  f^  zwei  entsprechende 
Parameterkurven  zweiter  Art;  durch  Übergang  von  v  zu  andern  beständigen 
Werten  v^,  v^,  z^, ,  ...  bedecken  sich  beide  Flächen  bezw.  die  dargestellten  Ge- 
biete, mit  je  einer  Schar  von  Parameterkurven  zweiter  Art.  Zwei  Parameterkurven 
ungleicher  Art  schneiden  sich  innerhalb  des  abgebildeten  Gebietes  auf  f  bezw. 
fi  nur  in  einem  Punkte,  da  vorausgesetzt  wird,  daß  die  Koordinaten  von  P  und  /\ 
eindeutige  Funktionen  der  Parameter  sein  sollen. 

Aus  den  allgemeinen  Formeln  Nr.  1,  2)  bis  4)  und  den  entsprechenden  für 
f^   ergeben  sich  für  die  Parameterkurven  die  besondern  Formeln: 

A)    Für  die  Parameterkurven  u  =  Uq,  also  du=^0: 


1) 


2) 


r-      ,                       1      (!x  ^         1       cy  1       6z 

ds  =y^  ■  dv  ,       a  =  -  -  •  ^^  ,  ß=  -i=i--x  - ,  y  =  -=  •  -^^ 

ig      ci;  ^     dv  ^g      ov 

B)  Für  die  Parameterkur\'en  v  =  Vq,  also  dv  =  Ol 

f-       ,                            1         CJC  .           1         CJ  1           c^s 

ds  =\e  '  du  ,        a  =    ,     •  -;r-  ,  ß  =  -^  •  —  -  ,  y  =  -~  .   ~- 


r-        ,  1        C:^!  1        ^Ji  1  dSi 


cu 


Für  den  Winkel  i?  bezw.  i?^  zwischen  den  Richtungen  u  =  Uq  und  k  hat  man 

3)  cos*=/±.f^         cos<?,=^'+-|>-'^     ; 

für  den  Winkel  zwischen  den  Richtungen  v  =  v^^  und  k  ist 

4)  cos^  =  '•+-^*  ,  cos^i  =  'i  +^^'*-     . 

Die  Schnittwinkel  von  u  =  Uq  und  v  =  Vq  folgen  aus 

5)  cos^  =  •/,  cosi?j  =  -y^--  -/i 

4.  Entsprechende  Flächenelemente  können  als  Parallelogramme  angesehen 
werden,  deren  unendlich  kleine  Nachbarseiten  Bogenelemente  der  Parameterkunen 
sind;   da  nun  für  den  Sinus  der  Schnittwinkel  der  Parameterkur\'en  aus  Nr.  3,  5) 

so   rrgibt  sich  für  entsprechende  verschwindend  kleine  Flächen 

1)  »    «^       ^ 


^^\  =]^i^\  -ft'dvdu  ; 
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das  Flächenverhältois  an  entsprechenden  Punkten  ist  daher 


2)        ^-^i^y^i^-y? 


dF 


Dieses  Verhältnis  ist  eine  Funktion  von  u^  v ,  d.  i.  also  eine  Funktion  des  Ortes 
in  f ,  bezw.  des  entsprechenden  Ortes  in  f^ . 

Für  das  Längenverhältnis,  d.  i.  für  das  Verhältnis  entsprechender  kleiner  Ver- 
schiebungen in  f  und  f^  hat  man: 

A)  Entlang  der  Parameterkurve  u  =  UqI 


3) 

ds^ 
ds 

n 

B)  entlang 

der 

Parameterkurve  v 

VqI 

4) 

ds^ 
ds 

t- 

C)  in  der  Richtung  dv  :  du  ^^  k  : 


5)        ^  =  y^i  +  2/i  i + ^1  k-' 

Wie  vorauszusehen  war,  hängt  dies  Verhältnis  nicht  bloß  von  u  und  v , 
sondern  auch  von  k^  also  der  Richtung  der  Verschiebung,  ab. 

5«  Entsprechende  rechte  Winkel.  Wenn  die  Richtungen  k  und  ]^  auf 
beiden  Flächen  rechtwinklig  zueinander  sein  sollen,  so  müssen  die  Gleichungen 
erfüllt  sein  .../,.    ,,v    .       , ',/ 


1) 


Haben  sie  die  Wurzel  ^,   so  haben  sie   natürlich   auch   die  Wurzel,   die   zu   der 
darauf  rechtwinkligen  Fortschrittsrichtung  gehört;    da  nun  mehr  als  zwei  Wurzeln 
nicht  möglich  sind,  so  folgt:   An  zwei  entsprechenden  Stellen  gibt  es  nur 
ein  Paar  entsprechende  rechte  W^inkel. 
Aus  1)  erhält  man 

sA—S\f  gfi—iJ 

also  sind  k  und  k'  die  Wurzeln  der  Gleichung 

Wir  werden  nur  Abbildungen  in  Betracht  ziehen,  bei  denen  diese  Gleichung 
innerhalb  des  abgebildeten  Gebietes  reale  Wurzeln  hat. 

Die  durch  2)  bestimmten  Richtungen  werden  als  Hauptrichtungen  be- 
zeichnet. 

Betrachtet  man  2)  als  Differentialgleichung  für  v^  und  integriert,  so  erhält 
man  zwei  Scharen  von  Integralen;  jedes  beliebige  Wertpaar  «,  v  genügt  einem 
Integrale  jeder  der  beiden  Scharen.  Einer  Gleichung  zwischen  u  und  v  ent- 
sprechen einfach  unendlich  viele  Paare  u,  v\  zu  einer  Änderung  von  u  gehört 
auf  Grund  der  Gleichung  eine  ganz  bestimmte  Änderung  von  v ,  also  eine  be- 
stimmte Fortschrittsrichtung  auf  der  Fläche  f ,  wie  auf  fj ;  eine  Gleichung  zwischen 
u  und  V  gehört  also  zu  einem  bestimmten  Paare  entsprechender  Kurven.  Die 
Integrale  der  Differentialgleichung  2)  gehören  daher  in  f  und  f^  zu  zwei  Paaren 
entsprechender  Kurven,  deren  Elemente  die  Hauptrichtungen  angeben,  und  die 
deswegen  Hauptkurven  genannt  werden. 
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Man   kann   immer   die  Hauptkurven   als  Parameterkurven    wählen. 

Sind  nämlich 

3)  <p{UyV,l7)^0  ,       yj{u,v,F)  =  0 

die  Integrale  von  2),  und  dabei  C^  und  F  die  Integrationskonstanten,  so  drücke 
man  u  und  v  mittels  3)  durch  [/  und  F  aus;  erhält  man 

und  setzt  diese  Werte  in  die  Koordinaten  xyz^  x^y'i^i  ein,  so  werden  diese 
Funktionen  von  U  und  V\  für  die  Parameterkurven  ist  dann  U^  bezw.  K,  be- 
ständig, d.  h.  diese  Kurven  sind  die  Integralkurven  von  2).  Die  Hauptkur\*en 
schneiden  sich  überall  recht\i'inklig;  folglich  ist  für  alle  Werte  von  u  und  v ,  also 
identisch,  f  ,=  f  =  0 

und  umgekehrt,  wenn  die  Fundamentalgrößen  /  und  /^  identisch  ver- 
schwinden, so  sind  die  Pafameterkurven  Hauptkurven. 

Nimmt  man  die  Hauptkurven  zu  Parameterkurven,  so  vereinfachen  sich  die 
Formeln  ganz  erheblich.     Man  hat,  da  /  =  /^  =  0  ist  (Nr.  3), 


4) 


(fs  =  ie^'+J^  •  du  ,  äs^  =  y7i  +  ^1  k^  .  äu 

C0S17  =  — .1 -^  ,  C0Sl7i   = 


^e  +  g  k^)  (e  +  gk'^^)  i{e^  +  g^  le^)  (e^  +  g^  k'^) 


dF       \    eg 


y 


6.  Entsprechende  gleiche  Winkel.  Sollen  die  zwischen  den  Richtungen 
k  und  k'  enthaltenen  Winkel  auf  f  und  f^  einander  gleich  sein,  so  muß  die 
Gleichung  bestehen 

i(e  -f2jk  +  gk^)  {e%Tfk'  +  ^>*)      }'Vi  +  2/i>i  +  g, k^) {e,  +  2f, ^+  g, k'^)  ' 
Sind  die  Parameterkurven  Hauptkur\'en,  also  /=/i  =  0 ,  so  vereinfacht  sie  sich  zu 

Beseitigt  man  in  2)  die  Wurzeln  und  Nenner,  so  ergibt  sich  nach  einfachen 
Umgestaltungen 

3)  {egx-gex){k-ifY(et,-ggik^k'^)^(i     . 

Unterdrückt  man  den  zweiten  Faktor,  der  zu  der  nichtssagenden  Lösung 
k  ^=^  k  führt,  so  bleibt  die  Bedingungsgleichung  für  k  und  ^ 


4)  kk  = 

2,Vi  jedem  beliebigen  k  folgen  hiernach  zwei  entgegengesetzt 
gleiche  Werte  von  1^  dergestalt,  daß  die  zwischen  k  und  k  enthalte- 
nen Winkel  auf  f  und  f^   einander  gleich  sind. 

Unter  der  Bedingung 

5)  ^<^i— ^'•^1  =  0 

herrscht  Winkeltreue,  d.  i.  ist  jeder  Winkel  auf  f  gleich  seinem  Bilde  auf  f,. 
Im  allgemeinen  ist  5)  eine  Bedintjungsgleichung  für  u  und  v^  und  lehrt:  Wird 
der  Gleichung 

von   realen  Werten   von    u   und   v    genügt,    die    zu    innerhalb    des    dar- 
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gestellten  Gebietes  liegenden  Punkten  führen,  so  gehören  zu  ihr  ent- 
sprechende winkeltreue  Linien,  d.  i.  Linien,  an  deren  entsprechenden 
Punktpaaren  alle  Winkel  sich  unverändert  abbilden. 
Ist  die  Gleichung  ^^     _  ^^   ^q 

identisch  erfüllt,  so  herrscht  an  allen  Paaren  entsprechender  Punkte 
Winkeltreue,  jeder  Winkel  des  Urbildes  gleicht  seinem  Abbilde. 

Da  die  Hauptgrößen  e,  g,  e^,  g^  Summen  von  je  drei  Quadraten  sind, 
von  denen  nicht  die  drei  bei  derselben  Hauptgröße  beteiligten  zugleich  ver- 
schwinden können,  so  kann  der  Gleichung  3)  nicht  unter  einer  andern  Voraus- 
setzung als  4)  oder  5)  genügt  werden. 

7.  Verhältnis  entsprechender  Längenelemente.  Werden  wieder  die 
Parameterkurven  als  Hauptkurven  vorausgesetzt,  so  haben  die  entsprechenden 
Längenelemente  ds^  und  ds  das  Verhältnis  (Nr.  4,  5)) 


's         )    e 


1)  -^^x  ,/^.+^l'^'' 


^1 


ds         f    ^  +  S^^ 
Das  Verhältnis  ist  die  Einheit,  wenn 

2)  e^+g,k^  =  e+gk^,         k^  = 

Haben  e  —  e^  und  g  —  g^  gleiches  Zeichen,  so  ist  k^  negativ;  an  Punktpaaren, 
die  der  Voraussetzung  entsprechen,  gibt  es  also  keine  längentreu  sich  abbilden- 
den Elemente.  Haben  dagegen  e  —  e^  und  g  —  g^  ungleiche  Zeichen,  so  findet 
sich  längentreue  Abbildung  für  zwei  bestimmte  Werte  von  k^  die  entgegengesetzt 
gleich  sind,  also  zu  Richtungen  gehören,  die  von  den  Hauptrichtungen  halbiert 
werden. 

Die  Abbildung  an  zwei  entsprechenden  Punkten  bezeichnet  man  als  maß- 
stabstreu, wenn  je  zwei  entsprechende  Längenelemente  ein  bestimmtes  Verhält- 
nis n  haben,  das  also  nur  von  der  Lage  der  Ausgangspunkte,  nicht  von  der  Fort- 
schrittsrichtung k  abhängt     Die  Bedingung  der  Maßstabstreue  ist,  daß 

(fs^  \ds  ^=  n 
für  jedes  k  erfüllt  wird,  daß  also  die  Gleichung 


^1  +,fi^^ 


=  «2 


für  k  identisch  ist;  schreibt  man  sie  in  der  Gestalt 

e^-n^e^{g^-n^g)k^  =  ^     , 
so  erkennt  man  als  Bedingung  für  Maßstabstreue 

3)  e^—n^€  =  ^y         g^—n^g=zO     . 

Aus  3)  folgt 

^i<f  —^^1  =  0     , 

die  Abbildung  ist  also  an  zwei  entsprechenden  Punkten  zugleich 
maßstabstreu  und  winkeltreu.  An  den  Kur\^en,  deren  Punkte  sich  winkeltreu 
abbilden,  wechselt  natürlich  das  Längenverhältnis  n  im  allgemeinen  von  Punkt 
zu  Punkt. 

Betrachtet  man  die  Gleichung 

worin  jetzt  n  eine  gegebene  Zahl  bedeuten  soll,  als  Differentialgleichung  für  kf 
so  ergibt  die  Integration  zwei  Kurvenscharen ,  deren  Elemente  sich  so  abbilden, 
daß  längs  jeder  solcher  Kurve  der  Längenmaßstab  sich  nicht  ändert.  Wir  wollen 
diese  Kurven  als  maßstabstreue  Linien  bezeichnen. 
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Für  einen  bestimmten  Wert  von  u  und  t' ,  d.  h.  also  für  zwei  entsprechende 
Punkte,  wird  n  im  allgemeinen  zwischen  gewissen  äußersten  Werten  sich  bewegen, 
wenn  k  die  reale  Zahlenreihe  durchläuft.     Aus 

und 

^i  _  ^1  +  g\^^  _  _  ^\g  --  fj\ 
g         e^gk^  g{e-\-gk^) 

erkennt  man  sofort,  daß  für  alle  Werte  von  k  die  beiden  Unterschiede 

^1  _  ^±±g\^         ^^^  gi_  _  ^1  +/i ^^ 

e        e  +  gk'^  g         e  +  gk^ 

entgegengesetzte  Vorzeichen  haben;  welcher  von  beiden  positiv  ist,  hängt  nur  von 

dem  Vorzeichen  von 

hg  —  ^gi 

ab,  da  e,  gj  e^  und  gy^  Summen  von  Quadraten,  die  beiden  Nenner  also  stets 
positiv  sind. 

Hieraus  folgt:  Das  größte  und  das  kleinste  Längenverhältnis  ge- 
hört den  Hauptrichtungen  zu.  Für  jedes  Längenverhältnis  «,  das 
zwischen  diesen  äußersten  Werten  enthalten  ist,  gibt  es  zwei  Scharen 
von  Kurven,  deren  Elemente  sich  in  dem  Maßstabe  n  abbilden. 

8.  Verhältnis  entsprechender  Flächenelemente.  Für  dieses  Verhält- 
nis »S  haben  wir  in  Nr.  4,  2)  erhalten 


.=y- 


Sollen  entsprechende  Flächenelemente  gleich  sein,  so  ist  5=1,  also 

Dies  ist  im  allgemeinen  eine  Bedingungsgleichung  für  u  und  v,  und  diese 
ergibt  zwei  entsprechende  Kurven.  Im  allgemeinen  gibt  es  also  bei  jeder 
Abbildung  zwei  entsprechende  Kurven,  längs  deren  Flächentreue 
herrscht.  Selbstverständlich  können  diese  Kurven  sich  auf  entsprechende  Punkte 
zusammenziehen,  oder  auch  irreal  sein. 

Ist  die  Gleichung:  r-*  /-o 

identisch  erfüllt,  so  ist  die  ganze  Abbildung  flächentreu,  d.  L  das 
Verhältnis  je  zweier  unendlich  kleiner  oder  auch  endlicher  ent- 
sprechender Flächen  ist  beständig.  Sind  die  Parameterkurven  Hauptkurven, 
so  vereinfacht  sich  die  identische  Gleichung  für  flächentreue  Abbildung  zu 

Wird  unter  m  eine  gegebene  absolute  Zahl  verstanden,  so  ist 

die  Bedingung  dafür,  daß  entsprechende  Flächenelemente  das  Verhältnis  m  haben; 
bei  jeder  Abbildung  gibt  es  also  im  allgemeinen  zwei  entsprechende 
Linien,  längs  deren  entsprechende  Flächenelemente  sich  verhältnis- 
treu mit  der  Verhältniszahl  ;//  abbilden. 

9.  Der  Maß  zu  g.  Trägt  man  auf  der  Berührungsebene  der  Fläche  fj  im 
Punkte  /\  auf  der  Tangente  von  f^  ,  die  die  Richtung  k  hat,  von  /^  aus  eine 
Strecke  P^II  von  der  Länge  i 

o  ^     ,  ^ 
ds 
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ab,  und  gibt  k  alle  Werte  von  — oo  bis  +c»,  so  beschreibt  der  Endpunkt  von  q 
eine  bestimmte  Linie,  die  wir  als  Maßzug  des  Punktes  /\  bezeichnen  wollen.  Der 
Maßzug  ist  hiemach  zunächst  eine  bildliche  Darstellung  für  die  in  den  verschiede- 
nen Richtungen  um  P^  herum  herrschenden  Längenverzerrungen;  es  wird  sich 
zeigen,  daß  er  auch  die  Winkelverzerrungen,  sowie  das  Flächenverhältnis  in  sehr 
einfacher  Weise  veranschaulicht.  Nehmen  wir  zunächst  an,  daß  die  Parameter- 
kunen  Hauptkurven  sind,  so  ist,  wenn  die  Richtungen  k  und  v  =  Vq  den  Winkel  i?^ 
büden  (Nr.  5,  4)), 

1)  cosdi  =  ---i'^^^,  sind,  =  -i^i-     , 

daher 

Diese  Größen  sind  die  Quadrate  der  rechtwinkligen  Koordinaten  des  Punktes  // 
des  Maßzugs,  bezogen  auf  die  Tangenten  an  die  Parameterkurven  v  =  Vq  und 
u  =  Uq  des  Punktes  /\  .     Setzt  man 

Q  cosi^i  =  A' ,        Q  sindj  =  Y    , 
so  ergibt  sich  aus  2)  die  Gleichung  des  Maßzugs 

3)  ^  .  A^2  _|.  Z.  .  y2  _  1     . 

^1  gl 

Der  Maßzug  ist  daher  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen 


Für  den  Winkel  zwischen  k  und  v  =  Vq  im  Urbilde  F,  also  auf  der  Fläche  f, 
hat  man  nach  Nr.  3,  4) 

cosi?  =  -T^-=  »         sind  =  -H.-A_     , 

daher  folgt 

X=acos'&t        F=^sind     . 

Der  Winkel  d  des  Urbildes  gibt  als  Abbild  d^ ;  die  excentrische  Anomalie 
eines  jeden  Punktes  des  Maßzugs  bildet  sich  also  als  Polwinkel 
dieses  Punktes  ab.  Insbesondere  gilt:  Die  rechten  Winkel  des  Urbildes 
geben  als  Abbilder  die  Winkel  zwischen  konjugierten  Halbmessern 
des  Maßzugs. 

Bei  beliebigen  Parametern  bestimmt  man   die  Richtungen   der   Hauptachsen 
des  Maßzugs  aus  der  Gleichung 

Ag-  fg,  -V(fg,-  't g) k  +  (^/i  -  fe,) k-'  =  Q     , 

und  die  Länge  der  Halbachsen  erhält  man,  wenn  man  die  Wurzeln  dieser  Gleichung 
in  das  Längenverhältnis 

äs        ~  p  +  2/i  +  'gi^- 
einsetzt. 

Für  das  Flächenverhältnis  hat  man  nach  4) 

S  =  ad  ='  a' d' siny     , 

wenn  a',  i/,  y  zwei  konjugierte  Halbmesser  und  ihr  Winkel  sind. 
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10.  Größte  Winkelverzerrung.    Für  die  entsprechenden  Winkel  zwischen  i 
und  V  =  Vq  hat  man  (Nr.  3,  4)) 


1) 


2) 


cosj?=        iL^r- ,         sind  =  -i^4^,         tangt?  =  1/^  .  >i       ; 

cosy?!  =  -  J'L-t=:  ,     sin*.  =  ---  i^i  ^4^  ,     tang*.  =  lM  •  k     . 
l>i  +  ^1  k^  V'i  +  ^1  ^*  r    '1 

Für  die  Verzerrung  dieses  Winkels  ergibt  sich  hieraus 
cos(*,-*)  =  -4^^C^-4iL-..     sin(*,-*)=      (l'^-l'^^"^)^ 


tang(*i  —  t?)  =   ,   -        /--='- T:     • 

Diese  Verzerrung    erreicht    an    dieser   Stelle    ihren    höchsten  Betrag,    wenn 
</tang(#j  —  &)  :  </>J  =  0,  d.  i.  wenn 

V^'i  +  V?^  •  -i*  -  2  }V">i  •  -ii!  =  0     , 
woraus  folgt 


=  1 /ifL  ,        ^  ==  1 /ZfL 


3)  k^  = 

Hierdurch  sind  zwei  Richtungen  bestimmt,  die  symmetrisch  gegen  die  Achsen 
des  Maßzugs  liegen. 

Aus  3)  folgt  weiter 

"  a-\-b 


4) 


e  +  gk^2^e  +  g\   -^  =  e 


^1  +  ^1  '^^  =  ^1  +  ^1  1/  -T  =  ^1  •  — - 


Wird   der  Höchstbetrag  von  i?^  —  i?   mit  w  bezeichnet,  so  ist  offenbar  2  w 
die  größte  vorkommende  Winkelverzerrung,  und  man  erhält  leicht  aus  4) 


2^ab  ,  a  —  b  a  —  b 

5)  cosw  =  ,  ,     s\nw  = ,     tang«/  =  — p=- 

a-^-  b  a  +  b  2  fab 

Für  das  Längenverhältnis  in  diesen  Richtungen  ergibt  sich 

c       ^\     b  ,  /—  , 

p-  =      •      =  ab  ,     Q  =  \ab     . 
e     a 


§  2.     Gliederung   der   geographisch   wichtigsten   Kartenentwürfe. 

1.  Bei  den  geographischen  Kartenentwürfen  handelt  es  sich  um  Abbildung 
der  mathematischen  Erdoberfläche  auf  die  Ebene.  Der  Maßstab  der  Abbildung 
ist  meist  so  klein,  daß  gegenüber  der  durch  die  Umstände  beschränkten  Ge- 
nauigkeit die  mathematische  Erdoberfläche  als  Kugel  angesehen  werden 
darf.  Wir  werden  diese  Voraussetzung  machen,  und  fügen  dann  in  einem  be- 
sondern Abschnitte  die  Abänderungen  hinzu,  die  die  Kartenentwürfe  erfahren 
müssen,  wenn  man  die  Erdoberfläche,  unter  Rücksicht  auf  ihre  Abplattung,  als 
Ellipsoid  betrachtet. 
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2.  Um  die  Erdkugel  auf  einer  Ebene  abzubilden,  denken  wir  uns  zunächst 
eine  verkleinerte  Erdkugel  hergestellt,  die  der  Erde  selbst  ähnlich  ist;  der  Maß- 
stab, in  dem  wir  die  Erde  dabei  ähnlich  abbilden,  ist  der  Karten- 
entwurfsmaßstab. Den  Halbmesser  der  verjüngten  Erdkugel  nehmen  wir  der 
Einfachheit  wegen  als  Längeneinheit. 

3.  Die  Lage  eines  Ortes  auf  der  Erde  bestimmen  wir  durch  geeignete 
Kugelkoordinaten.  Hierzu  wählen  wir  einen  beliebigen  Hauptkreis  der  Erde 
als  Koordinate ngrundkreis,  oder  Grundkreis  schlechthin;  der  hierauf  senkrechte 
Durchmesser  heißt  die  Achse  des  Grundkreises,  ihre  Spuren  31  und  31'  auf  der 
Erde  der  Pol  und  Gegenpol  des  Grundkreises.  Die  durch  die  Pole  gehenden 
Hauptkreise,  die  den  Grundkreis  rechtwinklig  schneiden,  heißen  Ordinaten- 
kreise. Ein  Ordinatenkreis  wird  als  Nullkreis,  sein  Schnitt  mit  dem  Grund- 
kreise als  Nullpunkt  O  der  Koordinaten  bezeichnet.  Um  nun  auf  diesen 
Grundlagen  die  Lage  eines  Punktes  P  der  Kugeloberfläche  zu  bestimmen,  legt 
man  durch  P  einen  Ordinatenkreis,  und  bemerkt  seinen  Schnittpunkt  /*'  mit 
dem  Grundkreise.  Man  bezeichnet  alsdann  den  Bogen  OP'  als  sphärische 
Abscisse  und  den  Bogen  P'P  als  sphärische  Ordinate  von  P.  Diese  Be- 
stimmungsart kann  man  als  Seitenstück  zu  rechtwinkligen  Koordinaten  in  der 
Ebene  betrachten.  Ein  Seitenstück  zu  ebenen  Polarkoordinaten  erhält  man, 
wenn  man  von  einem  Pole  SR  des  Grundkreises  und  dem  Nullkreise  310  ausgeht 
und  die  Lage  von  P  durch  den  Polwinkel  OSlP  und  den  Polabstand  31P 
bestimmt  Wie  man  sofort  sieht,  ist  alsdann  der  Polwinkel  03tP  eines  Punktes  P 
gleich  seiner  sphärischen  Abscisse  OP^,  und  der  Polabstand  3lP  ist  die  Recht- 
ergänzung der  sphärischen  Ordinate  P'P. 

Wählt  man  den  Gleicher  als  Grundkreis,  so  ist  31  ein  Pol  der  Erde  und 
die  Ordinatenkreise  sind  Meridiane.  Nimmt  man  den  Meridian  als  Nullkreis, 
von  dem  aus  die  geographischen  Längen  gezählt  werden,  so  ist  die  sphärische 
Abscisse  die  geographische  Länge;  die  Ordinate  ist  die  geographische  Breite. 

4.  Änderungsformeln  für  sphärische  Koordinaten.  Will  man  vom 
gewöhnlichen  geographischen  Koordinatensysteme  zu  einem  übergehen,  dessen 
Pol  31  vom  Nordpole  JV  der  Erde  den  Abstand  a  hat,  so  kann  man  zunächst 
der  Einfachheit  wegen  den  Hauptkreis  A"3i  als  Nullkreis  wählen. 

Sind  X\  &  die  Polarkoordinaten  des  Punktes  P  im  alten  Systeme,   während 
für  das  neue  A  und  d  gelten  mögen,  so  hat  man  unter  An- 
wendung des  Cosinus  und  des  Sinussatzes  (Fig.  83)  ^  JV 

cos  d  =  cos  a  cos  &  +  sin  a  sin  6'  cos  k'    , 

1)  \      ,    ,       sin^'sinjl' 

smX  = r-^ —     . 

smo 

Liegt  31   auf   dem   Gleicher,    so    ist   a  =  90^   und   die 
erste  dieser  Formeln  vereinfacht  sich  zu 

cosd  =  sin  5'  cosA'    . 

Von  diesen  Koordinatenänderungen  wird  bei  Karten  entwürfen  ein  ausgedehnter 
Gebrauch  gemacht.  Es  handelt  sich  dabei  immer  um  das  Entwerfen  eines  dichten 
Gradnetzes,  man  hat  daher  für  d  und  X  die  Glieder  von  arithmetischen  Reihen 
von  geeignet  kleinem  Unterschiede  und  innerhalb  der  Grenzen  des  darzustellenden 
Gebietes  zu  setzen.  Die  umständlichen  Rechnungen  sind  für  den  Fall  a  =  90^ 
zuerst  von  Lambert*)  für  Abstufung  von  d  und  k  von  10®  zu  10®  berechnet 
und   von   Germaes^**)   auf   die    Abstufung   von    5    zu    5®    erweitert    worden.      Von 


*)  Lambert,  Beiträge  zum  Gebrauche  der  Mathematik,  1765 — 1772. 
**)  Germain,  Traite  des  projections  des  cartes  geographiques,  1863. 
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Hammer*)    wurden    diese   Tafeln    verbessert    und    die    Rechnung    auf    die   Werte 
a  =  750,  70»,  650,  600,  550,  590^  450^  400,  350^  390   „nd   15«   ausgedehnt 

4.  Die  Abbildung  der  Erdoberfläche  denken  wir  uns  entweder  unmittelbar 
auf  eine  Ebene  ausgeführt,  oder  wir  entwerfen  sie  aunächst  auf  einen  Um- 
drehungscylinder,  oder  auf  einen  Umdrehungskegel,  wobei  wii  immer  voraussetzen 
wollen,  daß  die  Umdrehungsachse  den  Erdmittelpunkt  enthält;  den  Cylinder,  bezw. 
Kegelmantel  breiten  wir  alsdann  in  die  Kartenebene  aus.  Die  Entwürfe  teilen 
wir  demgemäß  in  ebene,  Säulen-  und  Kegelentwürfe  ein.  Wir  unteischeiden 
weiter,  ob  bei  ebenen  Entwürfen  der  zur  Entwurfsebene  senkrechte  Erddurchnaesser, 
bezw.  die  Umdrehungsachse  der  Säule  oder  des  Kegels  die  Erdachse  ist,  oder 
mit  der  Erdachse  rechte  oder  schiefe  Winkel  bildet  Hiernach  unterscheiden 
wir  die  Ent\i'ürfe  als  geradständige,  querständige  und  zwischenständige 
ebene,   Säulen-   und  Kegelentwürfe**). 

Während  sich  diese  Unterscheidung  nur  auf  die  Lage  der  Bildfläche  zur 
verjüngten  Erde  bezieht,  geht  die  folgende  Unterscheidung  auf  die  Abbildungs- 
weise ein.  Die  geographisch  wichtigsten  Abbildungsarten  bilden  bei  ebenen  Ent- 
würfen die  Ordinatenkreise  eines  gewissen  Grundkreises  als  Strahlen  eines  Punktes  A 
ab,  ohne  die  Winkel  der  Ordinatenkreise  zu  verändern,  und  die  Parallelkreise 
des  Grundkreisßs  als  Kreise  um  den  Mittelpunkt  A;  diese  Entwürfe  werden  als 
echte  ebene  Entwürfe  bezeichnet  Bei  den  Säulen-  und  den  Kegelentwürfen 
nehmen  wir  immer  den  Koordinatengrundkreis  senkrecht  zur  Säulen-  bezw.  Kegel- 
achse und  nennen  den  Entwurf  echt,  wenn  die  Ordinatenkreise  durch  ihre  Spuren 
auf  dem  Säulen-  bezw.  Kegelmantel,  und  die  Parallelkreise  des  Grundkreises  als 
Parallelkreise  der  Säule,  bezw.  des  Kegels  abgebildet  werden.  Alle  andern  noch 
in  Betracht  kommenden  Entwurfsarten  kann  man  als  unechte  ebene,  Säulen- 
und  Kegelentwürfe  den  echten  beiordnen. 

5.  Wir  werden  nun  nacheinander  die  geographisch  wichtigsten  ebenen, 
Säulen-  und  Kegelentwürfe  betrachten,  und  zwar  zuerst  in  jeder  Gruppe  die 
echten,  dann  die  der  Gruppe  angegliederten  unechten.  Da  bei  der  Beurteilung 
der  Zweckmäßigkeit  eines  Entwurfs  es  hauptsächlich  auf  die  auftretenden  Flächen- 
und  Winkelverzerrungen  ankommt,  so  werden  wir  zunächst  die  flächen  treuen 
und  dann  die  winkeltreuen  Entwürfe  besprechen.  Den  andern  Entwürfen  kommt 
eine  gewisse  Mittelstellung  zwischen  Flächentreue  und  Winkeltreue  zu,  wir  werden 
sie  daher  als  vermittelnde  den   flächentreuen    und   winkeltreuen    folgen   lassen. 

Der  Einfachheit  wegen  gehen  wir  immer  von  geradständigen  Entwürfen  aus. 

§  3.     Ebene  Entwürfe. 

1.  Als  Parameter  nehmen  wir  die  geographische  Länge  X  und  den  Pol- 
abstand d;  bezogen  auf  denAequator  als  A'K-Ebene,  den  Nullmeridian  alsJ^Z-Ebene 
und  die  Erdachse  als  Z-Achse  sind  die  Koordinaten  eines  Punktes  der  verjüngten 
Erde,  wenn,  wie  schon  oben  bemerkt,  ihr  Halbmesser  als  Längeneinheit  genommen 

^^^  *  1)  :r  =  sin(JcosA  ,     jv  =  sindsinA,     2:  =  cos<J     . 

Hieraus  folgt 


2) 


^- -  =  cosocosX  ,  -^r-r-  =^  cos  ö  sm  /  ,  ^rr  =  —  si^^ö 

cd  cd  do 

.  -  =  — smdsm/,  ^-  =  smdcosA,  ,, .   ==  0     , 

cX  CA.  c /, 


*)  IIammkr,  Über  die  geofj^raphisch  wichtij^.sten  Karten  pro  jektionen,  Stuttgart  1889, 
S.  114,  sowie  S.  [1]  bis  [23];  auf  S.  114  finden  sich  Nachweise  über  die  in  den  verschiedenen 
Wiedergaben  der  hAMHERT sehen  und  Gkrm\in  sehen  Tafeln  aufgefundenen  Fehler. 

Man  verj^lciche  auch  (tRETSCIIKL,  Lehrbuch  der  Kartenprojektion,  Weimar  1873,  S.  236  u.  237. 

**j  Wir  schließen  uns  hier,  wie  bei  andern  Benennungen,  dem  Voigange  A.  BreusiNGS 
an;  vergleiche  u.a.  Das  Verebnen  der  Kugelfliiche  für  Gradnetzentwürfe,  Leipzig  1892. 
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daher  hat  man       „^  ^         r      r.  •    « o 

3)  <f=l,    /==0,     ^  =  sinM     . 

Für  das  Bild  legen  wir  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  zugrunde, 
dessen  Nullpunkt  A,  und  dessen  Abscissenachse  das  Bild  des  Nullkreises  ist. 
Hat  F^  von  A  den  Abstand  q,  so  sind  bei  einem  echten  Entwürfe  seine  Polar- 
koordinaten Q  und  X,  und  daher  die  rechtwinkligen 

4)  x^  =  Q  cosA  ,     jj,  =  ^  sini  ,     z^  ^=  0     . 

Da  sich  bei  echten  Entwürfen  jeder  Parallelkreis  der  Erde  als  Kreis  um  A 
abbildet,  so  kann  q  nur  eine  Funktion  von  6  sein;  setzt  man  dg  :  äd  ^=  q\  so 
hat  man  daher 

—  ^gcosl,         ^.-  =  ß'smA,      -7^  =  0     , 


5) 


woraus  folgt 


v 


6)  'i==e'*.  /i  =  o,   ^i  =  e» 


Da  /  und  /j^  identisch  verschwinden,  so  sind  die  Parameterkur\'en  Haupt- 
kurven. Auf  der  Kugel  sind  es  die  Parallelkreise  und  die  Ordinatenkreise,  auf 
der  Karte  deren  Bilder,  nämlich  die  Strahlen  des  Punktes  A  und  die  Kreise 
um  A'j  da  sich  die  Parallelkreise  der  Kugel  und  die  Ordinatenkreise,  sowie  die 
Strahlen  von  A  und  die  Kreise  um  A,  rechtwinklig  schneiden,  so  hätte  man  schon 
daraus,  ohne  Berechnung  von  /  und /j,  schließen  können,  daß  die  Parameter- 
kurven Hauptkurven  sind. 

Aus  den  Hauptgrößen  ergibt  sich  das  Flächenverhältnis 

7)  5=-^^    ; 

smd 

die  Gleichungen  der  Linien  für  verhältnistreue  Flächenelemente 

8)  qq'=  n  sind     : 
das  Verhältnis  entsprechender  Längenelemente 


^  äs        Y  1+  sin2  d  . 


k^ 
^ 


die  Differentialgleichung  für  Längentreue 

10)  1  —  ^'2  _  (^2  _  sin2a),J2  _  0 

die  Differentialgleichung  für  maßstabstreue  Linien 

«2  _  ^'2  _  (^2  _  n^sm^d)k^  =  0 

die  Gleichung  für  winkeltreue  Linien 

11)  ^2_^'2sin25  =  0     ; 

die  Halbachsen  des  Maßzugs 

12)  a  =  Q\       d==     ^        ' 


sind 
die  halbe  größte  Winkelverzerrung 

^„,            .             p'sind  — n                        2/oö'sind  n'sind  —  p 

13)         smo;  =  ^  -   — --^  ,     cos«/  =  -7—^, —  »  tangzc;  =       . 

Qsmö  +  Q                       Qsmö  +  Q  2^  qq' sind 
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2.    Flächentreuer    echter    ebener    Entwurf.      Soll    die   Gleichung  für 

Flächentreue  ^.  ,        .    c 

1)  QQ  =  smö 

für  alle  Punkte  erfüllt  sein,   so   muß    die   noch   unbestimmte  Funktion  g   so  ge- 
wählt werden,   daß  sie  der  Differentialgleichung  1)   entspricht;    durch  Integration 

ergibt  sich  e»  =  2/8in,5rf<J  =  -2cos<$  +  C    . 

WO  C  die  Integrationskonstante  bezeichnet.     Man  kann  statt  dessen  nehmen 

p2  =  2  (1  —  cos^)  —  c  =  4:sm^~  —  c     , 

hat  also  die  Gleichung  des  flächentreuen  Entwurfs 

2) 


=  j/4si 


sm2    -  —  c 
2 


3*  Zumeist  wird  man  wünschen,  daß  der  Pol  des  Grundkreises  den  Punkt  A 
zum  Bilde  habe;  dies  tritt  ein,  wenn  für  ö  =  0  aus  2)  sich  ^  =  0  ergibt,  und 
dazu  ist  nötig,  daß  für  die  Konstante  c  der  Wert  Null  genommen  wird.  Die 
Entwurfsgleichung  vereinfacht  sich  unter  dieser  Voraussetzung  zu 


3) 


Aus  Nr.  1,  13)  ergibt  sich 


d 


—  9 


tangw  = 


QQ^  sind  —  Q- 
2  q]^qq^ sind 


sin  2^ 


4  sm  2  -- 
2 


4  sin  — -  •  sin 
2 


Ersetzt  man  hier  sin(5  =  2  sin^  (5  cos^<5,  so   erhält  man 

1  d       .    d 

tang7£/  =  -  tang—  .  sm- -      . 

Die  Winkelverzerrung  wächst  also  mit  Ö  und 
erreicht  am  Rande  der  Karte,  bei  dem  größten 
Betrage  von  ö,  ihren  größten  Wert 

Ist  A  die  Gebietsmitte  (Fig.  84),  B  der 
Gegenpunkt,  so  folgt  aus  dem  rechtwinkligen 
Dreiecke  AßP^  das  bei  B  den  Winkel  \d  hat, 

AF  =  AB  -sin  —     ; 

da    wir    den    Kugelhalbmesser    als    Einheit    ver- 
wenden, so  ist  AB  =  2 ,   und  daher 

AP^q     . 

Die  von  dem  Breitenkreise   des  Punktes  P  begrenzte  Kappe  hat  den  Inhalt 

K=n  >  AB  '  h  =  27ih     . 
Da  nun 

//  =  q^\AB=^\q'^     , 
so  folgt 

wenn  K^    das  Bild    von   K  ist.     Ist  JC  eine    andre    Kappe,    Ki    ihr   Bild,    so   ist 

auch  Ä"=  Ku  und  daher 

A   —  A  =  Aj  —  Aj      , 
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jede  Zone  um  A  gleicht  also  ihrem  Bilde.  Aus  der  Zone  Z  ■=^  IC —  K  wird 
durch  zwei  Meridiane,  deren  Längen  unterschied  X  ist,  ein  Viereck  ausgeschnitten, 
dessen  Inhalt  ^ 

27t 

Das  Bild   V^  ist 

wenn  mit  Z^  das  Bild  von  Z  bezeichnet  wird;  da  nun  Z  =^  Z^,  so  folgt  V=  P\, 
Wendet  man  diese  Gleichung  auf  ein  verschwindend  kleines  Viereck  v  und  sein 
Bild  v^  an  und  bedenkt,  daß  jede  Figur  auf  der  Kugel  aus  solchen  Vierecken  v 
zusammengesetzt  werden  kann,  so  hat  man  damit  die  Flächentreue  dieses 
Entwurfs  auf  elementarem  Wege  erkannt 

4.  Die  Anwendung  von  ebenen  Entwürfen*  empfiehlt  sich  besonders  für  Ge- 
biete, die  eine  Kugelkappe  nahezu  ausfüllen,  also  durch  einen  Nebenkreis  der 
Kugel  begrenzt  werden;  man  wird  den  sphärischen  Mittelpunkt  dieses  Nebenkreises 
zum  Pole  des  Koordinatengrundkreises  nehmen;  der  Randparallel  der  Karte 
würde  dann  überall  die  gleiche  größte  vorkommende  Winkelverzerrung  aufweisen. 
So  kann  man  z.  B.  Europa  durch  einen  Nebenkreis  begrenzen,  dessen  Halb- 
messer 26^  ist*"),  und  hat  alsdann  für  den  Kartenrand 

tanga;  =  |tangl3sinl3,       a/=10  29'15",       2a/=2«5y     . 

6.  Bei  der  Abbildung  vollständiger  Zonen  um  den  Nordpol  oder  Südpol 
der  Erde  herum  kommt  die  Darstellung  der  unmittelbaren  Umgebung  der  Pole 
nicht  in  Betracht;  daher  kann  man  von  einer  Entwurfsart  Gebrauch  machen, 
bei  der  c  einen  geeigneten,  von  Null  verschiedenen  Wert  hat,  und  zwar  wird 
man  c  so  wählen,  daß  die  Verteilung  der  Winkelverzerrungen  möglichst  günstig 
wird.  Da  man  nur  über  die  eine  Größe  c  verfügen  kann,  so  läßt  sich  auch 
nur  eine  Bedingung  erfüllen.  Verlangt  man  an  den  Randparallelen  <)  =  a  und 
d  =  ß  entgegengesetzt  gleiche  Winkelmeistverzerrungen,  so  ergibt  dies,  wenn  die 
Halbachsen  des  Maßzugs  an  den  Rändern  mit  a'  d'  und  ö"^"  bezeichnet  werden, 
dieGleichmig  ^„_  ^,      ^,_  ^ 


a"+  b"      af+  b'    ' 
woraus  folgt  a'a"^yb"     1 

Setzt  man  hier 

a'=e'a,     3'=-^,     «"=e>.     ^=-^ 

sma  smp 


so  erhält  man 

oder 
woraus  folgt 


.^,  QaQß 

Qa  Qß  =  — :— 5 

'^       sma  smp 


2  _2 


QaQa  •  QßQß  '  sina sin)J  =  g^ Qß 


1) 


{ 


sin^a  sin2|5  =  (4  sin*  -J^a  —  c)  (4  sin*  -J-/S  —  c) 
c^  —  4(sin2^a  +  sin«^/?)^  =  sin^asin*/?  —  16  %m^\awi^\ß     , 
^=  2sin«|a  +  sin«|/J) 

±y4(8in«-^a  +  sin*  |/J)2  _  16  sin2|asin2|/J(l  —  cos^^acos*!^ 

Für  o*   hat  man 

,       .  /  .    ,  1  *       sinHa  +  sinHÄ  _  ,    . — \ 
^*  =  4  (sm*i(J ^--^ ?^  +  \f:7}^     . 

*)  Hammer,  Über  die  geographisch  wichtigsten  Kartenprojektionen,  S.  49. 
ScHl.onaLCB8  Handbuch  der  Mathematik,  2.  Aufl.,  Bd.  UL  35 
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Da  Q^  für  beide  Grenzen  a  und  ß  einen  positiven  Wert  haben  muß,  die  ersten 
beiden  Glieder  aber  für  den  kleinem  der  Werte  a  und  ß  etwas  Negatives  er- 
geben, so  kann  in  1)  vor  der  Wurzel  nur  das  untere  Zeichen  gelten;  die 
Wurzel  ist  also  in  1)  negativ  zu  nehmen. 

Die  Gleichung  für  Winkeltreue  ist  nach  Nr.  1,   14) 


Q  =  Q  sm 

wofür  man  wieder  schreibt  ,   .    • 

q2=.qq' sind     , 

und  hieraus  wird  mittels  Nr.  2,  1)  und  Nr.  2,  2) 

4  sin^      —  c  =  sin^i  =  4  sin^-    cos^  —     , 
also  folgt 

4)  sm*  2^J     * 

6.  Den  flächentreuen  ebenen  Entwurf  gab  J.  H.  Lambert  in  seiner  die  mathe- 
matische Kartenentwurfslehre  wesentlich  fördernden  Abhandlung:  Anmerkungen 
und  Zusätze  zu  Entwerfung  von  Land-  und  Himmelscharten  (1772),  ent- 
halten in  dem  Werke:  Beiträge  zum  Gebrauche  der  Mathematik  und 
deren  Anwendung,  1765 — 1772,  S.  105  u. ff.  Ostwalds  Klassiker  der  exakten 
Wissenschaften  Nr.  54,  §  103  u.  ff. 

In  querständiger  Anlage  ist  er  1789  von  Lorcjna,  Principij  di  geografia 
astronomico  geometrica,  Verona,  mitgeteilt  worden,  und  wird  daher  z.  T.  als 
LoRGNAs  Entwurf  bezeichnet. 

Tafeln  für  die  Halbmesser  und  für  die  Halbachsen  des  Maßzugs  siehe 
Tissot-Hammer,  Die  Netzentwürfe  geographischer  Karten,  Stuttgart  1887, 
Tafel  XLV,  S.  (37),  sowie  Hammer,  Über  die  geographisch  wichtigsten  Karten- 
projektionen, S.  73. 

Das  Netz  für  die  geradständige  Abbildung  der  nördlichen  Halbkugel  siehe 
Gretschel,  Lehrbuch  der  Kartenprojektion,  Tafel  VI,  Figur  XXXIL  Geradständige 
Abbildung  eines  Teils  der  nördlichen  Halbkugel  und  querständige  einer  Halb- 
kugel siehe  Breusixg,  Das  Verebnen  der  Kugel  Oberfläche  für  Gradnetzentwürfe, 
Tafel  2,  Figur  5  und  2:  den  zwischenständigen  Entwurf  einer  Halbkugel  daselbst 
Tafel  3,  Figur  2. 

Die  Skizze  zu  einem  querständigen  Entwürfe  für  Afrika,  an  Stelle  des  für 
Afrika  üblichen  sogenannten  Sanson sehen  unechten  Säulenentwurfs,  gab  Dr.  Bludau: 
Die  flächentreue  Azimutalprojektion  Lamberts  für  die  Karte  von 
Afrika,  Peter\l\nns  Mitteilungen  aus  Justus  Perthes  geographischer  Anstalt, 
38.  Bd.,  1892,  S.  214.  Geringere  Winkelverzerrungen  auf  dem  afrikanischen 
Festlande  (weniger  als  7^,  während  sie  bei  dem  BLUDAUschen  Entwürfe  gegen 
8^/2®  erreichen)  erhielt  Hammer,  indem  er  einen  zwischenständigen  Entwurf  an- 
wandte, bei  dem  er  die  Gebietsmitte  auf  10^  nördl.  Br.  und  20^  östl.  L.  v.  Gr. 
verlegte.  Kommt  es  nur  auf  Afrika  selbst  an,  so  würde  man  mit  einer  Karten- 
mitte in  5 — 6®  nördl.  Br.  noch  etwas  geringere  Verzerrungen  erhalten. 

Wir  geben  sowohl  Bludau s,  als  Hammers  Skizze  (vgl.  Petermanns  Mit- 
teilungen  1894,  S.  113)  auf  Tafel  3,  A  und  B. 

Wir  weisen  auf  die  Anwendungen  hin,  die  von  den  hier  besprochenen  Ent- 
wurfsarten in  folgenden  Kartenwerken  sich  vorfinden:  Andree,  Handatlas,  4.  AufL 
(Leipzig,  Velhagen  &  Klaslng);  Debes,  Neuer  Handatlas,  2.  Aufl.  (Leipzig, 
Wagner  &  Debes);  Schrader,  Prudent  und  Anthoine,  Atlas  de  Geographie 
moderne  (Paris,  Hacheite  et  Cie);  Spamers  Großer  Handatlas  (Leipzig,  Otto 
Spamer),  wobei  zu  bemerken  ist,  daß  die  Karten  des  zuletzt  genannten  Werkes 
zum  Teile  deutsche  Ausgaben  von  Karten  des  Atlas  de  G6ographie  moderne  sind. 
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Lamberts  flächentreuer  echter  ebener  Entwurf  findet  sich  bei  Andree,  Plani- 
globen,  S.  3,  4;  Südpolarländer  S.  5a/6a;  Großbritannien  und  Irland  S.  83/84; 
Vereinigte  Staaten  S.  162  — 169;  Mittelamerika  und  Westindien  S.  172/173; 
Südamerika  S.  176—179;  Australien  S.  180/181. 

Tafel  1,  A  zeigt  den  geradständigen  Entwurf  für  die  Südpolarländer  (nach 
Andree  Nr.  5a/6a),  Tafel  1,  B  einen  querständigen  (nach  Andree  Nr.  3/4), 
Tafel  2    einen    zwischenständigen    für    Südamerika    (nach    Andree   Nr.  178/179). 

Der  ringförmige  flächentreue  ebene  Entwurf  findet  sich  bei  Tissot-Hammer, 
Die  Netzentwürfe  geographischer  Karten,  S.  130. 

7.    Winkeltreuer  echter  ebener  Entwurf. 

Soll  der  Entwurf  überall  winkeltreu  sein,  so  muß  die  Funktion  g  der 
Differentialgleichung  genügen  (Nr.  2,  11)) 


{ig         dd 


sind 


=  2 


g'mi6  =  g     , 

1  d\d 


tang  \  d     cos2  ^  d 


Die  Integration  liefert  ohne  weiteres 

/g  =  Ictsijig^d     , 

wobei  c  die  Integrationskonstante  ist;    hieraus  folgt  einfacher 

1)  g  =  ctaing^d     . 

Eine  Änderung  des  c  kann  den  Entwurf  nicht  wesentlich  beeinflussen,  sondern 
bewirkt  nur  eine  Änderung  des  Maßstabes;  wir  wählen  c  so,  daß  in  der  Karten- 
raitte,  d.  i.  für  ^  ^  0,  keine  Vergrößerung  eintritt     Da 

dg  ^  c  1 

db^^'  cos2  \  b     ' 

so  ist  dies   für  d  =  0  gleich   der  Einheit,  wenn 

r  =  2     . 

Daher  behalten  wir  als  Gleichung  des  winkeltreuen   ebenen  Entwurfs 

2)  ß  =  2  tang  \  d     . 

Dieser  Entwurf  wird   gewöhnlich   als   stereographischer  Entwurf   bezeichnet 
Für  die  Flächenverzerrung  hat  man  (Nr.  2,  7)) 


5  = 


QQ 


sin  (5 
also  in  unserem  Falle 

2tang|(J 


3) 


S  = 


cos^idsiiid        cos^l^d 

Die  Abbildung  ist  daher  im  Punkte  5  =  0  flächen- 
treu; mit  wachsendem  d  vergrößert  sich  S  ziem- 
lich rasch,  nimmt  für  <5  =  90^  den  Wert  4  an 
und  wird  für  5  =  180®  unendlich  groß. 

8.  Aus  der  Gleichung  des  stereographi- 
schen Entwurfs  folgt  eine  sehr  einfache  Kon- 
struktion.    Legt  man  an  die  verjüngte  Erdkugel 

in  A  (Fig.  85)  eine  Berührungsebene,   ist  B  der  Gegenpunkt  von  A,  P  der  ab- 
zubildende Punkt,  P^   die  Spur  von  BP  auf  der  Berührungsebene,  so  ist 

AMP  ==  b  ,       ABP ^\b,       und       AP^  =  ABX.^xi%\b     , 

35* 
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d.  i.,  da  MA  als  Einheit  gilt, 

AP^  =  2  tang^a     . 

Der  stereographische  Entwurf  ist  daher  die  Perspektive  Abbildung 
der  verjüngten  Erde  auf  eine  Berührungsebene  vom  Gegenpunkte 
des  Berührungspunktes  aus.  Hiermit  hängt  eine  fernere  wertvolle  Eigenschaft 
dieses  Entwurfs  zusammen. 

Ist   S   (Fig.  86)    die   Spitze    eines    der    Kugel   umschriebenen   Umdrehungs- 
kegels, und  legt  man  irgend  eine  Ebene  durch  B  und  S^  so  schneidet  diese  den 

Kegel  in  zwei  Mantellinien  SC 
(^'  g'  jy  und  SDy   die   Ebene,   die   die 

Kugel  in  B  berührt,  in  einer 
Tangente  BE  der  Kugel  und 
die  Entwurfsebene  in  einer  zu 
BE  parallelen  Geraden  CU, 
Ist  S*  das  Bild  der  Kegel- 
spitze S  und  D*'C"  parallel 
UC  durch  S  gezogen,  so  ist, 
wie  man  sofort  sieht,  SC"  =  SC, 
weil  EB=^  ECvi\.\  ebenso  folgt 
aus  FB  =  FD,  daß  Siy'==  SD 
ist  Da  nun  SC^=  SD,  so  folgt 
Fig.  86,  "  SC''=SD";  folglich  ist  auch 

S'C  =  S'D".  Mithin  ist  5'  der 
Mittelpunkt  des  stereographischen  Bildes  des  Kleinkreises  der  Kugel,  entlang  dessen 
sie  von  dem  von  5  aus  umschriebenen  Kegel  berührt  wird.     Da  nun  femer 


S'C  =  SDt  = 


SC .  BS'        SC '  BS' 


BS 


BS 


die    drei    Strecken   SC,  BS'  und   BS    sich    aber    nicht    ändern,    wenn    sich    die 
Ebene  BSC  um  BS  dreht,  so  folgt,  daß   alle  Halbmesser   der  Bildellipse   gleich 

sind,   diese   also   ein   Kreis 
C'  S'  ^     ist     Dies  zeigt,  daß  die 

stereographischen  Bil- 
der aller  Nebenkreise 
derKugel  wieder  Kreise 
sind.  Um  denselben  Satz 
auch  für  Hauptkreise  zu 
beweisen,  legen  wir  durch 
B  irgend  einen  zur  Ebene 
eines  Hauptkreises  >&  senk- 
rechte Ebene;  diese  schnei- 
det die  Kugel  im  allgemei- 
nen in  einem  Nebenkreise  k\ 
und  den  der  Kugel  entlang  k  umschriebenen  Umdrehungscylinder  in  zwei  Mantel- 
linien, die  k'  in  Gegenpunkten  berühren.  Die  Ebene  schneidet,  wie  oben,  die 
Berührungsebene,  die  die  Kugel  in  B  berührt,  in  einer  Tangente  BE  von  >&', 
und  die  Entwurfsebene  in  einer  gleichgerichteten  Geraden  CZX.  Wir  ziehen 
durch  B  eine  Gerade  BS'  in  der  Richtung  der  Mantellinien  EC  und  ED,  und 
beachten  die  Büder  C  und  D',  sowie  S'.  Aus  EB  =  EC  folgt  S'C  =  S'B; 
und  aus  EB  =  ED  folgt  S'Z/ =  S'B;  hieraus  erkennt  man,  daß  das  stereo- 
graphische Bild  von  k  ein  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  S'  ist 

Jeder  Kreis  der  Kugel  wird  also  stereographisch  wieder  als  Kreis 
abgebildet 


Fig.  87. 
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I^'JS' 


9.  Von  der  Kreistreue  kann  man  Gebrauch  machen,  um  das  zwischen- 
ständige stereographische  Bild  irgend  eines  Punktes  P  der  Erde  aus 
seiner  geographischen  Länge  und  Breite  zu  finden.  Wird  die  Länge  X 
von  der  Meridianebene  aus  gezählt,  auf  der  B  und  A  liegen  (Fig.  88)  und  ist  N 
der  Nordpol,  N^  der  Südpol,  so  enthalten  die  Bilder  aller  Meridiane  die  Punkte  N' 
und  N[.  Aus  der  Winkel- 
treue der  Abbildung  folgt,  ^^ 
daß  das  Bild  des  Meridians  k 
und  N'N{,  das  Bild  von  AN, 
in  N*  und  Ni  sich  unter 
dem  Winkel  X  schneiden. 
Man  trägt  also  in  der  Ent- 
wurfsebene in  N*  den  Win- 
kel NiN'L^X  an,  und 
zeichnet  den  Kreis,  der  N" 
und  N(  enthält  und  N'L 
in  N'  berührt.  Dies  ist  das 
Bild  des  Meridians  von  F. 
Um  nun  den  Parallelkreis 
von  P  abzubilden,  macht 
man  NQ  gleich  dem  Pol- 
abstande von  P  und  zieht  in  Q  die  Tangente  QS  des  Nullmeridians  ANB\  sind 
Q  und  S'  die  Bilder  von  Q  und  5,  so  ist  S'  die  Mitte  und  (^  ein  Punkt  des 
verlangten  Parallelkreisbildes.  Klappt  man  die  Entwurfsebene  in  die  Figuren- 
ebene  um,  so  ist   daher  P'  das  verlangte  stereographische  Bild. 

Man  kann  leicht  geometrisch  nachweisen,   daß   das  stereographische  Abbild 
seinem  Urbilde   in  den  kleinsten  Teilen  ähnlich  ist     Haben  E  und  F  (Fig.  89) 
die  Bilder  E^   und  F^y  so  sind  die  Dreiecke 
BEF  und  BF^E^  einander  ähnlich.    Denn  ist 
F*  der   Gegenpunkt  von  F   im    Nebenkreise 

ABF,  80  ist  BEF=^  BF'F=^BF^E^,  weil 
F^E^  die  Richtung  der  Tangente  in  B  hat 
Folglich  ist 

BF^        ^1-^1 


Fig.  88. 


BE 


EF 


B 


Ist  nun  FE  verschwindend  klein,  so  kann  man 
in  der  letzten  Gleichung  BF^  und  BE  durch 
BGi  und  BG  ersetzen,  wenn  G  dem  kleinen 
Bogen  EF  unendlich  nahe  liegt,  und  kann 
femer  die  Sehne  EF  mit  dem  Bogen  ver- 
wechseln. Ist  femer  H  irgend  ein  dem  Bo- 
gen EF  unendlich  naher  Punkt,  also  EFH  ein  verschwindend  kleines  Kugel- 
dreieck,  80  hat  man        ^^^        ^^^^        ^^^^       .^^^^ 


Fig.  89. 


BG 


EF 


FH 


HE 


folglich  sind  die  verschwindenden  Dreiecke  EFH  und  E^F^H^  einander  ähnlich. 
Dies  ist  aber  nur  ein  andrer  Ausdruck  für  die  Winkeltreue. 

10.  Der  stereographische  Entwurf  wurde  schon  in  früher  Zeit  dem  großen 
Astronomen  Hipparch  (gegen  190 — 125  v.  Chr.)  zugeschrieben;  Ptolemäus  (gegen 
130  n.  Chr.)  hat  ihn  angewandt,  ohne  die  Eigenschaft  der  Kreistreue  vollständig 
zu  erkennen;  diese  wurde  erst  im  13.  Jahrhundert  von  Nemorarius  gefunden. 
Von  FRAN901S  d'Aguillon  (Aguilonius,  1613)  rührt  der  seitdem  gebräuchliche 
Name   her.      Die  Winkeltreue    des  Entwurfs    hat   zuerst  Hooke   um  1650   nach- 
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gewiesen.  Tafeln  für  Längen  und  Flächen  für  den  gerad-  und  querstandigen 
Entwurf  bei  TissoT- Hammer,  Netzentwürfe,  Tafeln  III,  IV,  S.  (2),  sowie 
Tafel  XLV,  Nr.  3,  S.  (38).  Den  geradstandigen  Entwurf  eines  Teiles  der  nörd- 
lichen Halbkugel  und  den  querständigen  einer  Halbkugel  siehe  Breusing,  Das 
Verebnen,  Tafel  2,  Figur  6  und  3,  eine  zwischenständig  entworfene  Halbkugel 
daselbst  Tafel  3,  Figur  3.  Bei  Gretschel,  Lehrbuch,  Tafel  I,  Figur  IV  und  V  die  * 
Gradnetze  für  den  geradständigen  stereographischen  Entwurf  einer  Achtelkugel, 
sowie  für  den  querständigen  (Dreiachtelkugel);  Tafel  II,  Figur  VI  das  Gradnetz 
des  stereographischen  Bildes  einer  Viertelkugel  auf  einer  Ebene,  die  die  Kugel 
in  50®  nördl.  Br.  berührt  Ausgeführte  Entwürfe  siehe  bei  Debes,  Nr.  47,  die  Kap- 
länder, 1:10000000,  zwischenständig,  Kartenmitte  in  25®  südl.  Br.  und  25®  östl. 
L.  V.  Gr.;  Nr.  50,  Aequatoriales  Afrika,  1:10000000,  zwischenständig,  Karten- 
mitte 10®  südl.  Br.  und  30®  westl.  L.  v.  Gr.  Auf  Tafel  4  findet  sich  ein 
zwischenständiger  Entwurf  für  die  Kapländer  (nach  Debes  Nr.  47). 

11.  Speichentreuer  Entwurf.  Dem  unbefangenen  Geographen,  der  eine 
Aufzeichnung  der  Erdoberfläche  geben  will,  soweit  und  wie  sie  sich  von  seinem 
Standpunkte  A  aus  übersehen  läßt,  liegt  es  gewiß  am  nächsten,  die  von  A  aas 
beobachteten  Azimute  getreu  auf  die  Karte  zu  übertragen,  alsdann  die  Abstände 
der  Punkte  der  Umgebung  von  A  zu  messen,  und  diese  Maße  in  einem  geeignet 
verjüngten  Maßstabe  auf  der  Karte  darstellen.  Der  Vergleich  der  Hauptkreise 
von  A  und  ihrer  Bilder  mit  den  Speichen  eines  Rades,  und  der  Umstand,  daß 
die  auf  der  Erde  auf  den  Speichen  abgemessenen  Längen  in  bestimmtem  Ver- 
hältnisse abgebildet  werden,  rechtfertigt  den  von  A.  Breusing  recht  glücklich  ge- 
wählten Namen.     Die  Gleichung  dieses  Entwurfs  ist  höchst  einfach,  nämlich 

Q  =  6     . 
Hier  ist 

,  ^        Qq'  6  .  6  — sind 

smö        smd  0  -\-  smö 

Flächentreue    und    Winkeltreue    treten    hier    zusammen    ein,    nämlich   unter    der 

Bedingung  . 

(5  =  sm  ö     , 

die   nur   für   einen  Punkt,    nämlich   für   d  =  0    erfüllt   ist.      Da    ^^  =  1,  ^^  =  0, 
g^  =  (5*,  so  wird  die  Bedingung  für  Längentreue  (§  1,  Nr.  7) 

k^  = ^  =  0     , 

^1  —  ^ 

in  Übereinstimmung  damit,  daß  die  Bilder  der  Meridiane  längentreu  sind. 

12.  Der  speichentreue  Entwurf  wurde  in  geradständiger  Anordnung  zuerst 
von  Gerhard  Mercator  (Kremer,  1512 — 94)  angewandt;  querständig  und  zwischen- 
ständig hat  ihn  etwas  später  Gutllaume  Postel  ausgeführt  Vgl.  auch  Lambert, 
a.  a.  O.,  §  94  und  99.  Verzerrungen  in  Flächen  und  Winkeln  bei  Tbsot-Hammer, 
Netzentwürfe,  S.  (33),  Tafel  XLIII,  2.  Täfelchen.  Bei  Breusing,  Verebnen,  Tafe  12, 
Figur  1  querständiges  speichentreues  Bild  einer  Halbkugel,  Figur  4  geradständiges 
speichentreues  Bild  eines  kleinem  Teiles  der  Erde,  Tafel  3,  Figur  1  eine  Halb- 
kugel in  zwischenständiger  Ausführung.  Debes  :  Nr.  1 ,  zwei  querständige  Halbkugeln 
1:82000000,  geradständige  Karte  der  Nordpolländer  1:41000000,  zwei  quer- 
ständige Halbkugeln  in  kleinerem  Maßstabe;  Nr.  45,  Afrika,  querständig,  Karten- 
mitte 15^  östl.  L.  V.  Gr.,  1:23000000,  Nr.  38,  Asien,  zwischenständig,  Karten- 
mitte 40  <>  nördl.  Br.  und  90  ^  östl.  L.  v.  Gr.,   1:28500000. 

Die  Tafel  5  gibt  den  Entwurf  für  die  Nordpolländer  in  geradständiger  An- 
ordnung (nach  Debes  Nr.  1),  die  Tafel  6  für  eine  Halbkugel  querständig  (nach 
Debes  Nr.  1),  die  Tafel  7  querständig  für  Afrika  (nach  Debes  Nr.  45),  die 
Tafel  8  zwischenständig  für  Asien  (nach  Debes  Nr.  38). 
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18.    Breusings    vermittelnder    Entwurf.      Um    eine    passende    Mittel- 
stellung zwischen  Flächen-  und  Winkeltreue  zu  erhalten,  setzte  Breusing 


Hieraus  folgt 
also 


1) 


2) 
femer  erhält  man  leicht 


Q  ==  2ysin-|^(J  tang^<J      . 
qq' =sm^d{l  +  sec2|d)     , 

=  -^  =  lsec|<J(l  +  9ec^^) 
sm^        2         2     ^      '  z    ' 


sinw  = 


sin2-J.<J 


sin^^d 


Dieser  Entwurf  ist  von  E.  Debes  angewendet  worden:  Nr.  54,  Nordamerika, 
1:20000000,  Gebietsmitte  in  45»  nördl.  Br.  und  100<>  westl.  L.  v.  Gr.:  Nr.  58, 
Südamerika,    1:16000000,   Gebietsmitte    20«   südl.  Br.  und  59«  westl.  L.  v.  Gr. 

Die  Tafel  9  zeigt  den  Entwurf  für  Nordamerika,  zwischenständig  (nach 
Debes  Nr.  54). 

14.  ScHOLs'  hauptkreistreuer  Entwurf.  Aus  der  Eigenschaft  des  stereo- 
graphischen Entwurfs,  jeden  Kreis  wieder  als  Kreis  abzubilden,  kann  man  schließen, 
daß  es  möglich  sein  wird,  einen  Entwurf  anzugeben,  bei  dem  die  Hauptkreise 
sich  als  Kreise  abbilden,  während  die  Nebenkreise  im  allgemeinen  nicht  Kreise 
zu  Bildern  haben;  der  stereographische  Entwurf  wird  dann  als  besonderer  Fall 
unter  diesem  allgemeinem  Entwürfe  enthalten  sein.  Da  es  sich  um  einen  echten 
ebenen  Entwurf  handelt,  so  ist  es  gleichgültig,  von  welchem  Meridiane  aus  die 
Längen  X  gezählt  werden;  wir  nehmen  als  Nullmeridian  den,  der  auf  einer  be- 
liebig gewählten  Hauptkreisebene  K  (Fig.  90)  senkrecht  steht  Ist  a  der  auf 
diesem  Meridiane  bis  zu  AT  gemessene  Polabstand,  sind  femer  S  und  Ji  die  Ko- 
ordinaten irgend  eines  Punktes  von  Ä',  so  ist 


1) 


cosjl  = 


tanga 
tang<J 


M 


Das  Bild  des  Hauptkreises,  auf  dem  a 
liegt,  ist  eine  Gerade  durch  A,  die  wegen 
der  Symmetrie  die  Mitte  M  des  Bildes  K^ 
von  AT  enthalten  muß;  ist  nun  r  der  Halb- 
messer von   AT^    und  MA  =  ö  ,    so    hat  man 

r^  =  a^  -\-  Q^  -{-  2aQ  cosA     , 

Q  =  — a  cosA  +  ^r^  —  ^^  +  ^'^  cos  '^X     . 

Setzt  man  hier  für  cosA  den  Wert  1),  so  entsteht 

2)  Q  =  — ^  tanga  cot d  +y^^  —  ^*  +  «^tang^a  cot^^ 

Diese  Gleichung  muß  unabhängig  von  ä,  a  und  r  sein,   und   dies   wird   nur   er- 
reicht, wenn 

3)  a  tanga  =  k  ,       r^  —  a^  ^=  k\     , 

wo  k  und  k^  beständige  Zahlen  sind.    Hierdurch  erhält  man  die  Entwurfsgleichung 


Flg.  90. 


Q=^—k  cot<J  -f  ^k{  +  k^  cot^a     . 
Setzt  man  k^\  k  =  m,  so  kann  man  hierfür  schreiben 

4  a)  Q  =  k  (y»|2  +  cot  2(5  —  cota)     , 
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oder  auch  ,     ^  . 

4b)  p  = 


^mHsLng^d  +  l  +  l 

Für  ein  verschwindend  kleines  d  folgt  hieraus 

Q  =  ^km^  '  d     . 
Soll  die  Kartenmitte  sich  längentreu  abbilden,  so  muß  km^=2  sein,  und  man  hat 

2tang(J 

5)  ^  =  — = r-. . 

y^Uangäa+l  +  l 
Aus  4  a)  erhält  man 

b)  Q  = , =^     . 

sin2()yw2  +  cot'M 

Soll  im  Polabstande  d  der  Entwurf  winkeltreu  sein,  so  folgt  daher 

sin^y^-f  cot^d 
woraus  sich  ergibt 

(1  —  w2)sin2a  =  0     . 

Dieser  Gleichung  genügt  jede  der  Annahmen 

j    s=:r    0    ,  »1=1 

Die   erste   bestätigt,   daß   die   Abbildung  in   der  Kartenmitte   kongruent    ist,    die 
zweite  führt  auf  den  stereographischen  Entwurf  und   zeigt,   daß   ein  Schols scher 
Entwurf,  wenn  er  nicht  stereographisch  ist,  nur  in  der  Mitte  winkeltreu  sein  kann. 
Der  Entwurf  ist  im  Polabstand  d  flächentreu,  für  den 


sm^d^i^  +  cot^d 
woraus  folgt 

7)  4  =  {^m^Bin^d  +  cos^d  +.C03dy  ^m^8in^d  +  cosM     . 

Verlangt  man  Flächentreue  im  Polabstande  a ,  so  liefert  diese  Gleichung  m , 
wenn  man  darin  d  durch  a  ersetzt 
Das  Flächenverhältnis 

^  Q'  4 

sin^d^m^  +  cot2d        {J\r+  cos  d)^  J\r 

wobei 

jV  =  '^m^ain'^d  -\-  cos^  d      , 

erreicht  seinen  äußersten  Wert,  wenn 

dJV 
(3  iV^2  ^  4  cosi  .  J\r+  coB^d)  -Ti-  —  2  sin^  .  j\r^  —  2  sind  cos<J  .  J\r^  0     , 

äo 

wobei 

dJ^      (w2  _  i)gin^cos6 

hieraus  folgt 

(3JV^  +  4:JVcosd  +  cos^d){m^  —  l)sindcos3  —  2N^sind{JV+  cosd)  =  0  . 

Diese  Gleichung  liefert  zunächst         .    „       ^ 

^  sin^  =  0     ; 

die   zugehörigen   Werte    d  =^  0^  und   d  =  180^   ergeben    die   Flächenverhältnisse 

Oq  =  1  I         »^180  =  ^^ 
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Für  andre  Wurzeln  bleibt  die  Gleichung 

{m^  —  1)  (3  iV«  +  4  Ncosd  +  cos»d)  cosd  —2N^{N+  cosS)  =  0     , 
oder  einfacher 
(9 ^2  _  3  «4_  6)cosM  -  (5  w2  —  3 m^)  cosi  +  [(6  m^  —  6)  cos^eJ  —  2  w»]  iV^=  0  . 

Durch  Versuch  kann  man  d  bis  auf  1^  genau  finden  und  weitere  Ge- 
nauigkeit durch  geradlinige  Einschaltung  erzielen. 

Um  die  Flächenverzerrungen  innerhalb  möglichst  enger  Grenzen  zu  halten, 
wird  man  m  so  wählen,  daß  das  größte  Flächenverhältnis  am  Rande,  und  das 
im  Innern  stattfindende  kleinste  von  der  Einheit  um  gleich  viel  abweichen. 

Das  hierbei   einzuschlagende   Verfahren   erläutern   wir    an    einem   Beispiele. 

Wir  wählen   ein   Gebiet,   das   auf   einer   Kappe   liegt,   die    30^  Halbmesser   hat, 

und  setzen  zunächst  versuchsweise  fest,  daß  Flächentreue  für  <)  =  20  ®  stattfinden 

soll.     Die  Gleichung        ,,^  e^«,^       ,  .       ^^« 

^       (^+ cos<J)2iV^==4  ,       6  =  20<> 

ergibt   ^=1,0305,    und   daraus    »i  =  1,2366 .     Mit  Hilfe    dieser  Zahlen    geht 
die  Bedingungsgleichüng  für  die  größte  Flächenabweichung  über  in 

0,7476  cosM  —  0,6308  cosa  —  (3,0584  —  3,1752  cos« (J)iV=  0     ; 

für   «5=12^    140,    1403'    erhält   die   linke   Seite   dieser   Gleichung    die  Werte 

0,0619  ;   .    0,0021  ;       -0,0008     . 

Die  geradlinige  Einschaltung  ergibt  daher,  daß  zwischen  i  =  0  und  d  =  20 ,  den 
beiden  flächentreuen  Stellen,  die  größte  Flächenverzerrung  für 

3  =  14«2' 
stattfindet  (bis  auf  1  Minute  genau);    das   dort   herrschende  Flächenverhältnis   ist 

S  =  0,9988     . 
Am  Rande,  für  (J  =^  30  ^ ,  ergibt  es  sich  zu 

S^  1,0091     . 

Hieraus  erkennt  man,  daß  der  Polabstand  für  Flächentreue  erheblich  größer 
angenommen  werden  muß.  Nimmt  man  27^  an,  so  folgt  m=  1,2462;  für  die 
größte   Flächenverzerrung  zwischen   0®  und  27^   ergibt  sich   der  Polabstand   aus 

(3,3330  cos»^  —  3,1110) iV+  0,7410  cosM  —  0,5190  cos^  ==  0 

^^  <J=190  1'     * 

Das  zugehörige  Flächenverhältnis  ist 

S  =  0,9970     . 

Dagegen  findet  sich  für  den  Kartenrand  {6  =  30^) 

S  =  1,0041     . 

Da  beide  von  der  Einheit   nach   beiden  Seiten   hin   fast  gleichmäßig   abweichen, 
so  kann  man    m  =  1,2462  für  die  günstigste  Zahl  ansehen. 

Es  darf  bei  dieser  Gelegenheit  eine  Bemerkung  wiederholt  werden,  die 
Hammer  gelegentlich  macht,  daß  nämlich  die  allerdings  umständliche  Reche n- 
arbeity  die  die  Bestimmung  des  in  einer  bestimmten  Hinsicht  günstigsten  Entwurfs 
macht,  nicht  vor  der  größten  Sorgfalt  in  der  Auswahl  der'  Entwurfsart  zurück- 
schrecken darf,  da  der  Zeitaufwand  für  diese  m^-thematische  Vorarbeit  nur  un- 
bedeutend im  Vergleiche  zu  der  Zeit  ist,  die  das  gewissenhafte  Zusammentragen 
der  geographischen,  auf  der  Karte  darzustellenden  Einzelheiten  und  die  Her- 
stellung  der  Urkarte   und    der  Druckplatte    kosten.     Dem   Geographen    wird    es 
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anheimzustellen  sein,  welche  Gesichtspunkte  für  die  Wahl  der  Entwurfsart  ent- 
scheiden sollen;  die  Ermittlung  des  günstigsten  Entwurfs  selbst  muß  aber  dem 
Mathematiker  überlassen  werden. 

Das  Bild  des  größten  Kreises,  der  zwei  gegebene  Punkte  A  und  B  enthält 
(Fig.  91),  kann  auch  bei  einem  schiefachsigen  ScHOLSSchen  Entwürfe  leicht  ge- 
funden werden.     Ist  OL  =  h  senkrecht  zu  AB  ^  so  liegt  die  sphärische  Mitte  des 

Bildes  A^By^  auf  dem  Bilde 
J^^  O^L^   von  OL,     Nun  ist 

,         tangA 


COSJlj  = 

daher  folgt 
cosjli 


tanga 

tahg^ 
tang^ 


tang^ 
cosjl,        tanga 

Mit  Hilfe  eines  Halb- 
messerstabes kann  man  zu 
den    Strecken    O^A-^    und 
Fig.  91.  O^B^  sofort  die  Abstände 

a  und  b  der  Punkte  A 
und  B  von  der  Gebietsmitte  O  ablesen;  ein  Tangentenstab  liefert  tanga  und 
tang^  als  Längen.  Macht  man  (7jC=tang^,  Öi2?  =  tanga  und  zieht  CEA^O^B^, 
DEA-O^A^,  so  ist  die  Gerade  O^E  das  Bild  des  Hauptkreises  OL,  und  die 
Mitte  M  des  Bildes  des  Hauptkreises  AB  ist  daher  der  Schnitt  von  OE  mit  dem 
Mittellote  von  AyB^ .  Dieser  Weg  kann  nicht  benutzt  werden,  wenn  O^Ay^  von 
O^By  nicht  oder  wenig  abweicht  In  diesem  Falle  kann  man  das  Bild  B'i  des 
Gegenpunktes  von  B  benutzen,  das  ebenfalls  auf  dem  gesuchten  Kreise  liegt, 
weil  B  und  B'  denselben  Hauptkreisen  angehören. 

Betreffs  des  Schols  sehen  Entwurfs  sei  übrigens  auf  Schols,  La  courboure 
de  la  ligne  g^od^sique,  Leiden  1886,  sowie  auf  das  Werk  desselben  Verfassers: 
Studien  über  K*artenprojektion,  Leiden  1882,  verwiesen.- 

15.  Für  die  Darstellung  eines  Gebietes,  das  sich  nur  um  einige  Grade  von 
der  Gebietsmitte  aus  nach  allen  Seiten  hin  erstreckt,  kann  man  davon  ausgehen, 
Q  nach  steigenden  Potenzen  von  d  zu  entwickeln,  von  dieser  Poteiizreihe  nur  eine 
geeignete  Anzahl  von  Gliedern  zu  verwenden,  und  deren  Koeffizienten  so  zu 
wählen,  daß  der  Entwurf  gewissen  Bedingungen  bezüglich  der  Flächen-  und  Winkel- 
veränderungen entspricht.  Beschränken  wir  uns  darauf,  daß  die  Mitte  des  Ge- 
bietes sich  als  Mitte  der  Karte  abbilden  soll,  so  müssen  die  Werte  d  =  0  und 
^  =  0  zusammengehören,  die  Reihe  q  darf  also  kein  Absolutglied  haben.  Gehen 
wir  auf  einem  Hauptkreise  der  Gebietsmitte  von  irgend  einer  Stelle  P  auf  die 
Gebietsmitte  zu  und  darüber  hinaus,  so  nimmt  d  zur  Grenze  Null  ab  und  geht 
dann  über  Null  hinaus,  wird  also  negativ;  dabei  muß  das  Bild  von  P^  aus  nach 
der  Kartenmitte  und  darüber  hinaus  gehen,  d.  h.  q  muß  mit  d  das  Vorzeichen 
wechseln,  darf  also  nur  ungerade  Potenzen  von  d  enthalten.  Für  ein  verschwinden- 
des d  kommt  nur  die  erste  Potenz  von  d  in  Betracht;  wenn  wir  nun  festsetzen, 
daß  in  der  Kartenmitte  Längentreue  herrschen  soll,  so  muß  d  den  Koeffizienten  1 
haben.     Somit  haben  wir  es  mit  der  Gleichung  zu  tun 

1)  Q  =  d  +  Ad^  +  Bd^+  C(i7  +  ... 

Wir  brechen  diese  Reihe  bei  ^^  ab  und  beschränken  den  Spielraum  von  d  dem- 
gemäß.    Aus   1)  ergibt  sich 

2)  q'^  1  -1-3.4^2  +  5^6*  +  7C(5«  +  ... 


Aus  1) 

und 

2)  folgt 
3) 

4) 

Hieraus 

und 

aus 

ergibt  sich 

5) 
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/ 

Q 
sin5  =  i  —  -J-3^  +  •  •  • 

Daher  können  das  Flächenverhältnis  »S  und  das  für  die  Winkelverzerrung 
entscheidende  Verhältnis  der  Halbachsen  des  Maßzugs  nicht  zugleich  bis  auf 
Größen  von  der  Ordnung  d^  mit  der  Einheit  in  Übereinstimmung  gebracht 
werden.  Wir  stellen  nun  die  Forderung,  daß  bei  beiden  Größen  die  Abweichung 
von  der  Einheit  dem  absoluten  Betrage  nach  gleich  groß  sein  soll;  dazu  muß 
entweder  ,  ,        ^   .       .  . 

oder 

sein;  dabei  wird  die  Abweichung 

4^  +  ^  =  — I     bezw.     =1     . 

Da  der  letzte  Betrag  kleiner  ist,   als  der  erste,  so  entscheiden   wir   uns   für 

die  Annahme 

A  =  0     , 

also  für  die  Entwurfsgleichung 

7)  g==^d  +  Bd^+Cd'^     . 

Hieraus  folgt 

^)  5  =  |^=l  +  id*  +  (6^+^?^)<5*  +  (5  +  8C-T-AVTr)<5"     • 

Sin  C/ 

9)  ^^^^  =  l-id^  +  (^B  +  ri,)d*-{iB-6C  +  j,^)d''    . 

Sollen  das  Fläch^verhältnis  und  das  Achsenverhältnis  des  Maßzugs  nicht 
bloß  in  der  Nähe  der  Kartenmitte,  sondern  auch  für  größere  Werte  von  d  von 
der  Einheit  um  entgegengesetzt  gleiche  Beträge  abweichen,  so  müssen  B  und  C 
so  bestimmt  werden,  daß     ..  „   ,      ,  .  „ 

woraus  folßft 

Die  Gleichung  des  Entwurfs  ist  daher 

und  für  die  Verzerrungen  hat  man 

12)  5=l+i<J«  +  ^<$*  +  i«W4-ff^*     . 

13)  ll^  =  i_:^S2_^^s*-T^^,d'^    . 

Für  kleine  Werte  von  d  kann  man  die  beiden  letzten  Glieder  in  11)  ver- 
nachlässigen, und  kommt  damit  auf  den  speichentreuen  Entwurf  als  den  inner- 
halb der  angedeuteten  Grenzen  am  besten  vermittelnden  zurück. 


556 


Kartenentvürfe. 


§4 


16.  Die  Zeichnung  eines  genügend  engmaschigen  Gradnetzes  für  einen 
geradständigen  echten  ebenen  Entwurf  hat  keine  Schwierigkeit;  man  zeichnet  die 
Meridianbilder  und  berechnet  für  genügend  kleine  Fortschritte  der  Veränder- 
lichen d  die  Werte  von  q.  Mit  Hilfe  dieser  Halbmessertafel  und  eines  hin- 
reichend genauen  Maßstabes  trägt  man  zu  jedem  Polabstande  das  zugehörige  q 
in  die  Karte  ein  und  beschreibt  die  Parallelkreisbilder. 

Bei  quer-  und  bei  zwischenständigen  Entwürfen  kann  man  die  mit  der  Ände- 
rung der  Koordinaten  verbundene  mühsame  Rechnung  durch  Zwischenschaltung 
eines  zu  derselben  Gebietsmitte  gezeichneten  stereographischen  Ent- 
wurfs entbehrlich  machen.  Man  zeichnet  in  bekannter  Weise  das  stereographische 
Bild  des  Gradnetzes  für  das  darzustellende  Gebiet  Um  nun  zu  einem  Knoten- 
punkte F  des  Netzes  das  Bild  /^  zu  finden,  verbindet  man  das  stereographische 
Bild  5ß  von  /  mit  dem  Bilde  JV^  der  Gebietsmitte;  auf  diesem  Strahle  ^Ä\ 
liegt  jPj  .  Die  Länge  JV^Pi  ergibt  sich  am  einfachsten  dadurch,  daß  man  für 
hinlänglich  kleine  Fortschritte  von  d  je  einen  Halbmesserstab  für  den  stereo- 
graphischen und  für  den  verlangten  Entwurf  aufzeichnet.  Aus  dem  erstem  ent- 
nimmt man  den  zu  einem  gegebenen  JV^^  gehörigen  Polabstand  2VP,  und  kann 
nun  auf  dem  Halbmesserstabe  des  verlangten  Entwurfs  die  Strecke  JV^P^  abgreifen. 

Auf  diese  Konstruktion,  wenn  auch  nicht  auf  ihre  allgemeine  Anwendbarkeit, 
hat  zuerst  Lambert  hingewiesen.  Man  vergleiche  hierüber  Hammer,  Karten- 
projektionen, S.  66  —  74. 


§  4.     Säulenentwürfe. 

1.  Wird  der  Halbmesser  der  Säule  mit  n  bezeichnet,  ist  der  auf  XiOYi 
(Fig.  92)  enthaltene  Parallelkreis  der  Säule  das  Bild  des  Gleichers,  und  hat  der 
Parallelkreis  der  Säule,  der  die  Erdpunkte  von  der  geographischen  Breite  q? 
abbildet,  von  X^OYi  den  Abstand  f ,  wobei  f  eine  noch  unbestimmte  Funktion 
von  (p  ist,  so  sind  die  Koordinaten  des  Punktes  /^ 


1) 


i) 


x^  =  n  co8>l ,       yi  =  n  sinA  ,       Zi  =  C     • 

Hieraus  ergeben  sich 


Fig.  92. 

X  =-  cos  9?  cosA  , 

c)x  . 

-^  -  =  —sincncosA.  , 

ö<p 


X 


ck 


=  — cos^^^sinA  , 


2) 


ex 


<p 


i  =  0. 


C(p 


3) 


'  dx^ 
~dk 


d(p        d(p 

—  n  sm/  ,     -^  =  n  cos/  , 

CA. 


Xi 


dz 


ex 


!=o 


woraus  folgt 

^l  =  f'^    /i  =  o,    ^1  =  «^  . 

Für   die   verjüngte  Erde  hat  man  (§  3, 

Nr.  1) 


y  =  COS  99  sin  jl  , 

dy 
-^ —  =  — sinü?sin/  , 

^y  5 

;rr-  =  COS Ö?  COS X  , 

OA. 


z  =  suiq)     , 


ez_ 

d(p 
dz 


cos  99 


ex 


=  0 


e=l,      /=  0  ,       ^=cos^(p 
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Da  /  =  /j  =  0 ,  so  sind  die  Meridiane  und  Parallelkreise   die  Hauptkurven. 
Femer  hat  man: 

das  Flächenverhältnis  ^ 

5)  5=-"-^-     ; 

C03(p 


die  Halbachsen  des  Maßzugs 


fi 


6)  •  a  =  C\       b  = 

cos  93 

die  größte  Winkelverzerrung 

.  C'cos^?  —  « 

7)  sma/  = T. . 

f  CO89?  +  n 
2,    Flächentreuer  Säulenentwurf.     Aus  .5=1  folgt 

f^=    COS99  , 

fl 

1 

^  =     -  sino?  +  ^     • 

Da  wir  schon  9p  =  0  und  (^  =  0  einander  zugeordnet  haben,  so  muß  C  =  0  ge- 
setzt werden,  und  man  behält  als  Entwurfsgleichung 

1)  f  =» — sino?     . 

n 

Nimmt  man  »  =  1 ,  so  hat  man 

2)  f  =  sin99     , 

woraus  sich  sofort  ergibt,  daß  das  Bild  eines  Parallelkreises  der  Erde  erhalten 
wird,  wenn  man  mit  seiner  Ebene  den  Säulenmantel  durchschneidet  Für  die 
Winkelverzerrung  folgt  in  diesem  Falle,  wenn  man  vom  Vorzeichen  absieht, 

sin^o? 
sm«/  = 


1  +  cos2(^ 

Dieser  Betrag  wächst  rasch  mit  (p  und  erreicht  seinen  größten  Wert  für 
^  =  90^;  hierfür  wird  sin«/  =  1 ,  w  =  90®,  2  a/  =  180®,  in  Übereinstimmung 
damit,  daß  die  Pole  der  Erde  als  Parallelkreise  der  Säule  abgebildet  werden. 
Es  ist  klar,  daß  man  diesen  Entwurf,  wie  auch  alle  andern  echten  Säulenentwürfe, 
nur  für  eine  Zone  verwenden  darf,  die  sich  mäßig  weit  vom  Gleicher  nach  Norden 
und  Süden  erstreckt. 

3*  Durch  geeignete  Verfügung  über  die  Zahl  n  kann  man  eine  möglichst 
günstige  Verteilung  der  Winkelverzerrung  erreichen,  z.  B.  daß  das  Verhältnis  der 
Halbachsen  des  Maßzugs  am  Rande  umgekehrt  gleich  dem  für  den  Gleicher  ist 

Hat  der  Rand  die  Breite  a ,  so  soll  also  die  Bedingung  erfüllt  sein 

woraus  folgt 

1)  -cos2a  =  «2,       fl  =  ^cosa     . 

Man  hat  also  die  Entwurfsgleichung 

sin  9? 


2)  f  = 


^cosa 
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Aus  der  Formel  für  die  Winkelverzeming 

_.  cosa  —  cos^Qo 

3)  sin7£/  = —     , 

cosa  +  cos^fp 

folgt  Winkeltreue  in  der  Breite  g?,  für  die 

COS9?  =  }cosa 

4.  Den  flächentreuen  Säulenentwurf  für  n  =  1  gab  Lambert,  Anmerkungen  und 
Zusätze  u.  s.w.,  Ostvvalds  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften  Nr.  54,  S.  60 — 62, 
in  gerader  und  in  querständiger  Anordnung.  Wegen  flächentreuer  Säulenentwürfe 
mit  «  <  1  vergleiche  man  Tissot-Hammer,  Netzentwürfe,  S.  100  und  101.  Zwei 
kleine  flächentreue  Säulenentwürfe,  einen  geraden  und  einen  querständigen,  findet 
man  bei  Breusing,  Das' Verebnen  u.  s.  w.,  Tafel  4,  Nr.  3  und  4;  eine  Nach- 
bildung dieser  letztem  Entwürfe  geben  wir  auf  Tafel  3,  C  und  D. 

5.  Wink  eltreu  er    Säulenentwurf.      Aus   der  Bedingung   für  Winkeltreue 

^^  costp  —  n  ,       f'=  - 


cos  9? 
folgt 

1)  C  =  «/tang(-;[-  +  |)     . 

Für  den  einfachsten  Fall  «  =  1   hat  man 


f  =  '^7  +  v)   ■■ 


das  Flächenverhältnis  ist  hier 

5  =  -^ 


cos^        cos  2  99 

Es  ist  für  (^  =  0,  am  Gleicher,  die  Einheit;  der  Gleicher  wird  also  hier, 
wie  bei  Lamberts  Säulenentwurf e,  flächentreu  und  winkeltreu  abgebildet;  mit  zu- 
nehmender Breite  (p  wächst  6*  zunächst,  in  der  Nähe  des  Gleichers,  nur  langsam, 
dann  aber  rascher,  und  w^ird  für  die  Pole  unendlich  groß;  die  Bilder  der  Pole 
sind  hier  in  unendlicher  Feme,  während  beim  flächentreuen  Entwürfe  die  ganze 
Erde  sich  auf  einem  Rechtecke  abbildet,  dessen  Höhe  der  (veijüngte)  Erd- 
durchmesser ist- 

6.  Dieser  Entwurf  ist  eine  Schöpfung  von  Gerhard  Mercator  (Kremer)  1569. 
In  der  Absicht,  einen  Entwurf  herzustellen,  dessen  Meridianbilder  gleichlaufende 
Gerade,  dessen  Parallelkreisbilder  dazu  rechtwinklige  Gerade  sind,  und  in  dem 
die  Richtungen  um  jeden  Punkt  herum  unverfälscht  wiedergegeben  werden,  ver- 
größerte er  jeden  Breitengrad  in  dem  Verhältnisse  des  Gleichers  zum  Breiten- 
kreise 99.  Dabei  war  er  sich  bewußt,  daß  er  die  gestellte  Forderung  auf  diese 
Weise  nicht  ganz  genau  erfüllte,  sondern  daß  dazu  nicht  ein  Fortschritt  um 
endliche,  sondern  um  unendlich  kleine  Breitenänderungen  nötig  sei,  der  damalige 
Stand  der  Mathematik  versagte  ihm  aber  die  Mittel,  die  klar  gestellte  Aufgabe 
durch  eine  genaue  Formel  zu  lösen. 

Die  querständige  und  zwischenständige  Anordnung  des  Entwurfs  ist  von 
Lambert  und  später  von  Gauss  angegeben  worden,  und  wird  daher  als  Lambert- 
Gauss'  konformer  Säulenentwurf  bezeichnet. 

7.  Mercators  winkeltreuer  Säulenentwurf  ist  besonders  deswegen 
wertvoll,  weil  er  in  einfachster  Weise  zwischen  zwei  Punkten  A  und  B  das  Bild 
der  loxodromen  Linie  zu  ziehen  gestattet,  d.  i.  der  Linie,  entlang  deren  ein 
Schiff  segeln  muß,  wenn  seine  Fahrtrichtung  jeden  Meridian  unter  demselben 
W'inkel  schneidet  Dieses  Bild  ist  auf  Mercators  Karte  offenbar  die  Gerade  AB; 
denn    diese    schneidet    alle    Meridianbilder   unter    demselben   Winkel,    und    diese 
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Winkel  sind  ihren  Urbildern  gleich.  Ist  dagegen  ein  Säulenentwurf  nicht  winkel- 
treu, so  ist  die  Gerade  AB  im  allgemeinen  nicht  das  Bild  der  Loxodromen;  denn 
es  schneidet  zwar  auf  der  Karte  AB  wieder  alle  Meridianbilder  unter  gleichen 
Winkeln,  diese  aber  haben  alsdann  im.  allgemeinen  nicht  gleiche  Urbilder. 

8.  ]^immt  man  n  nicht  der  Einheit  gleich,  so  kann  man  es  so  wählen,  daß 
die  Verteilung  der  Flächenverzerrung  möglichst  günstig  ausfällt,  etwa  so,  daß  das 
Flächenverhältnis  am  Rande  dem  am  Gleicher  umgekehrt  gleich  ist,  daß  also, 
wenn  wieder  a  die  geographische  Breite  des  Randes  bezeichnet, 

\cos9?/o       \  «r  /o 

woraus  sich  ergibt  > 

n  =  ycosa     . 

Flächentreue  herrscht  hier  in  der  Breite  9?,  für  die 

COS99  =  ycosa     . 

Wie  in  Nr.  3,  so  werden  auch  hier  die  Breitenkreise  cp  flächentreu  und 
winkeltreu  abgebildet. 

Mercators  winkeltreuen  Säulenentwurf  für  eine  Zone,  die  sich  vom  Glei- 
cher bis  zu  etwa  80^  nördlicher  und  südlicher  Breite  erstreckt,  hat  wohl 
jeder  geographische  Atlas.  Geradständig  findet  er  sich  bei  Schrader,  Prudent 
und  Anthoine,  Nr.  51,  Ozeanien,  1:60000000,  und  übereinstimmend  bei  Spamer 
Nr.  127/128.  Querständig  angewendet  ist  er  bei  Debes,  Nr.  32,  Rußland,  Entwurfs- 
pol 128®  östl.  L.  v.  Gr.,  1  :  8250000;  Nr.  48,  Nilländer,  Entwurfspol  124»  ösü.  L. 
v.  Gr.,  1:10000000;  zwischenständig  bei  Debes  Nr.  43,  Südostasien,  Entwurfspol 
450  nördl.  Br.,  207»  30'  östl.  L.  v.  Gr.,  1  :  10000000  und  Nr.  57,  Mittelamerika, 
Entwurfspol  45  ^  nördl.  Br.,  25  ^  ösÜ.  L.  v.  Gr.,  1:10000000. 

Wir  geben  den  Entwurf  auf  Tafel  10  geradständig,  für  Ozeanien  (nach  Spamer 
Nr.  127/128);  auf  Tafel  11  querständig,  für  Rußland  (nach  Debes  Nr.  32),  und 
auf  Tafel  12  zwischenständig,  für  Mittelamerika  (nach  Debes  Nr.  57). 

9.  Quadratische  Plattkarte  (d.  i.  echter  Säulenentwurf).  Dieser  Entwurf 
entspricht  dem  speichentreuen  ebenen  Entwürfe  insofern,  als  hier  die  Meridiane 
längen  treu  abgebildet  werden.  Entwirft  man  ein  Gradnetz,  in  dem  die  Meridiane 
und  Breitenkreise  für  gleiche  Winkelabstände  verzeichnet  sind,  so  zerteilen  die 
Meridian-  und  Breitenkreisbilder  die  Karte  in  quadratische  Felder.  Die 
Gleichung  des  Ent«i'urfs  ist  ^  - 

Für  die  bezeichnenden  Zahlen  ergibt  sich  daher 

^1  .  1  —  COS09  ^         ^  w 

S  =' ,       smw  = —  =  tang2  zl     . 

CO899  1  -f  COS99  2 

Die  Winkelverzerrung  wächst  langsamer,  als  beim  flächentreuen,  die  Flächen- 
verzerrung langsamer,  als  beim  winkeltreuen  Entwürfe. 

10.  Rechteckige  Plattkarte.     Nimmt  man  als  Entwurfsgleichung 

f  =  99,       «  <  1      , 

so  besteht  das  Gradnetz  aus  kongruenten  Rechtecken;  hierbei  ist 

o  «  coso?  —  n 

o  =     -       ,        sma;  = . 

cosq?  C0S9?  +  « 

Verlangt  man,  daß  an  den  Rändern  und  unterem  Gleicher  die  Flächen- 
verhältnisse umgekehrt  gleich  sein  sollen,  so  hat  man,  wenn  wenn  a  die  geo- 
graphische Breite  des  Kartenrandes  ist. 


_« 1 

cosa        n 


n  =}^ 


cosa 
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also  die  Entwurfsgleichung 

1)       :  =  ?>  , 

und  das  Bild  des  Gleicherbogens  k 

2)  A'  =  )/cö'sa.A     . 

Da  für  rechteckige  Plattkarten  die  eine  Halbachse  des  Maßzugs  gleich 
fl  =  1  ist,  so  ist  die  Bedingung  Sa  =  1  '  So  gleichbedeutend  mit  ^^  =  1 :  ^q»  es 
treten  also  für  Flächen-  und  Winkelverzerrung  gleich  günstige  Verteilung  für  den- 
selben Wert  n  =  j^cosa  ein. 

11«  Die  quadratischen  Plattkarten  waren  seit  dem  Anfange  des  13.  Jahrhunderts 
für  Seekarten  in  Gebrauch,  nicht  sowohl  wegen  der  Einfachheit  der  Herstellung 
des  Gradnetzes,  als  weil  man  sie  zum  Segeln  nach  der  lozodromen  Linie  in  der 
Weise  verwenden  zu  können  glaubte,  daß  man  als  Bild  der  Loxodromen  zwischen 
zwei  Kartenpunkten  A  und  B  einfach  die  Gerade  AB  annahm.  Soweit  bei  der 
Plattkarte  die  Winkelverzerrungen  nicht  erheblich  sind,  also  in  der  Nähe  des 
Gleichers,  beging  man  bei  dieser  Annahme  keinen  erheblichen  Fehler;  in  großem 
Entfernungen  vom  Gleicher  und  wenn  AB  eine  mittlere  Richtung  zwischen 
Meridianen  und  Parallelkreisen  hatte,  waren  die  gleichen  Schnittwinkel  der 
Geraden  AB  mit  den  Meridianbildem  keineswegs  die  Bilder  gleicher  Winkel  auf 
der  Erde,  die  Gerade  AB  war  also  auch  nicht  mehr  angenähert  als  Bild  einer 
Loxodromen  zu  gebrauchen.  Aus  dem  Wunsche,  diesen  „Fehler"  zu  verbessern, 
ging  Mercators  große  Leistung  hervor. 

Im  allgemeinen  aber  ist  es  nicht  zulässig,  die  quadratische  Plattkarte  mit 
der  Bemerkung  abzutun,  daß  sie  nur  in  der  Nähe  des  Gleichers  (bezw.  bei  all- 
gemeiner Ausführung  nur  in  der  Nähe  des  mittlem  Hauptkreises)  zu  gebrauchen 
sei,  weil  sie  in  größern  Abständen  erhebliche  Fehler  zeige,  wie  dies  z.  B.  bei 
Gretschel,  Lehrbuch,  S.  111,  Nr.  3  geschieht.  Es  ist  eben  jeder  Entwurf  ohne 
Ausnahme  „fehlerhaft",  der  MERCATORsche  winkeltreue  z.  B.  macht  in  Bezug  auf 
Meridianbogen  und  Flächen  in  größerem  Abstände  vom  Gleicher  viel  ärgere 
„Fehler"  als  die  quadratische  Plattkarte,  die  als  ganz  brauchbarer  vermittelnder 
Säulenentwurf  neben  allen  andern  ihren  Platz  behaupten  darf. 

Rechteckige  Plattkarten  waren  schon  dem  griechischen  Altertume  bekannt; 
Marinus  von  Tyrus  (100  n.  Chr.)  gilt  als  der  erste,  der  eine  rechteckige  Platt- 
karte entwarf;  sein  etwas  jüngerer  Zeitgenosse  Ptolemäus  (87 — 150  n.  Chr.)  gab 
ein  Lehrbuch  der  Geographie,  das  bis  zum  15.  Jahrhundert  maßgebend  war, 
und  worin  er  u.  a.  auch  ausführlich  über  die  Abbildung  der  Erdkugel  auf  die 
Ebene  handelt.  Für  eine  rechteckige  Plattkarte  zur  Darstellung  der  damals  be- 
kannten Gebiete  der  Erde  nahm  er  als  längentreuen  Breitenkreis  den  von  Rhodos 
an.  Man  vergleiche  den  historischen  Überblick  in  Zondervan,  Allgemeine 
Kartenkunde,  Leipzig  1901,  S.  14,  15  u.  fF. 

Die  zwischenständige  Anordnung  der  quadratischen  Plattkarte  verwendeten 
Frax^ois  und  Dominique  Cassini  (Vater  und  Sohn)  bei  der  von  ihnen  1745 — 93 
bearbeiteten  (älteren)  Carte  de  France  sowie  Soldner  für  die  Steuerblätter 
der  bayrischen  Landesaufnahme,  daher  wird  der  Entwurf  oft  als  Cassini-Soldners 
Entwurf  bezeichnet. 

12«  Zur  Darstellung  einer  Zone  bezw.  eines  Zonenausschnitts,  bei  denen 
die  Erstreckung  zu  beiden  Seiten  des  Gleichers  nur  mäßig  ist,  kann  man  einen 
gut  vermittelnden  Entwurf  durch  eine  geeignete  Reihenentwicklung  herstellen. 
(Vgl.  §  3,  Nr.  14.)     Man  setze 

1)  C  =  <P  +  ^<p^  +  B(p'^+ C(p"     ; 

alsdann  ist 
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b  n  n 

Wir  setzen  nun  fest,  daß  am  Gleicher  die  Karte  flächen-  und  winkeltreu 
sein  soll;  hieraus  folgt  ^i  =  1 ;  femer,  daß  das  Flächenverhältnis  und  das  Ver- 
hältnis der  Halbachsen  des  Maßzugs  von  der  Einheit  um  entgegengesetzt 
gleiche  Beträge  abweichen  sollen,  woraus  zunächst  ^  =  0  folgt  Die  Entwurfs- 
gleichung vereinfacht  sich  hiemach  zu 

4)  C  =  <P  +  ^9?^+ C^'^     • 

Bis  auf  Glieder  von  der  Ordnung  <p^  ist 

Sollen  die  Abweichungen  von  der  Einheit  in  beiden  Fällen  für  alle  vorkommenden 
Breiten  bis  auf  die  festgehaltene  Grenze  entgegengesetzt  gleich  sein,  so  hat  man 
die  Bedingungen 

2     ^         ^  720  2  ^720 

aus  denen  man  erhält 

Die  Gleichung  dieses  Entwurfs  ist  daher 

7)  \  a 

Für  kleine  Werte  von  9?,  wo  man  -^tp^  auch  an  den  Rändern  vernachlässigen 
darf,  kommt  man  auf  die  quadratische  Plattkarte  C  =  <p  zurück. 

13.  Jedes  Gebiet,  das  sich  von  einem  mittlem  Hauptkreise  y  aus  nahezu 
gleich  weit  nach  beiden  Seiten  erstreckt  und  seitlich  von  zwei  Ordinate nkreisen 
des  Grundkreises  y  begrenzt  wird,  eignet  sich  zu  einem  Säulenentwurfe.  Ist  y 
der  Gleicher,  so  ist  der  Entwurf  geradständig,  in  jedem  andern  Falle  ist  er  quer- 
oder  zwischenständig.  Zur  Herstellung  eines  Entwurfs,  der  nicht  geradständig  ist, 
schaltet  man,  wie  bei  ebenen  Entwürfen,  einen  stereographischen  Entwurf  ein, 
und  zwar  den  auf  eine  zu  y  gleichgestellte  Ebene.  Hat  man  zu  dem  Erdpunkte  P 
das  stereographische  Abbild  /^  gefunden,  so  entnimmt  man  aus  diesem  stereo- 
graphischen Entwürfe  die  Koordinaten  von  P  in  Bezug  auf  den  Grundkreis  y 
und  trägt  alsdann  P^  mit  Hilfe  von  n  und  einer  für  den  verlangten  Entwurf  be- 
rechneten Tafel  der  Funktion  f  ein. 

14.  Als  unechten  Säulenentwurf  schließen  wir  hier  den  ebenfalls  von 
Mercator  herrührenden  Entwurf  an,  bei  dem  zunächst  der  Gleicher  und  der 
Mittelmeridian  als  zwei  lotrechte  Gerade  und  längentreu  abgebildet  werden; 
die  Bilder  der  Breitenkreise  sind  dem  Gleicherbilde  gleich  gerichtete  Gerade 
und    ebenfalls   längentreu.     Ist   das   Bild   des   Gleichers   die   X-Achse,    das   des 
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Mittelmeridians  die    I^- Achse,   so  hat  man  als  Koordinaten  eines  Kartenpunktes 

X^  =  X  CO89?  ,       y^  r=  (p  ,        z^  =  0      , 


1) 


^^1  9   .  ^>'i        1 

=  —  /  sm^? ,       -^  =  1  , 


dx< 


cos  97 


dq) 


=  0, 


dq) 


=  0     , 


=  0     , 


dx         ^ '  ex     ^'     ex 

^1  =  1+  X'^sin^q)  f      /i  =  —  X  sin 9?  CO89? ,       g^  =  cos*9?     . 


Hieraus  folgt 

'1^1 — -^       A*  sin29?cos*93  +  co8*9?  —  X^sm*q)C08^q) 
-)         o    =  -  -     =  r  =  1      , 

^^  — /*  COS299 

dieser    Entwurf    ist    also    flächentreu.      Die    Bedingungsgleichungen    für    ent- 
sprechende  rechte  Winkel  sind  (§  1,  Nr.  5) 

.     3)  1  +  co8^q>'  kk'=0     , 

4)  1  +  A^sin*^?  —  >lsin9?cos9?(^  +  >^  +  cos^^?  .  kk'=  0     . 

Ersetzt  man  hier  kJ^  gemäß  3),  so  ergibt  sich 

5)  k  -\-  ^=  X  tang93     , 


daher  sind  k  und  k'  die  Wurzeln  der  Gleichung 


6) 


k^  —  >l  tang99  •  k  — 


cos^^? 


=  0 


woraus  folgt 


Für   den   zur  Richtung  q  gehörigen  Halbmesser   des  Maßzugs   hat  man 

(§  1,  Nr.  9) 

,_^_  et  +  2/,  ^  +  g^k^ 
^        ds^         e+  2/k  +  gk^ 

1  +  >l*  sin^^?  —  2X  sinq)  COS99  •  k  +  cos^y?  •  k^ 


Da  nun  nach  6) 


k'^  —  X  tang^?  •  k  = 


1  +  COS29?  •  k^ 


,        cos* 9?  •  k-  —  sin^pcos^p  •  >S  =  1      , 


so  folgt 


8) 


cos  ^9? 

2  -\-  X^  sin^q)  —  A  sin 99  cos 9)  •  k 
2  -\-  Xsmq)COsq>  •  k 


Setzt  man   hier   die  Werte    aus -7),   so    erhält   man   für   die  Quadrate   der  Halb- 
achsen des  Maßzugs 

an  _  yr+lTsTn-V  ±  X  sin 9? 

H  ~  ^l^  '+X'^  sin^  9)  qp  A  sin  9? 
Man  hat  daher 

y4  -f-  A*  sin 29?  -|-  Xsmq) 


9) 


«2  = 


y4  +  A*  sin  2  9?  —  isin9? 


a 
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Für  den  Sinus  der  halben  größten  Winkelverzerrung  hat  man 

a  —  b       or  —  1  Asin^? 


10)  sin«/  = 


a-^b       a^+1       yr+A«  sin  2<^ 


Die  Winkelverzerrung  hängt  daher  hier  von  beiden  Parametern  k  und  (p  ab  und 
ist  mit  dem  Produkte  Jlsin^?  beständig.     Setzt  man 


smw  = 


l 


jl^sin'^9? 


+  1 


so  erkennt  man,  daß  w  dort  am  größten  wird,  wo  X&inq>  am  größten  ist;  wenn 
die  Karte  ein  Rechteck  ist,  dessen  Mittellinien  die  Koordinatenachsen  sind,  so 
kommen  die  größten  Winkelverzerrungen  an  den  vier  Ecken  vor. 

Es  bedarf  wohl  nicht  der  Bemerkung,  daß  auch  dieser  Entwurf  nach  Be- 
dürfnis anders  als  geradständig  ausgeführt  werden  kann. 

15.  Wie  schon  erwähnt,  rührt  dieser  Entwurf,  der  sich  durch  einfache  Kon- 
struktion des  Gradnetzes  auszeichnet,  zweifellos  ebenfalls  von  Mercator  her; 
benannt  wird  er  zumeist  nach  Nicolas  Sanson,  der  von  diesem  Entwürfe  um  1650 
mehrfach  Gebrauch  machte,  oder  nach  Flamsteed,  der  ihn  in  seinem  Himmels- 
atlas (1700—1729)  anwandte. 

Man  findet  ihn  bei  Schrader,  Prudent  und  Anthoine,  Nr.  43,  Asiatischer 
Archipel,  1:12500000;  Nr.  46  und  47,  Afrika  1:300000;  Nr.  48,  Nordwest- 
afrika; Nr.  49,  Nordostafrika;  Nr.  50,  Südafrika,  1:15000000;  übereinstimmend 
damit  bei  Spamer,  Nr.  113/114,  Nr.  115/116,  Nr.  117/118,  Nr.  119/120 
und  Nr.  121/122.  Die  Netzentwürfe  Schrader  u.  s.  w.  Nr.  48,  49,  50  und 
Spamer,  Nr.  117/118,  Nr.  119/120,  Nr.  121/122  sind  die  geometrisch  ähnlichen, 
auf  den  doppelten  Maßstab  gebrachten  entsprechenden  Teile  der  Entvi'ürfe  des 
ganzen  Erdteiles.  Wir  können  dieses  Verfahren  nicht  billigen.  Es  hat  schlechter- 
dings keinen  Sinn,  die  großen  Randverzerrungen  der  Übersichtskarte  auf  die 
Karten  größern  Maßstabes  zu  übertragen  und  diese  dadurch  geradezu  zu  ver- 
derben. Hier  mußten  selbständige  Entwürfe  gewählt  werden.  Wollte  man  Flächen- 
treue beibehalten,  so  war  etwa  ein  flächentreuer  echter  ebener  am  Platze,  dessen 
Entwurfspol  natürlich  nicht  die  Mitte  der  Übersichtskarte,  sondern  die  des  dar- 
gestellten nordöstlichen  Teiles  von  Afrika  u.  s.  w.  hätte  sein  müssen. 

Außerdem  ist  der  Entwurf  noch  angewandt  bei  Schrader,  Prudent  und 
Anthoine  Nr.  61  und  Nr.  62,  Südamerika,  1:30000000,  sowie  Nr.  63  und 
Nr.  64,  nördlicher  und  südlicher  Teil  von  Südamerika,  1:15000000,  und  dem- 
entsprechend bei  Spamer,  Nr.  143/144,  Nr.  145/146,  Nr.  147/148,  Nr.  149/150. 
Auch  hier  sind  die  Netzentwürfe  der  Karten  großem  Maßstabes  ähnliche  Ab- 
bilder der  betreffenden  Teile  der  Übersichtskarten;  dagegen  läßt  sich  bei  dem 
nördlichen  Teile  Südamerikas  nichts  einwenden,  da  das  dargestellte  Gebiet  sich 
ungefähr  gleich  weit  nördlich  und  südlich  vom  Gleicher  erstreckt;  der  Ent\i'urf  für 
den  südlichen  Teil  von  Südamerika  kann  aber  nur  als  unzweckmäßig  bezeichnet 
werden,  wie  auch  für  die  Darstellung  des  ganzen  Südamerika  ein  besser  geeigneter 
fiächentreuer  Entwurf  zu  empfehlen  sein  möchte. 

Auf  der  Tafel  13  findet  sich  der  Entwurf  für  Afrika  (nach  Spamer  Nr.  115/116). 

16.  Es  bedarf  nur  eines  Hinweises,  daß  auch  bei  quer-  oder  zwischen- 
ständigen Säulenentwürfen  die  Berechnung  von  Tafeln  zur  Änderung  der  Ko- 
ordinaten durch  Zwischenschaltung  eines  stereo graphischen  Entwurfs  vermieden 
werden  kann.  Ist  die  Ebene  des  stereographischen  Entwurfs  senkrecht  zur 
Säulenachse ,  so  entnimmt  man  aus  dem  stereographischen  Entwürfe  sofort  die 
geänderten  Koordinaten  der  Netzknotenpunkte  u.  s.  w.  (§  3,  Nr.  5). 

86* 


-yi    ««-c 
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§  5.     Kegelentwürfe. 

!•  Bei  einem  echten  geradständigen  Kegelentwurfe  legen  wir,  wie  schon 
oben  bemerkt,  einen  Umdrehungskegel  zugrunde,  dessen  Achse  die  Erdachse  ist, 
betreffs  dessen  Öffnung  wir  uns  aber  vor  der  Hand  den  Entschluß  noch  vor- 
behalten. Die  Meridiane  werden  durch  die  Spuren  ihrer  Ebenen  auf  dem  Kegel- 
mantel, die  Breitenkreise  als  Parallelkreise  des  Kegels  abgebildet  Legen  wir 
für  den  Kegel  die  Koordinatenebenen  durch  die  Spitze  und  nehmen  die  Erd- 
achse als  Zi" Achse,  und  bestimmen  wir  einen  Punkt  P  der  Erde  durch  Pol- 
abstand d  und  Länge  Jl,  so  ist  für  die  Erde  (§  3,  Nr.  1) 

X  =  sind  cos  i. ,      ^  =  sind  cos2  ,       z  ==  cosd     , 

€  =  1  ,      /=0,       ^  =  sin2d     . 

Bezeichnet  man   den  Sinus   der  halben  Kegelöifnung  mit  n,  mit  ^  den  Abstand 
eines  Kegelpunktes  von  der  Spitze,  so  hat  man  für  das  Bild  P^ 

jCj  =  « f  cosA  ,  y^  =  nC sinA  , 

_  =  _«fsmA,        _  =  «CcosA,  ^^ 

2)  ^l=r^       /i  =  0,       g,=n^C'     . 

Hieraus  ergibt  sich  das  Flächenverhältnis 

3)  S  =  ^    . 

smd 

die  Halbachsen  des  Maßzugs 

4)  a  =  C,       *  =  ^.. 

smd 

und  die  Winkelverzerrung 

.,  .  C'sind  — «t 

o)  smw  =       .       -—  -      . 

Csmd  +  nC 

2.  Lamberts  flächentreuer  Kegelentwurf.  Soll  der  Entwurf  flächen- 
treu sein,  so  muß  für  das  ganze  Gebiet  die  Gleichung  gelten 

«f  ^=  sin<5     , 
aus  der  man  durch  Integration  erhält 

-  C   ==  ^  —  cosö     , 
wobei  m  die  Integrationskonstante  ist;    hieraus  folgt 

c  =  1/— y»*  —  cos^  . 

über  die  beiden  Konstanten  des  Entwurfs,  m  und  n,  kann  man  nun  so  verfügen, 
daß  zwei  geeignete  Bedingungen  erfüllt  werden. 

Wird  verlangt,  daß  l  mit  ö  verschwindet,  daß  also  die  Kegelspitze 
das  Bild  des  Pols  ist,  so  muß  w  =  1  sein,  und  man  erhält  die  Entwurfsgleichung 

1)  f_  sm-        . 
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Für  die  WinkelveTzerrung  erhält  man 

«ff  sind  —  «»  C^       sin  M  —  4  «  sin«  ^<J 


2) 


sm«'  = 


«ff' sind  +  «2^«       sin^d  +  4«sin«|d 

co8«|d  — n  • 

cos2^d  +  « 


Man  kann  n  so  wählen,  daß  der  Entwarf  für  den  Polabstand  a  winkeltreu 
ist;    dann  muß 

n  =  cos-J-a 
sein,   und  man  hat 

3)  C=-  V-8mi<5    . 
^  cos^a  * 

cos^ld  —  cos^la 

4)  siTLW  =  5Tin iT"     ' 

8.  Kegelrumpfentwurf.  Zur  Darstellung  einer  Zone  um  den  Pol  herum, 
oder  eines  Ausschnitts  einer  solchen,  kann  auch  ein  Entwurf  in  Betracht  kommen, 
für  den  n  von  1  verschieden,  also  die  Kegelspitze  nicht  das  Bild  des  Pols  ist, 
sondern  der  Pol  sich  auf  dem  Kegel  als  Parallelkreis  abbildet;  das  ist  ebenso 
zulässig,  wie  der  Umstand,  daß  bei  Säulenentwürfen  eine  Gerade  das  Bild  des 
Pols  ist  Indem  man  dann  über  zwei  Konstante  willkürlich  verfügen  kann,  ist 
man  in  der  Lage,  möglichst  günstige  Bedingungen  für  die  Winkelverzerrungen  zu 
erfüllen.  Wir  wollen  verlangen,  daß  für  die  Rand-Polabstände  a  und  ß  die  Maß- 
züge  gleiches  Achsenverhältnis  haben  und  daß  für  den  mittlem  Polabstand  y 
des  Gebietes  das  Achsenverhältnis  des  Maßzugs  dem  am  Rande  umgekehrt  gleicht 
Geht  man  von  a  und  ß  nach  y,  so  muß  man  zu  unendlich  vielen  Paaren  von 
Polabständen  a'  und  ß^  kommen,  die  gleiches  Verhältnis  der  Achsen  des  Maß- 
zugs haben;  insbesondere  muß  es  zwei  Polabstände,  einen  zwischen  a  und  ^, 
den  andern  zwischen  y  und  ß  geben,  wo  Winkeltreue  herrscht;  im  Polabstande  y 
fallen  zwei  solche  Werte  a'  und  ß'  in  einen  zusammen.  Für  jedes  solche  Paar 
a!  und  ß'  gilt  die  Gleichung 

also 

sin  2a'  sin  2^' 


m  —  cosa'       m  —  cos/J' 
m  (sin  2^'  —  sin  ^a^  =  sin  ^ß'  cosa'—  sin  «a'  cos  /?'     , 

»i(cos2a'—  cos2^)  =  cosa'—  cosj8'+  cosa' cos /J' (cosa'—  cos/l?') 

woraus  folgt 

.  1  +  cosa  cos p' 

1)  M   =   ; rrr—         • 

cosa  +  cosif 
Da 

1  +  cosa'  cos/S'=  i  [1  +  cos  (a'-  ß!)]  +  i  [1  -  cos  (a'+  ßT)] 

=  cos2|(a'-/?')  +  cos2|(a'+/9')     , 
und 

cosa'+  cQsß'=  2  cosi(a'—  ß')  co8|(a'+  /?')     , 
80  hat  man  auch 

2)  «  =  ^  /cosiK±^      co8i(a'-  ßr)\ 

'  2  Vcos  I  (a'  -  ^')       cos  i  (a'  +  /?')/     ' 
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Setzt  man   hierin   für   das  Wertpaar  a'  und   ß^  den    besondern  Wert  y,   so 
erhält  man 

cosy  A = — —-  A —  — -  ^— ^ 

-^  ^  cos  y       cos  |(a'  —  ßTj  ^  cos  \{a'  +  ß') 

woraus  sich  ergibt  • 

3)  cos,  =  ^°-^-i^:±|)     . 
^  ^       cos\{a'-ß') 

Ersetzt  man  hier  a'  und  ß'  durch  a  und  ß,  so  folgt 

..  cos\{a  +  ß) 

4)  cosy  = f4-       ^.     • 

Ferner  folgt  für  die  Winkelverzerrung  (vgl.  Nr.  1,   5)) 

■.^  sin^d  —  2  n(pi  —  cos  d) 

5)  sinw  =  —  — r 

sin^  o  -\-  2  n  (m  —  cos  d) 

Für  die  Polabstande  a'  und  ß^  hat  man  aus   1) 


6) 


sin*a'  -,  sin-/f 

m  —  cosa  =  — ^  ,         m  —  cos^  = 


cosa'+ cos/^' '  cosa'+cos)?' 

cosa' +  cos/S'— 2«       ..      . 
cosa  +  cos/T  +  <i  « 


Da  nun  für  a  und  y  die  Winkelverzerrungen   entgegengesetzt   gleich   sein   sollen, 

so  folgt  '  _ 

cosa  +  cosp  —  2  «  cosy  —  n 

cosa  +  cos/S  +  2  «  cosy  +  « 

woraus  sich  die  zweite  Zahl  n  ergibt;  man  erhält 

«2  =  ^(cosa  +  cos/?)  cosy     , 
und  hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  4) 

7)  n  =  cos^(a  +  ß)     . 

Für  die  Polabstände  e^  und  eg  ,  in  denen  die  Abbildung  winkeltreu  ist,  folgt 
aus  3)  und  6),   wenn   man   a'  und  ß'   durch   e^  imd  e^  und   w   durch   0    ersetzt, 

Icos|(€i  +  e^) 
--'  \T  ^  =  cosy     , 

cos|(£i  —  eg) 
cosci  4"  cosfg  =  2  « 
Benutzt  man  hier 

cos£i  +  coscj  =  2  cos4(ci  —  €2)  cos i  (^1  +  ^2)     » 
so  folgt 

cos|^(fi  —  €2)  •  cos^  (ci  -j-  £2)  =  «     • 

Hieraus  und  aus   9)  und   10)  folgt 

[      cos|(6i  +  h)  =  -p-'  /    --^^     » 
9)  j  Vcos^a-^) 

l      cos|(£i  —  £0)  =  ycosV(a  —  ß)     . 

Die   schlechthin   größte   Winkelverzerrung  IV  kommt   am   Rande,    sowie    im 
Polabstande  y  vor,  und  man  hat 

.    .,r      cosy  —  n       l--cosi(a  —  ß)  .. ,  ,  . 

10)  sin;f"=        '^    —    = f^ \    =  tang2-}(a  —  ß)     . 

^  cosy  +  «       l  +  cos|(a~/^)  ^    *^         '^ 
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Für  zwei  zusammengehörige  Polabstande  a'  und  ß'  bemerke  man  noch   die 
ans  3)  und  4)  folgende  Beziehung 

co^\{a'-ß^)  ^cos\{a-ß)     . 

co8|(a'+^       cosi(a+^)     ' 
ersetzt  man 

co8^(a'  —  /?')  =  cos^a'  cos^^  +  sin^a'  sin-J^jS'   u.  s.  w., 

und  beseitigt  die  Nenner,  so  erhält  man  sofort 

11)  tang-|^a'tang|/?'=-  tang|atang^/8  =  tang^^y     , 

die  man  dazu  benutzen  kann,   aus  einem  Polabstande  af  den  zugehörigen  ß>    zu 
finden. 

Mit  Hilfe   dieser  Formeln  läßt  sich   schließlich  noch   ^  vereinfachen;   denn 
man  hat,  wenn  d  und  d^  zueinander  gehörige  Polabstände  sind 

sin*i  sin*i 

cosd  +  cos^i       2  cos^(()  +  d{)  co8-J^(d  —  d^) 


Da  nun  femer 


cos|(3  +  ^i)  ^  cos|(q  +  ß) 
cos^(^  —  d^       cos-J-(a  —  ß) 


so  ist 


cosi(,J  +  6,) .  co8i(<J  -  6,)  =  ^°'^j°  ^  g cos» i(a  +  \)     , 


und  daher  schließlich 


12)  C=  ^  ''^'- 


ycos|(a  -  ß)     cos  i  (^  +  ^i) 

Man   kann    bei   der  Ausführung   dieses   Entwurfs   die   Formeln   in    folgender 

Reihe  benutzen: 

cosl(a  4-  ß)  , ,  ,  , 

a)  cosy  =  ^^  ' '    _  "7  ;  b)  tangl^i  =  tang»|y  .  cot^i     ; 

-  1  sind 

c)  C  = 


d) 


Ycösiia  —  ß)     cos|(a  +  dl) 

cos|(£i  +  62)  =  ^^  "      ^    ,         cos|(ci  -  gjj)  =  ycos|(a  -  ß)    ; 

ycos|(a  —  /S) 


cos(J  +  cosdi  —  2  cos4(a  -{-  B)  ^         ,    „,  .  .  , 

e)      sin«;  = ^ ^---- ^  J-^  ,  f^       sin^=  tang«i(a  -  ß)  . 

C080  +  cos  Ol  +  2  cos^(a  +  p) 

4*  Den  flächentreuen  Kegelentwurf  gab  Lambert  in  der  schon  mehrfach 
angeführten  berühmten  Abhandlung,  Ostwalds  Klassiker  u.s.w.  Nr.  54,  §  108 
und  109. 

Die  zweckmäßige  Bestimmung  der  Konstanten  rührt  von  Albers  her:  Be- 
schreibung einer  neuen  Kegelprojektion,  Zachs  monatliche  Korrespondenz,  No- 
vember 1805;  vergleiche  ajich  Tissot- Hammer,  Die  Netzentwürfe  geographischer 
Karten,  S.  141.  Der  von  Albers  abgeänderte  Lambert  sehe  Entwurf  wird  als 
Kegelrumpfentwurf  von  Albers  bezeichnet. 

Gretschel,  Lehrbuch  der  Kartenprojektion,  Tafel  III,  Figur  XIX,  gibt  das 
Gradnetz  einer  nördlichen  Halbkugel  nach  Albers. 

Anwendungen  trifft  man  bei  Andree,  S.  178/179,  Nebenkarten  zu  Südamerika, 
geradständiger  flächentreuer  Kegelentwurf;  S.  174/175,  Nebenkarten  zu  Südamerika, 
schiefachsiger,  flächentreuer  Kegelrumpfentwuri. 
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5,    Lamberts    winkeltreuer    Kegelentwurf.      Die    Differentialgleichung 
für  Winkeltreue  _ 

1)  ^  =  1 

liefert  durch  Integration 

/f  =  ^/tang^d  +  ^     , 


2) 


f  =  cta.ug'^^d     . 


Die  Zahl  c  hat  auf  die  Gestaltung  des  Entwurfs  keinen  Einfluß,  denn  ein 
Wechsel  von  c  bedeutet  nur  den  Übergang  zu  einem  ähnlichen  Bilde;  sie  ist 
übrigens  der  Halbmesser  des  Gleicherbildes.     Das  Flächenverhältnis  ist 


o  —             - 

smd 

• 

Ersetzt  man  hier  nach 

1) 

• 

«fr=r*8in^ 

* 

so 

erhält 

man 

5-C'* 

• 

Da 

nun  nach  2) 

c 

n  c 

tang"— i-J-i 

n  c 

sin" 

-^\^ 

2 

cos^^d 

2 

cos" 

-+4^ 

so 

ergibt 

sich 

3) 

«  —  2 

i«5 

1  1 

• 

Soll  in  den  Rand-Polabständen  a  und  ß  gleiches  Flächenverhältnis  sein,  so  muß 

sin«"- «|a  _  sin««-«|/J 
cos««+2|a  ^  co"8«"«+^^     ' 

tang*"— *^a       cos^^a 
tang2«-2|^""  cos^|)8 

Hieraus  ergibt  sich  für  «  die  Gleichung 

^  ^    tangl^  co8|/? 

Für  das  vorkommende  kleinste  Flächenverhältnis  (die  größte  Abweichung  von 
der  Einheit)  ist  ^  /  c* 


db 


=  0 


d.  i. 


sm-J^d  cos^o 


folglich 

cosd  =  n 

führt  man  dies  in  S  ein,  so  erhält  man 

n^ c^     tang**— «J-^       *'2''*     ^i  -L-  ««M— « 


9  •    — 

Omin   


cos^l^  4        Vi  —  «/  (1  +  «)* 


«2^2 


(1  —  «y-« .  (1  +  «)^+' 
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6.  Aach  dieser  Entwurf  ist  eine  Schöpfung  Lamberts,  Anmerkungen  und 
Zusätze  u.  s.  w.,  Ostwalds  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften,  Nr.  54,  §  47 
bis  56,  S.  24  u.  ff.;  über  die  Konstante  verfügte  Labibert  in  §  51  und  §  53  in 
andrer  Weise,  als  es  oben  geschehen  ist,  in  §  53  nämlich  so,  daß  zwei  Breiten- 
kreise sich  längentreu  abbilden  (oder  nach  Breusings  Ausdruck,  mit  Abweitungs- 
treue  in  zwei  Polabstanden). 

Man  sehe  Debes,  Nr.  12a  Europa,  Flüsse  und  Gebirge,  12b  Europa,  poli- 
tische und  Verkehrsübersicht,  12c  Europa,  Sprachen  und  Völker,  1:12000000, 
geradständig;  Nr.  39,  Nordasien,  1 :  15000000;  Nr.  40,  Westasien,  1 :  10000000; 
Nr.  42,  Südasien,  1:10000000;  Nr.  44,  Ostasien,  1:10000000;  Nr.  46,  die 
Atlasländer,  1:10000000;  Nr.  52,  Australien  und  PoljTiesien,  1:27000000; 
Nr.  55,  Vereinigte  Staaten- mit  den  angrenzenden  Teilen  von  Britisch  Nordamerika 
und  Mexiko,  1:10000000;  Nr.  59,  Mittleres  Südamerika,  1:11000000,  diese 
alle  ebenfalls  geradständig;  Nr.  49,  Westafrika,  1:10000000,  zwischenständig, 
Projektionspol  10®  südl.  Br.  und  5®  westL  L.  v.  Gr. 

Auf  der  Tafel  14  findet  sich  der  Entwurf  geradständig  für  Australien  (nach 
Debes  Nr.  52),  auf  Tafel  15  zwischenständig  für  Westafrika  (nach  Debes  Nr.  49). 

7.  Ptolemäus*  speichentreuer  Kegelentwurf.  Die  Abbildung  erfolgt 
auf  einen  Kegel,  der  die  verjüngte  Erdkugel  entlang  des  mittlem  Breitenkreises 
des  dargestellten  Gebietes  berührt;  dieser  Kreis,  sowie  die  Meridiane  werden 
längen  treu  dargestellt 

Ist  y  der  Polabstand  der  Gebietsmitte,  so  sind  die  Gleichungen  des  Entwurfs 

1)  f  =  tangy  —  y  +  d  ,       ii  =  siny  •  X     . 

Die  Halbachsen  des  Maßzugs  sind 

cosy(tangy  —  y -\- S)      siny  —  ycosy  +  dcosy 

«  =  r=l»       ^  = r— i = T—\ » 

sm  o  sm  o 

daher  ist  das  Flächenverhältnis 

siny  —  y  CQ^y -\- b  co^y 
sin(5 

und  der  Sinus  der  halben  größten  Winkelverzerrung 

„.  sineJ  —  siny  +  (y  —  <5)  cosy 

3)  smtt/  = 

sin^  +  siny  —  (y  —  S)  cosy 

8«  Eine  bessere  Verteilung  der  Verzerrungen  erzielt  man,  wenn  man  davon 
absteht,  daß  der  Kegel  die  verjüngte  Erdkugel  berührt,  indem  man  die  Entwurfs- 
gleichungen benutzt 

1)  C  =  ^  +  <5»       ii=«A, 

und  die  Zahlen  m  und  n  so  bestimmt,  daß  geeignete  Bedingungen  erfüllt  werden. 
Man  hat  hier 

2)  .  =  1.    *  =  ^  =  ^^!i+i)   . 

smo  smd 

Für  das  Flächenverhältnis  und  die  Winkelverzerrung  hat  man 

sm 0  sind  -{-  n{m  -\-  ö) 

Flächentreue  und  Winkeltreue  treten  hier  daher  immer  an  derselben  Stelle 
auf,  nämlich  unter  der  Bedingung 

4)  sind  —  n{M  -\-  d)     . 
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Wird  nun  verlangt,   daß  die  Verzerrungen  an   den  Rändern  gleich   sind,   so 
ergibt  sich  für  m  die  Bedingung 

m-\-  a       fn  -\-  ß 

sina  sin^ 

und  hieraus  folgt 

Äsina  — asini?  m-\-a       «  +  i5  ß  —  a 

5)  m  =  ^  r  _        r 


smß  —  sina  sina  sin^         sin^  —  sina 

Die  Halbachse  b  des  Maßzugs  und  damit  die  Verzerrungen  erhalten  ihren 
kleinsten  Wert  für  den  .Polabstand  y,  der  aus  der  Gleichung  folgt 

siny  —  {m  -|-  y)  cosy  =  0     , 

daher  ergibt  sich  für  y 

6)  tangy  —  y  =  m     . 

Zur  Auflösung  dieser  Gleichung  kann  man  des  Verfassers  fünfstellige  Loga- 
rithmentafel*) benutzen,  die  auf  Seite  54  —  56  die  Zahlen  Arcus,  Sinus  und  Tan- 
gente in  nebeneinander  stehenden  Spalten  enthält;  durch  Vergleich  der  Arcus- 
spalte  mit  der  Tangentenspalte  findet  man  die  Auflösung  von  6)  mit  geringer 
Mühe  bis  auf  10'  genau,  und  dann  bis  auf  V  durch  gewöhnliche  geradlinige 
Einschaltung. 

Der  kleinste  Wert  für  b  ist 

^  n  tangy  n 

()  by  =  — : = . 

'  sm  y  cos  y 

Sollen  nun  die  in  y  herrschenden  Verzerrungen  denen  an  den  Rändern 
entgegengesetzt  gleich  sein,  so  ergibt  sich  für  n  die  Bedingung 

,         1                                       sina            sinÄ  —  sina 
by  =  ,    ,  «secy  =  -      --    — -  = ^--r , 

Hieraus  folgt  die  zweite  wesentliche  Zahl  des  Entwurfs  zu 


l/cosy  (sin/? -sina) 

^)  «  =  |/ jir-a • 

Mit  Hilfe  dieses  Wertes  hat  man  für  die  größten  Verzerrungen 

Qx         k  n(ß  —  a)         cosy  cosy  .  «  —  cosy 

9)         b  =    .    '         ;   -  =« ,  S  =  b  = ,  smw  =  — ; . 

smp  —  sma  n  n  «  +  cosy 

Die  Polabstände  Cj  und  e^ ,  in  denen  keine  Verzerrungen  stattfinden,  er- 
geben sich  als  Wurzeln  der  Gleichung 

10)  : =  1  ,  sm«  —  e  =  m     . 

sm£  n 

Um  sie  aufzulösen,  schreibt  man  für  eine  zwischen  a  und  ß  enthaltene,  von 
Grad  zu  Grad  fortschreitende  Reihe  von  Winkeln  (p  die  Spalten  auf 

,    .     ,  ,   1        1  .  1  . 

logsm93  +  log — »  — sm99  ,  arc^? ,  — sm9?  —  arc^?     . 

n  n  n 

Aus  dieser  Hilfstafel  erhält  man  die  Wurzeln  von  10)  bis  auf  1®  genau, 
und  durch  gewöhnliche  Einschaltung  dann  die  genügend  genauen  Auflösungen. 
In  der  Hilfstafel  muß  der  Mindestwert  von 

1     . 

—  svaq?  —  arcQ9 
n 

dem  Werte  q?  =  y  entsprechen. 


*)  Heger,  Fünfstellige  Logarithmen.  Leipzig,  Teubner  1900. 
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9.   Wendet  man  diese  Formeln  auf  Gebiete  an,  die  39®  mittlem  Polabstand, 
entsprechend  dem  Deutschen  Reiche,  haben,  so  erhält  man: 

a  =  360,     .    /?  =  420     , 
1)  {    i«  =  0,12823,         y  =  38<>55',3,         «  =  0,77732     , 

5y=  1,00076,         a/y=0or20"     ; 

a  =  35\         /?  =  430     , 
»1  =  0,12774,         y  =  38054',3,         «==0,77738     , 


2) 


Sy=  1,0011  ,  a;y=00  1'53'' 


a  =  340,         ^  =  440     , 
3)  {    w  =  0,12697,         y  =  38048',7,         «  =  0,77770     , 

5y=  1,00194,         Wy^^O^yW     . 

Man  kann  daher  sicher  für  den  zweiten  Fall,  aber  unbedenklich  auch  für 
den  dritten  die  Abbildung  praktisch  als  grün  dr  iß  treu, '  d.  i.  als  flächen-  und 
winkeltreu,  bezeichnen.  Man  würde  zu  nahezu  demselben  Ergebnisse  gelangt  sein, 
wenn  man  auf  die  Gebiete  einen  geradständigen  flächentreuen  oder  winkeltreuen 
Entwurf  angewendet  hätte ;  im  ersten  Falle  wäre  die  Winkelverzerrung,  im  andern  die 
Flächenverzerrung  etwas  größer  ausgefallen  als  bei  dem  obigen  vermittelnden  Entwürfe. 

10.  Einen  echten  Kegelentwurf  mit  zwei  längentreuen  Breitenkreisen  hat 
schon  Mercator  1585  verwendet;  De  l'Isle  (oder  De  Lisle,  1688  — 1768)  legte 
ihn  der  von  ihm  entworfenen  Karte  des  russischen  Reiches  zugrunde  und  glaubte 
die  Verzerrungen  möglichst  zu  mildern,  indem  er  die  beiden  längentreuen  Breiten- 
kreise vom  nördlichsten  und  südlichsten  des  Gebietes  um  den  vierten  Teil  der 
gesamten  Breitenausdehnung  entfernt  annahm.  Leonhard  Euler  stellt  1777  (De 
projectione  geographica  De  Lisliana  etc.,  deutsch  von  Wangerin  in  Ostwalds 
Klassikern  der  exakten  Wissenschaften,  Nr.  93,  S.  53)  die  Forderung  gleicher  Ver- 
zerrungen an  den  Rändern  und  entgegengesetzt  gleicher  Meistverzerrung  im  Innern 
der  Karte  auf,  versteht  aber  unter  Verzerrung  nicht  das  Verhältnis  eines 
Längengradbildes  zur  wahren  Größe,  sondern  den  Unterschied  beider  Strecken, 
und  ver\i'endet  außerdem  im  Verlaufe  seiner  Rechnung  die  nur  als  grobe  An- 
näherung zu  bezeichnende  Annahme,  daß  die  innere  Meistverzerrung  in  der 
mittlem  Breite  stattfinde.  Euler  wendet  seine  Formeln  auf  die  Karte  des 
russischen  Reiches  an,  begrenzt  von  70®  und  40®  Breite,  entsprechend  also  a  =  20® 
und  j8  =  50  ®  in  unsern  Entwicklungen.     Die  obigen  Formeln  ergeben  dann 

/«  =  0,07325,       y  =  32®58',3,       ^a  =  ^/?  =  1.0178     . 

E.  Debes,  Nr.  11,  Mittelländisches  Meer,  1:8250000;  Nr.  13,  Mittel-Europa, 
Verkehrskarte,  1:3500000;    Nr.  56,  Östliche  Vereinigte  Staaten,  1:20000000. 

Die  Karten  des  Deutschen  Reiches  und  seiner  Teile  und  andrer  Gebiete 
von  ähnlicher  Ausdehnung  sind  bei  Debes,  wie  bei  Andree  und  Spamer  in  Kegel- 
entwürfen ausgeführt;  innerhalb  der  Grenzen  der  Karte  ist  es  bei  dieser  großen 
Anzahl  Karten  gleichgültig,  ob  der  Entwurf  ursprünglich  als  flächentreuer  oder 
winkeltreuer  oder  irgendwie  vermittelnder  gedacht  worden  ist. 

Die  Tafeln  16  und  17  geben  Ptolemäus'  speichentreuen  Kegelentwurf  nach 
Spamer  Nr.  23/24,  und  De  l'Isles  Entwurf  nach  Debes  Nr.  13. 

11.  Kegelentwürfe  für  Zonen  von  mäßiger  Breite,   begründet  auf 

Reihenentwicklung.     Ist  v  der  Meridianbogen  zwischen   dem   Punkte   P  des 

Gebietes   und   einem   gewissen   mittlem  Breitenkreise,   dessen    Polabstand  Öq    sei, 

so   daß  also  .        . 

0  =  ÖQ  +  v     , 
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80  setzen  wir      ^^  ^  =^  A -^  Bv  +  Cv^  +  Dv^  +  . . . 

Ferner  sei  2    __  ^  5 

Da  man  hat 

sini  =  sin(iQ  -\-  v)  ^^  sin^o  +  cos^o  >  v  —  \  sitlÖq  v^  —  -J-  cos^q  z;^  +  . . . 

Sin  o       sin  Oq 
so  folgt  für  die  Halbachsen  des  Maßzags 

Ia  =  B-\-2Cv  +  ^Dv^  +  ...     , 
b  =  -^^{A  -\-Bv  +  Cv^ -{-... )[\  —  001^0  2^  +  (i  +  cot2ao)z'2  +  . . .]     . 
smOo 

Wir  wollen  nun  zunächst  verlangen,  daß  die  Abbildung  entlang  des  Mittel- 
parallels  d^  flächen-  und  winkeltreu,  daß  also  a=a^  =  l  fürt^  =  0  sei. 
Hieraus  folgt  3^  nA^AU^,     B^\     . 

Es  werde  femer  verlangt,  daß  a  und  b  keine  Glieder  enthalten,  die  für  v 
von  der  ersten  Ordnung  sind.     Dies  führt  zunächst  auf  die  Bedingung 

4)  C=0     .  . 

Setzt  man  dies  in  b  ein,  so  erhält  man 

b  =    .        (A  +  v  +  . .  .)(1  —  cot^o  V  +  . . .)     . 
sin  Oq 

In  Rücksicht  auf  3)  ergibt  dies 

b  =  1  —  (-:— i cotdojz;  +  . . . 

Xsinöo  / 

Daher  folgt 

5)  n  =  cosÖq     , 

J  a=  1  +  SDv^  +  ... 

^^  \b  =  l+iv^  +  ... 

Man  kann  daher  die  Längenverzerrung  b  in  der  Richtung  der  Breitenkreise 
nicht  auf  Größen  dritter  Ordnung  herabdrücken.  Für  das  Längenverhältnis  a 
im  Meridiane  ist  es  dagegen  möglich,  indem  man  J9  =  0  setzt;  nimmt  man 
auch  jE  = /^  =...=*  0,  bildet  also  den  Meridian  längentreu  ab,  so  kommt 
man  auf  die  Abbildungsformeln 

f  =  tang^Q  +  V  ,     kl  =  cosÖq  •  X     , 

d.  i.  auf  den  speichentreuen  Entwurf  des  Ptolemäus  (Nr.  7). 

Bevorzugt  man  die  Flächentreue,  so  muß  das  Flächenverhältnis 

S=.ab=l  +  {i+  3D)v^  +  ... 

der  Einheit  möglichst  nahe  sein;  man  erniedrigt  die  Abweichung  auf  Größen 
dritter  Ordnung,  wenn  man  wählt 

7)  />  =  -i     . 

also  die  Entwurfsgleichungen  benutzt 

8)  t  =  tang^Q  +  z;  —  ^v^  ,     X^  =  cobÖq  •  X     . 

Für  die  Winkelverzerrung  hat  man  hier,  wenn  man  von  Größen  höherer  Ordnung 
absieht  ^.8 

9)  sin«/  = _-     . 
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Bevorzngt  man  dagegen  die  Winkeltreue,  so  hat  man  a  —  b  möglichst  klein 
zu  halten.     Da  nun 

a  — ^  =  (3Z)  — |)t;2  +  ...     , 

so  wird  dies  auf  Größen  dritter  Ordnung  herabgedrückt,  wenn  man 

10)  D  =  \ 

nimmt     Alsdann  hat  man  die  Entwurfsgleichongen 

11)  C  =  tang^o  ^v  +  ^v^  ,     Ai  =  cos^o  •  i.     , 

and  für  das  Flächenverhältnis  folgt 

5-(l+i»«  +  ...)(l  +  ie'*+...)     , 
also 

12)  5  =  1  +  z;2     , 

wenn  man  nicht  über  die  Größen  zweiter  Ordnang  hinaosgeht 

Will  man  in  angemessener  Weise  zwischen  beiden  Forderungen  —  möglichst 
großer  Flächen-  und  Winkeltreue  —  die  Mitte  halten,  indem  man  den  Mittelwert 
aus  den  Formeln  8)  und  11)  benutzt,  so  kommt  man  wieder  zu  Ptolemäus 
Entwurf,  der  also  nicht  bloß  durch  die  Einfachheit  seiner  Herstellung,  sondern 
auch  als  gut  vermittelnder  Entwurf  empfohlen  ist 

12«  Bonne s  Entwurf.  Dieser  Entwurf  kann  als  unecht  konischer  hier 
angeschlossen  werden.  Der  Mittelmeridian  hat  als  Bild  eine  Gerade,  die  Bilder 
der  Breitenkreise  sind  Kreise,  die  von  demselben  Punkte  des  Mittelmeridianbildes 
aus  beschrieben  werden.  Der  Halbmesser  für  das  Bild  des  Mittelparallels  ist 
cot^pQ,  wenn  (p^  die  zugehörige  Breite  ist;  die  Bilder  der  übrigen  Breitenkreise 
schneiden  das  Bild  des  Mittelmeridians  längentreu;  die  Breitenkreise  werden 
längentreu  abgebildet  Zufolge  der  letztem,  für  den  Entwurf  wesentlichen  Be- 
stimmung, sind  die  Meridianbilder,  den  Mittelmeridian  ausgenommen,  keine 
Geraden,  sondern  krumme  Linien,  die  nach  dem  Pole  zu  enger  zusammen- 
treten. 

Nimmt  man  die  Mitte  O  der  Parallelkreisbilder  als  Nullpunkt  und  das  Bild 
des  Nullmeridians  als  Abscissenachse,  so  hat  das  Bild  P^  des  Punktes  ip,  k  die 
Polarkoordinaten 

-.V  .  cosa?  , 

1)  Q  =  cotq)^ -\- (Pq  —  (p  ,      y}  = X     , 

Q 
und  daher  die  rechtwinkligen 

2)  ^i  =  Q  cosy; ,    yi  ^  Q  siny;  i     z^  =  0     . 
Hieraus  folgt 


3) 


wobei 


—  =  —  cosg?  —  o  sinv  ^^— ^  ,        -^      =  —  sinw -^  o  cosw -^ —     , 
qi  7-       c        T  ^^  ^^  T        c        ^  d(p 

dxt  .        duf  dy.  dw 

6yf       coa(p  —  gainq)  d\p        cos^ 

,  dq)  Q^  *        dX  Q         ' 

Daher  ist 

Da  nun  für  die  Kugel 
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SO  ist  das  Flächenverhältnis 


i) 


=y-L 


-/? 


i 


AW 


{^'  ■  Ä  •  W 


2 


COS  ^9? 


'yj 


=  1 


C0S9?      dX 

Der  Bonne  sehe  Entwurf  ist  also  flächentreu. 

Die  Längenverhältnisse  a^  und  d^^  in  Richtung  der  Parameterkurven  sind 
konjugierte  Halbmesser  des  Maßzugs;  ist  ju  ihr  Schnittwinkel,  so  hat  man  nach 
bekannten  Eigenschaften  der  Ellipse 

5)  a^d  =  ^a\  +  b\  J^2a^b^  sin^u^     . 

Da  nun  ^ 


cos  jÜLi   = 


A 


<J(p 


Viix 


i/'+»'(i:)' 


,      sm/^i  = 


i^-'-m 


«?  =  i  +  e* 


SO  folgt 


(!:)'■ 


^1  =  1 


a  —  d  =  Q 


ip 


dtp 


0+^=4+^ 


2 


tang«,  =  i^^-^- 


COS99  —  ^sm9? 


Hiemach  ist  Abbildung  an  den  Stellen  winkeltreu,   für  die  entweder  X  =  0  oder 
o  =  cot^?  ist,  d.  i.  im  Mittelmeridian,  sowie  im  Mittelparallel,   in  der  Breite  (f^. 

13.  Dieser  Entwurf  steht  in  engem  Zusammenhange  mit  dem  zweiten  Kegel- 
entwurfe des  PtolemÄus  (über  die  beiden  Kegelentwürfe  des  Ptolemäus  vergleiche 
man  Gretschel,  Lehrbuch  der  Kartenprojektion,  §  15,  Nr.  7  und  §  16,  Nr.  2). 
Die  durch  mancherlei  Wandlungen  in  den  gegenwärtigen  Zustand  gebrachte  Ab- 
bildung empfahl  1752  der  Geograph  Bonne,  nach  dem  sie  benannt  wurde.  Sie 
wird  immer  noch  in  den  gangbaren  Atlanten  am  öftersten  angewendet,  obgleich 
ihr  andre  flächentreue,  oder  den  Umständen  angemessen  ausgewählte  vermittelnde 
Entwürfe  in  vielen  Fällen  vorzuziehen  wären. 

Debes,  Nr.  14  —  31,  Nr.  33  —  37,  Nr.  41.  Andree,  S.  21/22,  Europa; 
S.  121/122,  Asien;  S.  156/157,  Nordamerika:  S.  174/175,  Südamerika;  S.  117, 
120,  Westrußland;  S.  111,  114,  Balkanländer  u.  a.  m. 

Tafel  18  enthält  einen  BoNNEschen  Entwurf  für  Deutschland  (nach  Spamer 
Nr.  15/16). 

14.  Auch  an  dieser  Stelle  sei  darauf  hingewiesen,  daß  bei  Herstellung  eines 
quer-  oder  zwischenständigen  Kegelentwurfs  die  rechnerische  Änderung  der  Koordi- 
naten durch  Zeichnung  eines  geeigneten  stereo graphischen  Entwurfs  ersetzt  werden 
kann  (vgl.  §  3,  Nr.  15,  sowie  §  4,  Nr.  15). 


§  6.    Flächentreue  Abbildung  des  abgeplatteten  Umdr-ehungsellipsoids 

auf  die  Ebene. 

1.  Betrachtet  man  die  mathematische  Erdoberfläche  als  ein  abgeplattetes 
Umdrehungsellipsoid,  so  stellt  man  von  ihr  zunächst  ein  ähnliches,  verkleinertes 
Abbild  her,  und  nimmt  den  Maßstab  der  Karte  als  Ähnlichkeitsverhältnis.  Der 
Halbmesser  des  Gleichers  dieser  verjüngten  Erde  E  gilt  als  Längen- 
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einheit.     Die   Meridiane   von  E  sind  Ellipsen   mit  der  Hauptachse  2   und    der 

Nebenachse  yi  —  e^  ,  wenn  e  die  numerische  Excentrizitat  ist 

Die  geographische  Breite  9?  eines  Punktes  P  ist  der  Winkel,  den  in  P  die 

Lotlinie  der  durch  P  gehenden  Meridianellipse  mit   dem  Gleicher   bildet;   sind  r 

und  z  die   rechtwinkligen  Koordinaten   von  P  in   Bezug   auf    die   Achsen    dieser 

Ellipse,  so  ist  bekanntlich 

^.  a^z  z 

1)  tang9?  =  ^:t-  = 


b^r       (1— fi2)r 

Die  Koordinaten  von  P  im  Räume  sind 

:r  =  rcosA,    j'  =  rsinA,     z^z     ; 
da  nun  aus  1)  und  der  Ellipsengleichung  folgt 

cosa?  (1 — £2\ging9 

2)  r  =  ^ —    ,     z  =  —     , 

yi  —  e^sin^^?  yi — £2giij2^ 

so  ist 

cosopcosA  cosQ9sin>l  (1 — ß*)sina? 

3)  ^==-7-^^  y=  -. — -  g  =    . 1-     . 

yi — f^sin^^  yi — fi^sin^^j  yi  —  c^sin^^ 

Hieraus  folgt  weiter 

^x         (1 — €^)sin^cosA        ^y         (1 — e2)sin^sinjl        &z       (1 — fi'^)cos9? 


4) 


^9P  yi— fi^sinz^'*  '     c)99  yi  — «2 sin 2^3  '     ^^     yi— c2sinV^ 

5x  cos9?sin>l  &y         cos9?cosA  ^sr 


ÖA  yi  — e2sin2^  ^^      yi— e2sin2"9?  ^^ 

^^     jl_^2_^  y_0,  cosy        _^^ 

(1  —  £2giii2^^3'  -^  '  J^  — £2  sin  2^ 

Für  die  Zwecke  der  Herstellung  geographischer  Karten  kann  man  £^  und 
höhere  Potenzen  von  e  vernachlässigen,  und  hat  unter  dieser  Beschränkung  der 
Genauigkeit 

5)  ^  =  1  —  e*(2  —  3  sin*9?) ,    /=  0  ,     ^  =  cos*9?(l  +  c^sin*^?)     . 

Wir  beschränken  uns  hier  zunächst  auf  die  Betrachtung  geradständiger 
Entwürfe. 

2«  Für  einen  echten  ebenen  Entwurf  ist  (§  3,  Nr.  1,  6)),  auch  wenn 
9?  statt  6  als  Parameter  genommen  wird, 

1)  'l  =  e'^  /i  =  o,  ^i  =  e«   ; 

das  Flächenverhältnis  ist  daher 

^  ^ —qq* _  gg'(l  +  g^cos2  90) 

cos9?y[l  —  £2(2  —  3sin2  9?)J  .  (1  +  €2  8in2(^)  cos 99 

wobei  das  negative  Zeichen  vorgesetzt  werden  muß,   weil  ^  mit  wachsendem  (p 
negativ  ist     Setzt  man,  um  in  Übereinstimmung  mit  §  3  zu  kommen. 


^  =  900  — 
so  erhält  man  als  Bedingung  der  Flächentreue 

ß-~  =  sin^  (1  +  £*  cos2  b)     , 
do 

woraus  durch  Integration  folgt 

^2  =  — 2cos<5  +  2£2ysin<Jcos2d^d     . 
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Da  nun  bekanntlich 

2 1 Bind  cos2  d  dd  =/[sin(2  6  +'6)  —  sin(2  6  —  S)]  dd 

=  cosd  —  -^cos3  d     , 
so  hat  man  schließlichi  wenn  C  die  Integrationskonstante  bezeichnet, 


6« 


2)  g«  =  C— 2co8(J+ —  (3cosd  — cos3i)     . 

Verlangt  man,  daß  ^  =  0,  wenn  d  =  0  ist,  so  maß  man  nehmen 

3)  C=,-'4     , 

ß«  =  4  sm  2  — __  f  3  sin  2  —  —  sm  «  —I     , 

worans  folgt 

n  =  2  sin  —  1 1 1  -4-  -      

6  2  2 


^  =  2  sin  — -  ( 1 — - 1  +  -^  sin  2  —^^  cosec  -^ 


Für  die  Winkelverzerrong  kann  man  jedenfalls  bei  mäßig  ausgedehnten 
Kappen,  unbedenklich  aber  auch  bei  größern,  dieselben  Formeln  benutzen,  die 
für  die  Abbildung  der  Kugel,  für  e  =  0,  aufgestellt  worden  sind;  denn  die  Ab- 
weichungen von  den  richtigen  Verzerrungen  sind  von  der  Ordnung  c',  und 
Schwankungen  in  den  Verzerrungen,  die  diesen  unbedeutenden  Betrag  haben, 
sind  praktisch  einflußlos. 

Ebenso  kann  man  für  Zonen  um  den  Pol  herum  die  in  §  3,  Nr.  5  ge- 
troffene Bestimmung  der  Integrationskonstanten  auch  hier  ohne  Änderung  ver- 
wenden. Man  wird  dann  die  dort  bezweckte  günstige  Verteilung  der  Winkel- 
verzerrungen nicht  genau  erreichen,  aber  doch  ihr  so  nahe  kommen,  daß  man 
sich  dabei  vollständig  befriedigen  kann. 

3.    Flächentreuer  Säulenentwurf.     Nach  §  4,  Nr.  1  hat  man  hier 

x^  =  n  cosA  ,       >'i  =  «  sinil ,       ^i  =  C     > 
^i  =  C'^      /i  =  0,       g^=n\    . 
Das  Flächenverhältnis  ist  hiemach  (vgl.  Nr.  2  zu  Anfang) 

^       «C'(l  +  c2cos2y) 
cos  9? 

Die  Differentialgleichung  für  Flächentreue  folgt  hieraus  zu 

n  ^^  =  coB(p{l  —  e^  cos2  (p)     , 

woraus  man  durch  Integration  erhält 

f  ^  C  -j sin^ /  C0S9?  cos 2  (p  d(p     , 

n  n  J 

1    .  e^   f 

=  C  -\ sin  99  —  — —  /  (CO89?  +  cos  3  q))  d<p     , 

n  ü  n  j 

1     .  £2 

=  C  -] sm(p  —  — —  (3  sin^?  +  sin 3  q))     . 

n  6/1 

Man   wird   immer  f  =  0    für  9?  =  0   verlangen,   also   C=0   nehmen;    setzt  man 
für  den  einfachsten  Fall  «  =  1 ,  so  folgt  die  Entwurfsgleichung 

f  =  sin 9p (3  sing?  +  sin 3  9?)     . 
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Wählt  man  nicht  n  =  1,  sondern  in  Übereinstimmnng  mit  den  Formeln 
von  §  4,  Nr.  3,  so  erhält  man,  wie  im  vorigen  Falle,  nicht  ganz  genau  die  Er- 
füllung der  dort  gestellten  Bedingungen,  aber  jedenfalls  eine  für  alle  praktischen 
Zwecke  weitaus  genügende  Annäherung.  '  Ebenso  kann  man  auch  hier  für  die 
Winkelverzerrungen  dieselben  Formeln  wie  in  §  4,  Nr.  3  verwenden. 

4,  Bei  Sanson-Flamsteeds  unechtem  Säulenentwurfe  (§  4,  Nr.  14)  hat 
man  in  Rücksicht  auf  Abplattung  für  x^  den  Wert  r  (Nr.  1,  2))  und  für  y^  den 
Meridianbogen  zu  nehmen,  dessen  Differential  ist 

Da  nun 

är  (1  — £2)sin<^  äz         (1  — €^)cos<p 

^(P  Vi— fi2sin2g?^  '       ^(f        Vi  — fi2sin2g?^ 

80    folgt  '  ^  '  ^ 

^s  1 e2  3  e^ 

1)      'j-  =    ,  —=r^  =  1  —  ß«  4.  — - sin2 9?  =  1  —  -J.£2  —  ffi«  .  cos2  Q?     . 

ä(p        yi_£2sin2^3  2  ^ 

Hieraus  folgt,  wefin  man  den  Bogen  vom  Gleicher  aus  rechnet, 

s  =  (1  —  ^€^)(p  —  |-«2sin2  9?     . 
Die  Koordinaten  des  Bildes  von  A,  9?  sind  daher 

Xi  =  Xco3(p{l -\- ^e^sin^q)) ,      ^^  ==  (1 — ^s^<p)  —  ^€^ain2q)     . 

5.  Flächentreuer  Kegelentwurf.  Für  die  Koordinaten  eines  Punktes  P 
auf  der  verjüngten  Erde  benutzen  wir  die  Formeln 

sinjcosA  sinisinA  (1  — €2)cosi 

X  =        ■        — ^:^  ,      y  =  — ^=  ,      z  = 


yi  —  fi2cos2d  '  yi  —  fiZcosM  '  yi  —  c^cosM 

^=  1  — c2(2  — 3cosM),      /=0,       ^  — sinM(l +c2cos2(J)     ; 
und  für  die  Koordinaten  des  Bildes  P^  (§  5,  Nr.  1)) 

x^  =  nC cos A  ,       y^  =  n^ sinA  ,       z^  =  yi  —  «*  .  ^     ^ 

^l  =  r^    /i  =  o,    ^i  =  «2C2  . 

Das  Flächenverhältnis  ist  daher 

sin^yi  —  «2(2  —  3  cos2(5)(l  +  c»  cos^d)        sind 
Die  Gleichung  für  die  flächentreue  Abbildung  ist  daher 

C2  =  —  /(sin(5  +  «2  sind  cos 2  <5)  ^/d     , 
woraus  folgt,  wenn  m  eine  Konstante  bezeichnet 

1)  C  =1/— y»»^  cosd  +  |e2(3  cosd  —  cos3  d)     . 

Soll  die  Kegelspitze  das  Bild  des  Poles  sein,  so  müssen  sich  (5  =  0  und  C  =  0 

entsprechen;  hierzu  gehört  w  =  1 ^e^ 

und  (vgl.  Nr.  2,  4)) 

2)  t  = --=smi^d 7.  _sin2dcos4(J     . 

^  y"^       "  3/« 

Für  Kegelentwürfe,  bei  denen  der  Pol  als  Parallelkreis  abgebildet  wird,  kann 
man  neben  1)  die  Formeln  §  5,  Nr.  3,  a)  bis  e)  benutzen,  und  wird  damit  zwar 
keine  vollständige,  aber  doch  eine  beinahe  voDständige  Erfüllung  der  dort  ge- 
stellten Forderungen  erreichen. 
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6«    BoNNEs  Entwurf  mit  Rücksicht  auf  Abplattung.    Die  Koordinaten 
des  Punktes  97,  X  der  Karte  sind  (§  5,  Nr.  2) 

1)  ^i  =  Q  cosy; ,       yi  =  Q  siny;     , 

dabei  ist,  wenn  s  den  Meridianbogen  vom  Gleicher  bis  zur  Breite  9?  und  Qq  das 

Stück  Tangente  der  Meridianellipse  bezeichnet,   das   zwischen  der  Erdachse  und 

der  Breite  (pQ  enthalten  ist, 

,  •  rjl  cosa? 

2)  Q  =  Qo—^o  +  ^  ^       W  =  —  »       ^  = 


Aus  1)  und  2)  folgt,  wie  a.  a.  Ö«, 

-^—  =  Q  cosY'  —  Q  sm^  •  yr     , 

Sy, 

x-^  =  ^'siny;  +  Q  cosxp  •  tp'     , 

cq) 

^  =  ~rsmv;,  ^^   =rcosv;     , 

wobei  ß'  und  y/  Differentialquotienten  nach  9?  bedeuten.    Hieraus  folgt  wie  oben 

Da  nun  femer  nach  Nr.  1  und  Nr.  4,  1) 

^^  ^  (1  -  £2  sin  2^")*  ^  ^   l7^/ 

und 

äg         ds 

äq)        dq? 
so  folgt  für  das  Flächenverhältnis 

Bonne s  Entwurf  ist  also  auch  dann  noch  flächentreu,  wenn  man  die  Ab- 
plattung berücksichtigt. 

7«  Allgemeinste  Formeln  für  flächentreue  Abbildung  unter  Rück- 
sicht auf  Abplattung.  Bezeichnet  man  die  Parameter  ganz  allgemein  wieder 
mit  u  und  Vy  so  hat  man 


\du       cv         dv      du} 


Ersetzt  man  u  und  v  durch  q)  und  jl,  so  hat  man  daher 

ds 


q?      dk         o/.      Cq)l        dq) 
Die  Bedingung  für  Flächentreue  ist  daher 

1)  ^^1  .  5'A  ^^  A^±  =  r  — 

dk       dq)        tq)      ik  dq> 

Dies  ist  die  einzige  Bedingung,  der  die  unbekannten  Funktionen  x^  und  Vi 
zu  genügen  haben.  Da  durch  eine  Differentialgleichung  nur  eine  unbekannte 
Funktion  bestimmt  wird,  so  kann  man  entweder  für  eine  der  beiden  Koordinaten  x^ 
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oder  y^  eine   ganz  wiUkürliche  Funktion   der  Parameter  setzen,   oder  man   kann 
einen  ganz  beliebigen  Zusan^menhang  zwischen  x^  und  y^^  annehmen. 

Setzt  man  für  Xy^  eine  bestimmte  Funktion  von  q)  und  Xy  so  sind  damit  auch 

öjp.  ,  öx^ 

p,=^      und      ^^=-^ 

gegebene   Funktionen    der  Parameter,    und    man    hat    die   Funktion  y^    aus    der 
partialen  Differentialgleichung  zu  ermitteln 

dy^  dy^  (1  -€2)cos9? 


B(p  dX        (1— fi^sinÄ^)^ 

Hierzu  kann  folgender  Weg  eingeschlagen  werden.  Man  denke  sich  y  als 
Funktion  von  x  und  97,  und  benutze  unter  dieser  Voraussetzung  das  Zeichen  {y). 
Alsdann  hat  man 

dq)         dx^       dq)         dq?  6x  Bq) 

Syi     ^iyi)   ^^1     ^iyi) 


woraus  folgt 


dX         dxi       6X         dx^ 


9i 


4)         A-/;r!r:L^^+/(^.) 


daher  geht  2)  über  in 

ox  ^^1)  _    (1  -€^)cosy 

^  ^^    dq)        (1  ~  «2  sin 297)2      ' 

(1  —  £2)C0S9? 

wobei  /(^i)  eine  willkürliche  Funktion  von  x^  ist  Das  Auftreten  dieser  Funktion 
im  Verein  damit,  daß  für  Xi  eine  ganz  willkürliche  Funktion  von  q  und  X 
genommen  werden  kann,  zeigt,  daß  man  irgend  einem  herausgegriffenen  Werte 
von  q  eine  ganz  beliebige  Funktion  von  x  und  y  zuordnen,  d.  i.  irgend  einem 
Breitenkreise  ein  ganz  beliebiges  Bild  zuordnen  kann;  das  Weitere  ist  alsdann 
aber  unzweideutig  bestimmt. 

So  kann  man  z.  B.  aus  einer  flächentreuen  Plattkarte  andre  flächentreue 
Entwürfe  dadurch  ableiten,  daß  man  jedes  Meridianbild  in  sich  um  eine  ganz 
beliebige  Strecke  verschiebt;  statt  gerader  Breitenkreisbilder  erhält  man  dann 
unter  sich  kongruente  krumme  Linien  von  ganz  willkürlicher  Gestalt 

Anstatt  für  x^  eine  willkürliche  Funktion,  kann  man  auch,  wie  schon  be- 
merkt, einen  Zusammenhang  zwischen  x^  und  y^  willkürlich  annehmen.  Setzt 
man  z.  B.  _ 

yi  =  ^^1    » 

wobei  /  eine  willkürliche  Funktion  von  X  allein  bezeichnen  mag,  so  ist 


daher  hat  man 


c>i  _  /^i         ßyi  _  ,      ,  /^i 

cq  dq  ÖX  cX 


Sx^    dy^      cx\    Sy^  Bx^    dx^  dx^  dx^    cx^  ex 

dX     dq       dq     dX  dX     dq  dq  dX     dq  dq 

Folglich  ergibt  sich  für  x^  die  Differentialgleichung 

dx.  ds 

—l'x^  V      ==  r 


Oq  dq 
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und  hieraus  i    T    ^ 

wobei  /{k)  eine  willkürliche  Funktion  von  l  ist 

Für  ras  hat  man  innerhalb  der  festgehaltenen  Genauigkeitsgrenzen 

r  </j  =  (1  —  €^)  cos  9?  (1  +  e^  sin  ^q)) 
=  COS9?  (1  —  «2  -|.  2  «2  sin 2^)     , 
und  daher  ^ 

jrds  ==  (1  —  €^)sin(p  +  -Ic^sin^^     . 
0 

Beispiele.     A)  Nimmt  man  Xj^  =  k,  also  -^  ==^  =  1 ,  y(x)  ^  0 ,  so  er- 
geben sich  die  Abbüdungsformeln 

x^  =  X  f       J'i  =  (1  —  «^)  sin9P  +  f  «2  sin«^     ; 

dies  ist,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  Lamberts  Entwurf  (Nr.  3). 

B)  Die  Annahme    x^  =  rX    führt  zu 

yi  —  fi^sm^«^  J  yi  _  e^sm^tp 

Da  nun 

(1  —  c^sin^^^)— 1=  1  -|-  ^e^sin^ip     , 

(1  —  €^){1  —  £2sin2^)-l=  1.  —  e2  +  -|e2  8in«9?     , 
so  folgt  ^ 

J'i  =  [1  -  ^j^)  <P  -  I-«*  sin299  +/(jp)     . 

Für  /{x)  ^  0  stimmt  dies  mit  Sanson-Flamsteeds  unechtem  Säulenentwurfe 
(Nr.  4)  überein. 

C)  Für    /  =  tangA    ist    1 :  /'  =  cos  ^X  ;    daher  ergibt  5) 

\:x^  =  —  cos2A[(l  —  €?)sin9?  +  ^-g^sin^^?]  +/{X) 

und  daher 

^yl  =»  — sin2A[(l  —  fi)sin99  +  ^e^sin^q)]  +/(A)tangA     . 

Setzt  man    xl+yl  =  g^.    so  ergibt  sich  weiter 

^2  _  _2  [(1  —  c2)  sincp  +  |£2sin  V]  +/W  (1  +  tangA)     . 
Wenn  man  hier  cp  durch  90®  —  ^  und  /{X)(l  +  X)   durch  eine  Konstante  C  er- 
setzt, so  folgt  ^2  _  ^  _  2  ^^  _  ^2^  ^^g^  _  ^^2  ^^gg^     , 

und  dies  stimmt  mit  Nr.  2,  2)  überein. 


§  7.    Winkeltreue  Abbildung  des  abgeplatteten  Umdrehungsellipsoids 

auf  die  Ebene. 

1.    Aus  den  Formeln  von  §  6,  Nr.  1  und  2  folgt  als  Bedingung  der  Winkel- 
treue bei  einem  echten  ebenen  Entwürfe 


/ 


1  —  «2 


q; 

Q  (1  —  £2  sin  2  (^)  0039? 

:= \- e^  cosw 

cos  99 
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Hieraus  folgt  dg        dd  «  .    •  ,« 

-^  =  -7— s  —  8}sinOdo     , 
Q        sino 

Iq  »  Ic  tang^d  +  «'  cosd     , 

^  =  rtang|a  -  <?*"««*     . 

Um   die  Abbildung   am  Pole   längen  treu  zu   machen,   muß   man    c^^2e^** 

nehmen,  und  erhält  somit  ^ 

^  =  2tang|<J^««"»^"T     , 

oder  mit  genügender  Genauigkeit 

^  =  2  tang^^  (1  -  2  €2 sin«  ^S)     . 

Dies  ist  der  stereographische  Entwurf  mit  Rücksicht  auf  Abplattung. 

2«    Winkeltreuer    Säulenentwurf.      Die    Differentialgleichung    des    Ent- 

t'  =  «  •  Ta 9    ♦    a    X =  «  l «*  COS^?)      , 

(1  —  e*sm*9?)co89?  \c0s9?  / 


C  =  «  ^tangf—  —  ^)  —  «  «*  sin^?  +  C     . 


Damit  9?  =  0  und  ^=0  zusammengehören,  hat  man  6'=0  zu  nehmen; 
soll  der  Gleicher  sich  flächentreu  abbilden,  so  muß  «  =  1  —  s^  sein;  man  er- 
hält damit  die  Gleichung  des  Entwurfs 

C  =  /tang^^  __  ^j  -  £2  ^^°g(f  -  f )  -~  ^^^95 

Dies  ist  Mercators  Entwurf  mit  Rücksicht  auf  Abplattung. 

3«  Winkeltreuer  Kegelentwurf.  Für  diesen  Entwurf  hat  man  die  Diffe- 
rentialgleichung 1  —    2  /    1  \ 

«C       (1  —  g'sm^^jcos^?  \cO89?  / 

^  =  «(-T^-6»sin(j)     ; 
f  Vsinö  / 

/f  =  «/tang^(J  +  e^^jcosd  +  C    , 

C  =  rtang«|a  •  ^'»'=~^     , 

oder 

f  =  rtang*^d(l +€^«cos^)     • 

Dies  ist  Lamberts  winkeltreuer  Kegelentwurf  mit  Rücksicht  auf  Abplattung. 
4.  Allgemeinste  Formeln  für  winkeltreue  Abbildung  unter  Rück- 
sicht auf  Abplattung.  Die  notwendige  und  ausreichende  Bedingung  für  winkel- 
treue Abbildung  ist,  daß  das  Längenverhältnis  eine  Funktion  des  Ortes  ist,  nicht 
aber  von  der  Fortschrittsrichtung  abhängt  Bezeichnet  jx  eine  Funktion  von  9? 
und  Ij  so  muß  also  die  Gleichung  gelten 

^A  +  dy\  =  fi\r^  dl^  +  ds^) 
1) 


=  ;xV^[(^')'+^A^] 


Wir  setzen  hier  ds:r  =  duj  und  denken  uns  x^  und  y^  als  Funktionen  von 
u  und  X;  unter  dieser  Voraussetzung  ist 

*-        du  cX  "-        du  CK 

dA  +  dy\  =  ^1  du^  +  2/1  dudX  +  g^  dX^     , 
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wobei,  wie  immer 

Daher  hat  man  die  DifTerentialgleichungen 

A  =  o   . 


2) 

'i  - 

M' 

r^, 

^1  — /**'■*. 

Setzt  man  in  /, 

-0 
3) 

du    "^-^öx 

80  erhält  man 

4) 

^*i         _  eyi 

du"    '^  ex 

und  dies  gibt,  wenn  man  .es  in  ^^  =  fi^r^  einführt, 

5)  m^^l     . 

Durch   Differentiation   erreicht  man   aus   3)   und   4)   und   unter  Verwendung 
von  5)  die  Sonderung  der  Funktionen  x  und  y ,  denn  es  ergibt  sich 

=  — PI 


ck^        tn     Gudk^  du^  dudX 

woraus  wegen    \  \m  =  m    folgt 

d^x^      ex\ 

ebenso  erhält  man 

Die  Integrale  dieser  Gleichungen  sind  (3.  Buch,  §  7,  Nr.  4) 

« 

x,  =  ^.[F{X  +  ui)-F,{X-ui)]     , 

y,  =  -^[F(X  +  ui)  +  F,(X-ui)]     , 

wobei  F  und  F^  willkürliche  Funktionen  der  dahinter  in  Klammer  stehenden 
komplexen  Veränderlichen  X-\-ui  bezw.  X  —  ui  sind;  für  m  kann  man  +1 
setzen,  da  die  andre  mögliche  Wahl  m  =  —  1  nur  eine  symmetrische  Vertauschung 
des  Bildes  bewirkt  .  Man  hat  also  schließlich 

x,=j.[F(X  +  u,)-F,{X-ui)]     . 

yi=--i[F{X  +  ui)  +  F,{X-ui)]     . 
Dabei  besteht  zwischen  u  und  qp  der  Zusammenhang 

du^  —  =^ .,  .    g    .acp  =  l e^co^(p]d(p     , 

r       cos9?(l  —  e^^i^^qy)  \cos99  / 

-  +  Q  )  —  ^^  sin 9?     . 

Beispiele.     A)    Setzt  man 

F{X-\-ui)  =  (l-E^){X  +  ui)i     , 

F^[X  -  ui)  =  -(1   -  £2)(i  _  ^/),       , 


§  8  TissoTs  Entwurf  for  schmale  Zonen.  533 

80  erhält  man  ^        /i         9\  i  /i         9\ 

was  bis  aufs  Vorzeichen  von  y^ ,  auf  das  nichts  ankommt,   mit   den  Abbüdungs- 
gleichungen  für  Mercators  Entwurf  übereinstimmt. 
B)    Wenn 

F(l  +  ui)  =  2^''.  /  .  ^•(^4-'0  «  2^-— ••(— sinA  +  ico%X)     , 

F^{X  -  ui)  =  -2^'' .  /  .  ^'(A—O  =  2r— ''(-sinA  -  /cosA)     , 

so  ist 

jpj  =  2^~"'~'*- cosA  ,      >'i  =  r-**""''«  sini     . 

Diese  Formebi  stimmen  mit  denen  für  die  stereographische  Abbildung  überein*). 


§  8.     TissoTs  Entwurf  für  schmale   Zonen. 

1.  Um  für  eine  Zone  von  mäßiger  Breite  eine  vermittelnde  Abbildung 
herzustellen,  die  möglichst  frei  von  Voraussetzungen  ist,  wählen  wir  auf  dem 
Gebiete  einen  Mittelmeridian,  und  auf  diesem  einen  Nullpunkt  Wir  werden  im 
Laufe  der  Untersuchung  zeigen,  wie  die  endgültige  Wahl  dieser  beiden  Be- 
stimmungsstücke so  erfolgen  kann,  daß  die  Winkel-  und  Flächenverzerrungen 
möglichst  klein  bleiben.  Mit  u  werde  die  Bogenlänge  auf  dem  Nullmeridiane, 
vom  Nullpunkte  aus,  mit  /  die  Bogenlänge  auf  dem  durch  den  Nullpunkt  gehenden 
Mittelparallel,  vom  Mittelmeridian  aus,  bezeichnet;  diese  Größen  /  und  u  nehmen 
wir  zu  Parametern.  Im  Bilde  legen  wir  Koordinatenachsen  zugrunde,  die  vom 
Bilde  des  Nullpunktes  ausgehen,  und  die  Bilder  des  Mittelparallels  und  Mittel- 
meridians im  Nullpunkt  berühren.  Da  x^  und  y^  mit  /  und  u  zugleich  ver- 
schwinden, so  können  sie  nach  /  und  u  in  Potenzreihen  ohne  Absolutglieder  ent- 
wickelt werden 

y^  =at  +  du  +ct^  +2dtu  +£u^    +... 


1) 


Hieraus  folgen 


■2) 


^  =  ^  +  2  (C/  +  Z)«)  +  . . . ,  -p^^B+2{Dt+£u)  +  ... 

ot  du 

-^==a  +  2{ct  +du)  +...,  -/^  =  3  +2{dt  +eu)    +... 

et  ^  ^  du 


Da  die  Achsen  den  Mittelmeridian  und  Mittelparallel  im  Nullpunkte  be- 
rühren, so  muß  im  Nullpunkte      ^  ^ 

du  *^    dt 

sein,  woraus  die  Bedingungen  folgen 

3)  ^  =  0  ,       fl  =  0     . 

Die  Längenverhältnisse  /i  und  k  in  der  Richtung  des  Breitenkreises  und  des 
Meridians  sind,  wenn  man  die  geographische  Breite  und  den  Breitenkreishalbmesser 
mit  q?  und  r,  dieselben  Stücke  für  den  NuUpunkt  mit  cp^  und  Tq  bezeichnet, 

6s 


4) 


f        O  t  f 


l*-fe-vi 


2{Dt  +  Eu)  +  . .  .]2  +  [3  +  2  (r  /  +  ^«)  +  . .  .]2 


*)  Gauss,  Allgemeine  Anflösnng  der  Aufgabe:  Die  Teile  einer  gegebenen  Flache  anf 
einer  andern  gegebenen  Fläche  so  abzubilden,  daß  die  Abbildung  dem  AbgebUdeten  in  den 
kleinsten  Teilen  ähnlich  wird,  in  Schumachers  Astronom.  Abhandlungen,  Altona  1825. 
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Wir  setzen  fest,  daß  der  Meridian  sich  im  Nullpunkte  längentreu  abbildet, 
daß  also  k  im  Nullpunkte  die  Einheit  wird;  hieraus  folgt 

5)  ^  =  1     . 

Auch  für  den  Mittelparallel  setzen  wir  fest,  daß  er  sich  im  Nullpunkte 
längentreu  abbildet,  und  erhalten  daraus 

6)  A=—     . 
Daher  haben  wir  bis  jetzt  die  Abbildungsformeln 

2«  Die  Zahlen  C,  Z>,  £,  c,  d,  e  bestimmen  wir  so,  daß  1  — ^,  1  —  k  und 
der  Sinus  der  Schnittwinkelverzerrung  #  zwischen  Längen-  und  Breitenkreis  allent- 
halben Größen  zweiter  Ordnung  sind.  Vorher  ist  noch  zu  bemerken,  daß  die 
Darstellung  von  x  insofern  von  der  gewöhnlichen  Art,  eine  Funktion  nach  steigenden 
Potenzen  zweier  unabhängiger  Veränderlichen  zu  entwickeln,  abweicht,  als  doch 
der  Halbmesser  r  eine  Funktion  von  u  ist;  doch  ist  es  für  unsere  Zwecke  ge- 
eigneter, die  obige  Entwicklung  der  weitem  Untersuchung  zugrunde  zu  legen. 
Man  hat  nach  Nr.  1»  7) 

dr 


-3T  = 1-2  C/ +2/?«  +  ....       -n=  — 


£u 


rQ      du 


dt 


h  = 


=  2^/+  2^tt  +  . .., 


du 


=  l-\-2dt+2eu  +  ... 


]/(;■ 


+  2Ct+2D 


u  +  ..  .)V  (2 


2ct+2du  + 


• .  •  I    , 


-i^=m 


dr^ 
du 


t+2Dt+  2E 


« + . .  .)V  ( 


1  +  2  ^/  +  2  ^ 


«  +  . . .  I     . 


Femer  ist 
sin 


\dt  '  du'^    dt    "  du}'  dt  '  du 
=    (— +  2C/+2Z)» +  ...][-  .^/+2Z>/+ 2^«  +  ...] 


+  (2^/+  2du-\-  ...)(1  +  2dt+  2eu  +  . . .) 


.  ^^i 


dsi 


•    ^ 


dt        du 


Soll  1  —  k  keine  Glieder  erster  Ordnung  enthalten,  so  folgt 

1)  C=Z?=0     . 

Daß   1  —  k  keine  Glieder  erster  Ordnung  enthält,  wird  bedingt  durch 

2)  d^f  =  0. 

Unter  den  Voraussetzungen  1)  und  2)  wird 

dr 
sm 
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Entirickelt  man  r  nach  Potenzen  von  «,  so  erhält  man  nach  Taylor,  da 

—  ='  — sin^yo  +  •  •  • »       ''  =  ^o  —  ^in^^o  «  +  •  •  • 
Folglich  enthält  die  eckige  Klammer  in  sind  die  Glieder  erster  Ordnung 

sollen  diese  wegfallen,  so  folgen  die  Bedingungen 

sin9?Q 


3)  ^  =  0  ,       ^  = 


2n 


Unter  Berücksichtigung  von    1),    2)   und   3)   nehmen   die   Abbildungsformeln   die 
Gestalt  an 

r       dt 


==  — 1/(—  +  3Ffl  +  ßGtu  +  3 Hu*\-\- ( -^? /  +  3//«  +  6^/»  +  3Ä««j  , 


du 


=l/(— ~/+36^/2+6Ä^/«+3/««]  +(1  +  3^/2+ 6>4/«  +  3i««j    , 


sind 


=  I  ( Jl  +  3  fft  _|.  6  G/«  +  3  Hu^  [—  .  ^ /  +  3  C?/«  +  6  Ä^/«  +  3  /««j 

+  (^/+3//«  +  6^/«  +  3>i««)(l+3^^  +  6>4/«  +  3/««)]:|^.|^. 

3.    Aus   dem  Werte   von  h   folgt   durch  Entwicklung   der  Quadratwurzel  bis 
zu  Gliedern  zweiter  Ordnung 

A=  1  +  ^(3/"/» +  6G:/»  +  3ä"«»)+  -~  ^"-/»     , 


1) 


2r« 


^_l  +  3^/«  +  6Ä/«+3,«*  +  2^,.(J)V     . 


Wenn  es  nur  auf  Größen  zweiter  Ordnung  ankommt,  so  kann  man  in  diesen 

Formeln  die  Abplattung  bei  r  außer  Betracht  lassen,  und  r  durch  r^,  d.  i.  durch 

(drV 
cos 9^0,  l-^— I    durch  sin*9?Q  ersetzen;  die  letzten  Glieder  in  h  und  k  sind  daher 

bis   auf   Glieder  höherer   Ordnung  gleich.     Man   kann   daher  h    und   k    bis    auf 
Glieder  dritter  Ordnung  in  Obereinstimmung  bringen,  wenn  man  festsetzt,  daß 

2)  F  =  g,     G^h,     H=i    . 
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Setzt  man  femer  in  sini9 

r 


=  1  —  tang99o  u  —  \u^-\-. 
dr 


=  —  8in9?o  —  «  +  ...,       ro  =  cos^^o   » 
so  ergibt  sich  bis  auf  Glieder  zweiter  Ordnung 

sini>.-^.-^  =  (l  — tang^Jo«  — i«^  +  3/'/2+...)(— tang^o'— «'+3^/*+...) 

+  (tang9Po  ^  +  3//*  +  . . .) (1  +  3^/«  +  . . .) 

=  — /«+3G^/*+6^/«+3/«2+tang2(^o/tt+3//«+6^/«+3Ä«2. 

Die  Glieder  zweiter  Ordnung  verschwinden,  wenn 

3)        Ä'+^  =  i(l-tangVo)--J^^f«-,       C+/-0.       /+ Ä  =  0     . 

o  cos    Q^A 

Aus  1)  und  2)  folgen  die  Abbildungsformeln 


4) 


wobei 


r 


jci  =       t  +  Ff^  +  3Gt^u  +  3J/fu^  —  Gu' 


^0 


j;^  =  «  +  Sm^  /2  _  ^  /3  +  3  ^/»  ^+  3  (7  /  ^2  _|.  ^«8 

5)  /•+iy=  •=°'^'^» 


6  cos  2  (^Q 

Die  Abweichung  e  der  Längenverhältnisse  ^  und  k  von  der  Einheit  ist 
€  =  1  _>i«  1  —  k  =  {3  B  —  \)  t^  --  ß  G  tu  —  3  Ifu^     , 

sie  kann  daher  nicht  auf  Größen  dritter  Ordnung  herabgedrückt  werden. 

4.  Die  unbestimmt  gebliebenen  Zahlen  F,  G,  H^  sowie  <p^  und  den  Null- 
meridian hat  man  nun  so  zu  wählen,  daß  der  größte  innerhalb  der  Karte  vor- 
kommende Wert  von  e  möglichst  klein  wird. 

Führt  man  an  Stelle  von  G  und  H  zwei  neue  Größen  yu  und  N  durch  die 
Gleichungen  ein 

G 

oder 

H—  -jV  =  (iV—  -jlg-)  cos/i  ,       G  =  —(N—  ^)  sin^    , 

und  macht  von  den  Anderungsformeln  Gebrauch 

/  =  t'  cos  1^^  —  w  sin^yu      , 

u  =  v^\tl\IX  +tt/COS^/i      , 
so  geht  der  obige  Wert  von  e  über  in 

3)  E  =  {\  —  N)v^  -^  Nw^     . 

Alle  Punkte  t/,  a/,  die  für  ein  gegebenes  N  einen  bestimmten  Wert  von  e 
erzeugen,  liegen  auf  einer  bestimmten  Ellipse,  wenn 

4)  0<^<i     . 

auf  einer  Hyperbel,  wenn  N  außerhalb  dieser  Begrenzung  liegt;  dabei  sind  die 
Kurven,  die  demselben  N^  aber  verschiedenen  Werten  von  e  zugehören,  einander 
ähnlich.  Man  gebe  nun  N  eine  Reihe  von  Werten,  die  zwischen  0  und  \  ent- 
halten sind,  und  zeichne  die  Ellipsen,  die  zu  diesen  Werten  und  etwa  zu  €  =  0,1 


r 
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gehören.  Zu  jeder  dieser  Ellipsen  zeichne  man  auf  durchsichtiges  Papier  einen 
Satz  ähnlicher  Ellipsen  für  verschiedene  Werte  von  €.  Femer  zeichne  man  eine 
Hilfskarte  für  den  Umriß  des  darzustellenden  Gebietes,  bei  der  man  /  und  u 
als  rechtwinklige  Koordinaten  aufträgt,  suche  unter  jedem  Satze  ähnlicher  Ellipsen 
die  kleinste  aus,  innerhalb  deren  bei  geschickter  Lage  des  Mittelpunktes  und  der 
Achsen  das  ganze  darzustellende  Gebiet  Raum  hat;  unter  dieser  ersten  Auswahl 
legt  man  die  Ellipse  dem  Entwürfe  zugrunde,  die  zu  dem  kleinsten  e  gehört 
Hat  man  auf  jeder  Ellipse  der  ersten  Wahl  die  Lage  des  Mittelpunktes  /^  Uq  und 
den  Winkel  jn  zwischen  der  Hauptachse  und  der  /-Achse  bemerkt,  so  liest  man 
nun  auf  der  dem  kleinsten  e  zugehörigen  Ellipse  sofort  die  Kartenmitte  (/q  Uq)  ab 
und  erhält  alsdann  G  und  If  aus  den  Gleichungen  1),  sowie  F  aus  Nr.  3,  4), 
worauf  die  Abbildungsformeln  3)  vollständig  bestimmt  sind. 

Will  man  die  Abplattung  unberücksichtigt  lassen,  so  kann  man  in  3)  r  durch 
cos  9?  ersetzen. 

Negative  Werte  von  JV,  oder  solche,  die  größer  als  ^  sind,  liefern  statt  der 
Ellipsen  H3rperbeln.  Während  bei  Ellipsen  nur  positive  e  in  Betracht  kommen, 
kann  bei  Hyperbeln  e  auch  negativ  angenommen  werden.  Wir  zeichnen  jetzt 
die  beiden  denselben  Asymptoten  zugehörigen  Hyperbeln,  die  einem  bestimmten 
A'  und  zwei  entgegengesetzt  gleichen  e  von  bestimmtem  absolutem  Betrage  ent- 
sprechen, zu  diesem  Hyperbelpaare  durch  Änderung  des  e  einen  Satz  ähnlicher 
H3rperbelpaare ,  sowie  hierauf  durch  Änderung  des  JV  eine  Reihe  von  Hyperbel- 
sätzen, und  suchen  unter  diesen  Hyperbelpaaren  wieder,  wie  oben,  das  dem 
kleinsten  e  zugehörige  Hyperbelpaar,  innerhalb  dessen  die  Hilfskarte  des  Ge- 
bietes untergebracht  wird.  Je  nachdem  das  e  dieses  Paares  größer  oder  kleiner 
als  das  oben  gefundene  kleinste  s  ist,  hat  man  das  dem  Hyperbelpaare  oder 
das  der  obigen  Ellipse  zugehörige  JV  und  jut  dem  Entwürfe  zugrunde  zu  legen*). 

5.  Durch  die  Herstellung  möglichst  kleiner  Winkelabweichungen  ^  neben 
möglichst  kleinen  gleichen  Längenabweichungen  1  —  h  und  1  —  k  wird  in 
TissoTs  Entwürfe  die  Winkeltreue  bevorzugt;  man  wird  dagegen  die  Flächen- 
treue in  den  Vordergrund  stellen,  wenn  man  in  1  —  A  und  1  —  k  die  Glieder 
erster  Ordnung  beseitigt  und  die  zweiter  Ordnung  entgegengesetzt  gleich 
macht  Für  diese  Ausbildung  des  Tissot sehen  Verfahrens  hat  man  daher  zu- 
nächst wieder  die  Bedingungen 

1)  ^+^=i(l-tangVo).        G^+/=0,       /+ Ä  =  0     , 

und  daneben  aus  Nr.  3,  1),  wenn  man  in  den  Gliedern  zweiter  Ordnung  von  A 
und  k  wieder  die  Abplattung  äußer  acht  läßt, 

2)  /^  +  ^=-itangVo  »        G==--/i,       H  ^ -t     . 
Aus  1)  und  2)  folgt 

3)  ^-Ä^=itang2^o-i'       /=6^,      /=-^     . 
Daher  folgen  die  Entwurfsgleichungen 


^) 


x^  =  ^-/  +  /^/3  +  3  6^/3«  +  3^/«2+  Gu^ 


U 


Hierbei  ist 

/=^— itang^^?^  ,       Il=F—itsiJig^(pQ  +  ^e     . 
Man  hat  jetzt 

e  ^  1  ^  Ä  =  -{1  -k)  =  (3If+  2tangVo  -  i)t^  +  ß  Gtu  +  S  Bu^     . 

♦)  Ein  vollständig   durchgeführtes  Beispiel,   sowie   weitere  Ausfährungen  findet   man   bei 
Tissot-Hammes,  Die  Netzentwürfe  u.  s.  w.,  Nr.  57  u.  ff. 


588  Kartenentvürfe.  §  9 

Setzt  man 

oder 

S  If-\-  2tasig^<p  —  ^'=  Pcoa/ii ,       G  =^  P sin /ii     , 

und  verwendet  die  Anderungsformeln 

/  =  2f  cos-l-v  —  w  sin^v     , 

u  =  V  ain^v -{- w  coa^v     , 
80  erhält  man  ,  ^  «^    „    .    ,  «     .     ,,v     « 

Das  weitere  Verfahren  zur  Ermittlung  des  Entwurfs,  der  bei  der  Darstellung 
eines  bestimmten  Gebietes  die  günstigsten  Flächenverzerrungen  aufweist,  ist  von 
dem  in  Nr.  4  angegebenen  nicht  verschieden. 


§  9.     Karten  in  sehr  kleinem  und  sehr  großem  Maßstabe  (Planigloben 

und  Generalstabskarten). 

!•  Die  Darstellung  eines  sehr  großen  Teiles  der  Erdoberfläche  auf  einem 
einzigen  Kartenbilde  kann  naturlich  nicht  anders  erfolgen,  als  daß  bei  Flächen- 
treue sehr  starke  Winkelverzerrungen,  bei  Winkeltreue  sehr  starke  Flächen- 
verzerrungen, oder  starke  Verzerrungen  beiderlei  Art  mit  in  den  Kauf  genommen 
werden  müssen.  Handelt  es  sich  um  Bilder  der  ganzen  Erdoberfläche,  so  ist  es 
unvermeidlich,  daß  Linien  vorkommen,  die  zwischen  zwei  Punkten  der  Erde 
lückenlos  verlaufen,  auf  der  Karte  dagegen  in  zwei  oder  mehr  Stücke  zer- 
rissen sind. 

2*  Es  darf  behauptet  werden,  daß  für  die  Abbildung  der  ganzen  Erde  auf 
einer  einzigen  Karte  ein  ernstes  geographisches  Bedürfnis  nicht  voiiiegt,  die 
Lösung  dieser  Aufgabe  daher  in  Anbetracht  der  damit  verbundenen  unerträglichen 
Verzerrungen  recht  wohl  ganz  unterbleiben  könnte.  Begnügt  man  sich  mit  der 
Darstellung  des  durchforschten  Teiles  der  Erde,  schließt  also  die  Gegenden 
um  die  Pole  bis  zu  gewissen  Polabständen  aus,  so  kann  jeder  geradständige 
ebene,  Säulen-  oder  Kegelentwurf  verwendet  werden. 

Will  man  indes  aus  irgend  einem  theoretischen  Bedürfnis  nach  Vollständig- 
keit die  ganze  Erde  darstellen,  so  sind  selbstredend  die  Entwürfe  unverwendbar, 
bei  denen  die  Bilder  von  Punkten  ins  Unendliche  fallen;  unter  den  oben  be- 
sprochenen sind  dies  der  winkeltreue  und  der  vermittelnde  BREUSiNGsche  ebene 
Entwurf,  femer  Mercators  winkeltreuer  Säulenentwurf,  sowie  Lamberts  winkel- 
treuer Kegelentwurf.  Bei  den  Entwurfsarten,  die  eine  Darstellung  der  ganzen 
Erde  ermöglichen,  wird  man  wohl  von  denen  absehen,  die  beide  Pole  oder  einen 
in  gerade  oder  krumme  Linien  auseinanderzerren,  wie  z.  B.  vom  flächentreuen 
und  speichentreuen  ebenen  Entwürfe,  von  Lamberts  flächen  treuen  Säulenentwurf  e, 
sowie  von  den  Plattkarten  überhaupt,  von  Lamberts  flächentreuen  Kegelentwurfe, 
vom  Kegelehtwurfe  des  Ptolemäus  u.  a.  m. 

Zu  den  besser  verwendbaren  Entwürfen  ist,  soweit  sie  schon  oben  berück- 
sichtigt worden  sind,  hier  nichts  hinzuzufügen;  wohl  aber  ist  noch  einiger  Ent- 
wurfsweisen zu  gedenken,  die  oben  nicht  besprochen  worden  sind. 

3.  Stabs  Entwürfe.  Der  Mittelmeridian  wird  gerade  und  längentreu  oder 
längenverhältnistreu  abgebildet,  die  Breitenkreise  als  Kreise  um  den  Pol  und 
ebenfalls  längentreu  oder  doch  längenverhältnistreu.  Man  überzeugt  sich  leicht, 
daß   bei   dieser  Gruppe  von  Abbildungen   das  Flächenverhältnis  überall  dasselbe 
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ist;  die  Längenverhältnisse  des  Mittelmeridians  und  der  Breitenkreise  lassen  sich 
leicht  wählen. 

Nimmt  man  das  Bild  des  Mittelmeridians  als  Abscissenachse,  das  des  Pols 
als  Nullpankt,  bezeichnen  m  und  n  das  Längenverhältnis  auf  dem  Mittelmeridian, 
bezw.  auf  den  Breitenkreisen,  und  sind  r^  und  q)^  die  Polarkoordinaten  eines 
Kartenpunktes,  so  hat  man  für  den  Entwurf  die  Gleichungen 

ifsin<$ 
mo 


Hieraus  folgt 


x^  =  Tj  co9<pi  ,       yi  =  ^1  sin^?! 


-j^  =  m  co8<p^  —  r^  sintp^  -^j  ,       -^  =  —n  sm(p^  smö     , 

— —  =  m  sm9?i  +  r^  cos^^  -^  ,       -^-  =  n  cos(p^  smö     . 
Aus  diesen  Formeln  ergibt  sich 

/,=^«<)sin4^^^-     , 

g^  =  «*sin2^     . 

Für  das  Flächenverhältnis  findet  man  daher 

S  =  Mn     . 
Nimmt  man 

mn  =  1     , 
so  wird  die  Abbildung  fiächentreu. 

4.  Der  Urheber  dieses  Entwurfs  ist  Johann  Stab  oder  Stabius  im  Anfange 
des  16.  Jahrhunderts.  Johann  Werner,  ein  hervorragender  Geometer  und  Karten- 
zeichner und  Zeitgenosse  Stabs,  wandte  in  seinem  großen  Kartenwerke  die 
Stab  sehen  Entwürfe  mehrfach  an;  sie  werden  daher  nach  Stab  oder  nach 
Werner,  oder  nach  beiden  bezeichnet  Man  vergleiche  Gretschel,  Lehrbuch, 
S.  185  und  Tafel  IV,  Figur  23. 

Eine  Anwendung  dieses  Entwurfs  geben  Schrader,  Prudent  und  Anthoine, 
Nr.  37,  Russisches  Reich  1:20000000,  und  entsprechend  Spamer  Nr.  97/98. 
Tafel  19  gibt,  nach  Spamer  Nr.  97/98  die  östliche  Hälfte  dieses  Entwurfs. 

5*  NicoLOSis  Entwurf.  Der  Mittelmeridian  und  der  Gleicher  werden  längen- 
treu als  zwei  sich  rechtwinklig  schneidende  Gerade  abgebildet;  das  Bild  des 
Grenzmeridians  ist  ein  um  den  Schnittpunkt  von  Mittelmeridian  und  Gleicher 
mit  dem  Halbmesser  ^n  beschriebener  Kreis;  die  Meridianbilder,  sowie  die 
Bilder  der  Breitenkreise  sind  Kreise,  und  zwar  teilen  die  Breitenkreisbilder  das 
Bild  des  Grenzmeridians  längenverhältnistreu. 

Diesen  Entwurf,  der  für  die  Abbildung  der  östlichen  und  westlichen  Halb- 
kugel noch  im  Gebrauch  ist,  legte  Niolosi  einer  Anzähl  großer  in  Rom  1660 
von  ihm  herausgegebener  Karten  zugrunde;  er  wird  in  England  oft  nach 
Arrowsmyth  benannt,  der  ihn  am  Ende  des  18.  Jahrhunderts  benutzte,  und  führt 
auch  noch  die  Bezeichnung  Globularentwurf. 

6.  MoLLWEroEs  Entwurf  zur  Abbildung  der  ganzen  Erde.  Der  Mittelmeridian 
und  der  Gleicher  werden  als  einander  rechtwinklig  schneidende  Gerade,  der 
Grenzmeridian  als  Ellipse  abgebildet,  deren  Fläche  der  Erdoberfläche  gleicht; 
ist  daher  m  die  große  Halbachse,  n  die  kleine,  so  ist 

mn  =  4     . 
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Die  Bilder  der  Meridiane  sind  Ellipsen,  die  die  Polbilder  za  Scheiteln  haben, 
und  die  Fläche  der  Grenzellipse  flächentreu  teilen.  Hat  das  Bild  des  Meridians  l 
die  zweite  Halbachse  /,  so  ist  das  Bild  des  Kugelwinkels  zwischen  dem  Null- 
meridian (Mittelmeridian)  und  dem  Meridian  X 

\71ln     ; 

der  Kugelwinkel  selbst  hat  die  Fläche 

2  jr 
folglich  ist  Ä^ 

i  ~^  • 

flTl 

Die  Breitenkreise  bildet  Mollweide  als  Gerade  von  der  Richtung  des 
Gleicherbildes  ab;  ist  xp  die  excentrische  Anomalie  für  den  Endpunkt  des  Bildes 
des  Breitenkreises,  der  den  Polabstand  d  hat,  so  wird  tp  so  bestimmt,  daß  die 
vom  Breitenkreise  begrenzte  Kappe  sich  flächentreu  abbildet  Wie  man  sofort 
erkennt,  wird  durch  die  flächentreue  Abbildung  der  zwischen  Meridianen  und 
Breitenkreisen  liegenden  Gebiete  die  flächentreue  Abbildung  beliebiger  Flächen 
bewirkt.  Hat  eine  Ellipse  die  Halbachsen  a  und  b,  so  ist  der  Abschnitt,  dessen 
Sehne  zur  excentrischen  Anomalie   2  \p  gehört,  bekanntlich 

1 
/=— a^(2^  —  sin2^)     ; 

setzt  man  a  =  «,  b  =  m,  und  für  /  den  Inhalt  der  Kugelkappe,   so   ergibt  sich 

2xp  —  suy2\p  =  7i{l — cosS)     , 

=  2  TT  sin*  -       . 

Aus  dieser  transcendenten  Gleichung  kann  xp  leicht  gefunden  werden*). 

Moll  WEIDE  hat  für  n  den  Wert  y2  gewählt;  er  veröflentlichte  diesen  Ent- 
wurf 1805;  Babinet  legte  ihn  seinem  1857  erschienenen  Atlas  zugrunde  und 
nannte  ihn  homalographischen  Entwurf. 

7.  Aus  einem  echten  ebenen  Entwürfe  B  einer  Halbkugel  hat  Aitoff 
(ScHRADER,  PRUDENT  und  Anthoine,  Atlas  de  Geographie  moderne,  Paris  1891) 
das  von  einer  Ellipse  begrenzte  Bild  B^  der  ganzen  Erde  in  eigentümlicher  Weise 
abgeleitet  Bei  einem  querständigen  echten  ebenen  Entwürfe  bilden  sich  der 
Gleicher  und  der  Meridian  der  Kartenmitte  als  Gerade  ab,  die  aufeinander 
senkrecht  stehen.  Verkürzt  man  nun  die  senkrecht  zum  Gleicherbilde  gezogenen 
Ordinalen  der  Punkte  von  B  um  die  Hälfte,  und  sieht  das  dadurch  gewonnene 
Bild  des  Meridians,  der  von  der  Kartenmitte  den  Längenabstand  X  hat,  in  B^ 
als  den  Ort  der  Punkte  an,  die  von  der  Kartenmitte  den  Längenabstand  2  X  haben, 
so  ergibt  sich  aus  dem  ursprünglichen  Bilde  B  der  Halbkugel  ein  Bild  der  ganzen 
Erde,  das  von  einer  Ellipse  begrenzt  wird,  deren  kleine  Achse  die  Hälfte  der 
großen  ist  Aitoff  hat  diese  Konstruktion  auf  den  speichentreuen  Entwurf  an- 
gewendet Hammer  hat  in  Petermanns  Mitteilungen  aus  Justus  Perthes  geo- 
graphischer Anstalt  (38.  Bd.,  1892,  S.  85)  die  Bemerkung  gemacht,  daß  man 
mit  demselben  Rechte  hierbei  auch  jeden  andern  querständigen  echten  ebenen 
Entwurf  verwenden  kann,  und  daß  man  dabei  auf  einen  flächentreuen  Entwarf 
der  ganzen  Erde  kommt,  wenn  man  Lamberts  flächentreuen. echten  ebenen  Ent- 
wurf zugrunde  legt  S.  86  zeigt  ein  von  20^  zu  20®  fortschreitendes  Gradnetz 
dieses  Entwurfs,  wobei  der  Maßstab  in  der  Kartenmitte  ungefähr  1 :  1820000U0  ist 

Auf  Tafel  20  geben  wir  Aitoff s  Entwurf  (nach  Spamer,  Nr.  9/10). 

*)  In  des  Verfassers  fünfstelligen  Logarithmentafeln,  Leipzig  1901,  sind  anf  S.  79  die 
Werte  von  arc^?  —  sin 99,  von  0°  bis  180",  um  1°  fortschreitend,  angegeben. 
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8.  Vi elflachk arten.  Ein  Bild  der  ganzen  Erde  wird  erhalten,  wenn  man 
der  verjüngten  Erde  ein  Vielflach  umschreibt  und  auf  den  einzelnen  Flächen 
bestimmte,  nicht  übereinander  hinweggreifende,  die  Erde  lückenlos  bedeckende 
Gebiete  abbildet  Dabei  hat  man  noch  die  Bedingung  zu  erfüllen,  daß  die 
Kanten  des  Vielfiachs  kongruente  Abbildungen  derselben  Linie  auf  der  Erd^ 
sind,  gleichgültig,  zu  welcher  der  beiden  anstoßenden  Flächen  sie  gerechnet 
werden.  Die  angegebenen  Bedingungen  werden  erfüllt,  wenn  man  die  Erde  vom 
Mittelpunkte  aus  perspektivisch  abbildet  (g nomonischer  Entwurf).  Erfolgt  die 
Abbildung  auf  den  der  verjüngten  Erdkugel  umschriebenen  Würfel,  so  kommt 
auf  jede  Seite  des  Würfels  der  sechste  Teil  der  Erdoberfläche,  und  die  Flächen- 
und  Winkelverzerrungen  halten  sich  noch  in  erträglichen  Grenzen.  Eine  solche 
Darstellung  der  ganzen  Erde  gab  Reichardt  in  Weimar,  1803. 

9.  Sternförmige  Planigloben.  Um  die  Verzerrungen  zu  vermeiden, 
die  mit  der  Verebnung  der  ganzen  Erdoberfläche  auf  einem  einzigen  Karten- 
blatte verbunden  sind^  hat  man  vorgeschlagen,  eine  Halbkugel  nach  irgend  einer 
der  bekannten  Entwurfsweisen  darzustellen,  das  Bild  der  andern  Halbkugel  aber 
in  dreieckige,  von  Bogen  begrenzte  Zacken  aufzulösen,  die  um  den  Rand  der 
zusammenhängend  dargestellten  Halbkugel  herumliegen.  Betrachtet  man  das 
Halbkugelbild  und  die  dreieckigen  Karten  als  für  sich  bestehende  Entwürfe,  so 
ist  nichts  Wesentliches  hinzuzufügen.  Sieht  man  aber,  wie  immer,  das  Ganze 
als  ein  Bild  der  ganzen  Erdoberfläche  an,  so  hat  es  keinen  rechten  Sinn,  um 
Winkel-  und  Flächenverzerrungen  besorgt  zu  sein,  wo  man  doch  die  ärgste  Ge- 
walttat, nämlich  die  Zerreißung  zusammenhängender  Linien  in  mehrere  getrennte 
Stücke  und  die  Zerreißung  zusammenhängender  Flächen,  sich  gefallen  läßt 

10.  Für  die  gnomonische  Abbildung  hat  man 

x^  =  Q  cosi  ,       ^1  =  ^  sinA  ,       Q  =  tangd     , 

5  = ~r  ,        sini?  =  tSLUg^id     . 

cos  ^(5  ^ 

Bei  Karten  sehr  großen  Maßstabes  (Generalstabskarten)  umfaßt  das 
einzelne  Blatt  von  der  Mitte  aus  einen  Polabstand,  der  erheblich  kleiner  als  1^ 
ist;   nun  gehören  aber  zusammen 

d=l\       5  =  Sectio«  1,0005,       sin*  =  0,000076,       #=15"    . 

So  geringe  Abweichungen  verschwinden  gegenüber  den  Genauigkeitsgrenzen  der 
Zeichnung  des  Kartenurbildes,  der  Überfragung  auf  die  Druckplatte,  dejren  un- 
gleichmäßiger Ausdehnung,  und  insbesondere  gegenüber  der  Änderung  des  Karten- 
papieres  infolge  des  Anfeuchtens  beim  Druck  sowie  der  wechselnden  Wärme  und 
Luftfeuchtigkeit;  man  kann  daher  die  gnomonische  Abbildung  unter  diesen  Um- 
ständen für  flächentreu  und  winkeltreu,  als  kongruentes  Bild  des  dar- 
gestellten Teiles  der  Erdoberfläche  ansehen.  Daran  ändert  sich  nichts,  wenn  man 
beim  gnomonischen  Entwürfe  die  Tangentenebene  durch  eine  Ebene  ersetzt,  die 
durch  zwei  nahe  benachbarte  Punkte  eines  Breitenkreises  und  die  zu  gleichen 
Längen  gehörigen  Punkte  eines  nahe  benachbarten  Breitenkreises  legt,  denn  der 
Abstand  einer  solchen  Ebene  von  der  dazu  gleichgestellten  Berührungsebene  der 
Erde  ist  nur  eine  Größe  höherer  Ordnung.  Auch  macht  es  keinen  bemerkbaren 
Unterschied,  wenn  man  den  gnomonischen  durch  einen  andern  der  oben  be- 
sprochenen echten  ebenen  Entwürfe  geeignet  ersetzt 

11«  Zonenkarten.  Anstatt  auf  Ebenen  kann  man  auch  auf  Kegelzonen  ab- 
bilden; reicht  ein  Kartenblatt  vom  Parallelkreise  (p^  bis  zu  9?'®  (wobei  9/ —  (p  immer 
ein  echter  Bruch  sein  wird),  so  kann  man  die  Kegelzone  zugrunde  legen,  die  durch 
die  beiden  Grenzparallelkreise  bestimmt  ist,  und  darauf  wieder  gnomonisch  abbilden. 
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Die  Kartenblätteiy  die  Teile  derselben  Zone  darstellen,  kann  man  lückenlos 
aneinander  stoßen;  bei  zwei  Blättern,  die  von  denselben  Meridianen . begrenzte 
benachbarte  Gebiete  darstellen,  ist  dies  zwar  nicht  in  aller  Strenge  möglich, 
indes  ist  die  Abweichung  der  Grenzlinien  von  der  Kongruenz  so  klein,  daß 
praktisch  das  Zusammenstoßen  zweier  Nachbarzonen  selbst  bis  auf  einige  Grad 
Längenausdehüung  ausgeführt  werden  kann. 

Ist  nämlich  ON  die  Erdachse  (Fig.  93),  O  der  Mittelpunkt,  QON  =^  90  ^ 
BOA  =  AOC=€,  QOA=^<p,  AA  \\  BR  \\  CC  \\  OQ,  A0  =  B0^C0  =  1,  so  ist 

AA'=cos(p,        BB=cos((p  —  e) ,         (7(7=  cos (99  +  c)     , 

^7V  =  — ^— =  — ^^^^—         AJ\r'=        ^^^^ 

sin AJVA^       sin (9?  —  i^)  *  sin{(p  +  -J-c) 

Ist  €  nur  ein  kleiner  Winkel,  so  kann  man  setzen 

1 2 

sin(^  ip  -J-fi)       2  sin^?  +  e  costp 

1  1  €C08q) 


sin  {(p  —  ^e)       sin  {(p  -\-  ^e)       sin  *  9? 

Fig,g8.  Bei   der  Verebnung   der  von  AB  und  AC  beschriebe- 

nen Kegelzonen  löst  sich  der  Breitenkreis,  der  A  enthält, 
in  zwei  Kreise  auf,  deren  Halbmesser  AJV  und  AJV^  sind  (Fig.  94);  nehmen  wir 
an,  daß  sie  sich  in  A  berühren  und  daß  der  Halbmesser  A^M  des  großem 
Kreises   den   kleinem   in   M^  schneidet,    so   ist,   wenn  AN^M^  =  ix   gesetzt  wird, 

NM^  =  N^M^  +  2 N^M^  •  NN^  •  cos;u  +  NN^     . 

Da  NN^  gegen  N^M^  nur  sehr  klein  ist,   so   kann  man 
hieraus  schließen 

NMy  =  A;  M^  +  AWi  cos//     , 

woraus  dann  weiter  folgt 

AN—  MM^  =  AN^  +  NN^  cos^ 

=  AN^2NN^^m^\li     . 

Daher  ergibt  sich 

MM^  ==  2ecot^(pam^^fi     . 

Für  45^  geographischer  Breite  hat  man  insbesondere 

MMi  =  2  g  sin  2^^     . 

Erstreckt  sich  z.  B.  bei  einem  Maßstabe   1 :  75000  ein  Blatt  der  Karte  über 
15'  Breite  und  30'  Länge,  so  ist  selbst  für  /x  =  2® 

logMM^  =  4,425  ,       M^M=  0,0000027     . 

Bei  dieser  Verjüngung  ist  der  Erdhalbmesser  rund  90  m,  daher  AfM^  =  0,24  mm.  Da 

2,0  :  sin  450  =  2,8     , 

so  kann  man  also  zur  Not  6,  sicher  aber  5  Blätter  nach  jeder  Seite,  im  ganzen 
also  10 — 12  einer  Zone,  mit  den  nördlich  und  südlich  angrenzenden  ohne  merk- 
liche Störung  zusammenstoßen. 


Fig.  94. 


Sachregister  zu  Band  I  bis  III. 


Die  römischen  Zahlen  bedeuten  den  Band,  die  arabischen  die  Seite. 


Abbildung  einer  Fläche  III 533  —  A.  eines 
Längenelementes  III  534  —  A.  eines  Win- 
kels III  534  —  A.  eines  Flächenelementes 
III  535  —  flächen  treue  A.  der  Erde  mit 
Rücksicht  auf  Abplattung  III  575  —  win- 
keltreue A.  der  Erde  mit  Rücksicht  auf 
Abplattung  III  580.  Vergleiche  Leitbild, 
Richtbild,  Mittenbild,  Entwurf. 

Abgekürzte  Lebensversicherung  III  449, 
450. 

Abgeleitete  Funktion  1 129, 131;  II  252, 
477. 

Abscisse  I  565;  II  110. 

Absoluter  Wert  einer  Zahl  I  9. 

Absolut  gl  ied  einer  Gleichung  I  83. 

Abstand  eines  Punktes  von  einer  Geraden 

II  30,  113,  357  -  A.  eines  Punktes  von 
einer  Ebene  II  29,  352,  470  -  A.  zweier 
Punkte  II  314,  343  -  kürzester  A.  zweier 
sich  kreuzenden  oder  windschiefen  Ge- 
raden I  509;  II  31,  358. 

Siehe  auch  Entfernung. 
Absterbeordnung  III  428  -    A.  für  das 
Königreich    Sachsen,    nach    G.  Zeuner 

III  510  -  A.  für  Paare  III  478  -  A.  für 
Feiernde,  nach  Zimmermann  III  520  - 
A.  für  Kinder  in  Altersgruppen   III  516. 

Abtrennen  einer  bekannten  Wurzel  einer 

Gleichung  I  98. 
Abweichung,  mittlere  III  403  —  A.  der 

Gewichtseinheit  III  404. 
Abwickelbare  Fläche,  die  zwei  Flächen 

2.  Kl.  umschrieben  ist  II  441. 
Abwickelbare  Fläche  «-ter  Kl.  II  356 

—  ihre  Aufnahme  von  einer  Ebene  aus 
II  536  —  ihre  Hauptkrümmungen  II  670. 

Abwickelbare  Fläche  3.  Kl.,  ihre  Auf- 
nahme von  einer  Ebene  aus    II   537  - 
ihre  Konstruktion  aus  sechs  Ebenen  II  537 

—  Gerade  zweier  Ebenen  einer  a.  Fl.  3.  Kl. 
II  537,  538  -  Ebenen,  die  eine  a.  Fl.  3.  Kl. 
mit  einer  Fläche  2.  Kl.  gemein  hat  II  539 

—  Bestimmung  durch  eine  Gerade  zweier 
Ebenen  und  fünf  Ebenen  II  539  —  durch 
drei  Gerade  zweier  Ebenen  und  drei  Ebe- 
nen II  539  —  erzeugt  durch  drei  projek- 
tive Punktreihen  II  540  —  Parameterdar- 
stellung II  543,  544  —  Faltpunkte  einer 
a.  Fl.  3.  KL  II  544  -  eine  a.  Fl  3.  Kl.  ist 

3.  Ordnung  II  545  —  Faltlinie  einer  a.  Fl. 
3.  Kl.  II  545. 

Abwickelbare  Fläche  4. Kl.  I.Art  II 452. 

Abwickelbarkeit  des  Mantels  eines  ge- 
raden Cylinders  I  584  —  A.  des  Mantels 
eines  geraden  Kegels  I  596. 


Abzählende  Arithmetik  I  135. 

Achse  der  Cylinderfläche  I  556  -  A.  der 
Kegelfläche  I  561. 

Achsen  rechtwinkliger  ebener  Koordinaten 
II  110  -  A.  schiefwinkliger  ebener  Ko- 
ordinaten II  198  -  A.  homogener  ebener 
Koordinaten  II  236  —  A.  rechtwinkliger 
räumlicher  Koordinaten  II  341  -  A.  eines 
Kegelschnitts  II  63,  65,  66,  116,  118  - 
A.  einer  quadratischen  Involution  II 
177. 

Addition  I  4  -  Korrespondierende  A.  und 
Subtraktion  I  103  A.  unendlich.  Reihen 
II  747. 

Affinität,  affine  Lage  I  314,  542  - 
affine  Verwandtschaft  zweier  Figuren 

II  11,  18  —  zweier  Ebenen  II  531. 
Aggregat  I  11. 
Ägyptisches  Dreieck  I  299. 
Ähnliche  Figuren,    Methode   der   ä.  F. 

..  I  354. 

Ähnlichkeit  von  Figuren  I  222    -  Ä.  der 
Dreiecke  I  294  -    Konstruktionen  zur  Ä. 
■    I  310    -  Ä.  der  Vielecke  I  312  -  Ä.  der 
..  Kreise  I  335. 
Ähnlichkeitsachsen  dreier  Kreise  1410; 

Ähnlichkeitspunkte  I  314  ~  Ä.  zweier 
Kreise  I  335,  409;  II  186. 

Ähnlichkeitsstrahl  I  315,  335,  409. 

Albers'  Kegelrumpfentwurf  III  565. 

Algebraische  Funktion  einer  komplexen 
Veränderlichen  III  132  -  A.  Zahlen  I  9 
-  A.  Gleichungen  I  81. 

Altersklassen  III  501. 

AMPfiREsche  Lösung  der  biquadratischen 
Gleichung  I  121. 

Amplitude  (oder  Argument)  einer  kom- 
plexen Zahl  I  123;  III  132. 

Amplitudensinus  III  212  —  Perioden 
des  A.  III  212  —  Summensatz  für  den  A. 

III  213  —  Entwicklung  des  A.  in  eine 
Potenzreihe  III  219  —  in  eine  FOURIER- 
sche  Reihe  III  222  —  A.,  ausgedrückt 
durch  Thetafunktionen  III  235  -  Ent- 
wicklung des  A.  in  ein  unendliches  Pro- 
dukt III  251. 

Amplitudencosinus  III  212  —  seine  Pe- 
rioden III  214  —  Summensatz  für  den  A. 
III  213  —  Entwicklung  des  A.  in  eine 
Potenzreihe  III  220  -  in  eine  FOURIER- 
sche  Reihe  III  225  —  A.,  ausgedrückt 
durch  Thetafunktionen  III  235  —  Ent- 
wicklung des  A.  in  ein  unendliches  Pro- 
dukt III  251. 
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Amplitudendelta  III  212  —  seine  Perio- 
den III  214  —  Summensatz  für  das  A. 
III  213  —  Entwicklung  des  A.  in  eine 
Potenzreihe  III  220  in  eine  Fourier- 
sche  Reihe  III  225  -  Entwicklung  in  ein 
unendliches  Produkt  III  252. 

Analysis  einer  Aufgabe  I  337  Algebra- 
ische A.  I  358. 

Analytische  Fortsetzung  des  Integrals 
einer  Differentialgleichung  III  355. 

Anfangskapital  bei  der  Zinseszinsrech- 
nung I  162. 

Anfangs  werte,  Ausdruck  des  allgemeinen 
Integrals  einer  homogenen  linearen  Diffe- 
rentialgleichung durch  A.  III  354. 

Änderung  der  Koordinaten   II  194,  346 

—  Ä.  der  Gleichung  zweiten  Grades  in 
Punkt-  und  Linienkoordinaten  II  203. 

Änderung  der  Veränderlichen  bei  Doppel- 
integralen III  77  —  bei  dreifachen  Inte- 

..  gralen  III  99. 

Änderung    eines     elliptischen     Integrals 
durch  eine  lineare  Ersetzung  111  180  - 
Ä.  durch  eine  irrationale  Ersetzung  III 183. 

Änderung  rechtwinkliger  Punktkoordi- 
naten in  der  Ebene  durch  \'erschiebung 
II  194  -  -  durch  Drehung  II  195  durch 
Verschiebung  und  Drehung  II  196  - 
Ä.  rechtwinklig.  Linienkoordinaten  durch 
Verschiebung  II  196  —  durch  Drehung 
II  197  —  durch  Verschiebung  u.  Drehung 
II  197  Ä.  der  Punkt-  und  der  Linien- 
koordinaten beim  Übergange  aus  einem 
rechtwinkligen  in  ein  schiefwinkliges 
System  II  199  —  Ä.  der  Gleichung  2.  Gra- 
des in  Punktkoordinaten  II  203  -  in 
Linienkoordinaten  II  212  A.  der  Ko- 
ordinaten beim  Übergang  aus  ebenen 
homogenen  Koordinaten  in  gewöhnliche 
II  237  —  Ä.  rechtwinkliger  räumlicher 
Punktkoordinaten  durch  Verschiebung 
II  346  durch  Drehung  II  346  -  Ä.  der 
räumlichen  Koordinaten  des  Punktes  und 
der  Ebene  beim  Übergange  aus  einem 
homogenen  Systeme  in  ein  andres  II  472, 
473  -  Ä.  beim  Übergange  aus  recht- 
winkligen zu  Polarkoordinaten  II  136,  344 
Ä.  sphärischer  Koordinaten  III  541. 

Ankreise   eines  Dreiecks   I  250,  262,  371 

—  Radien  der  A.  eines  Dreiecks  I  281, 300. 
Ankugel  des  Tetraeders  I  574. 
Annäherung  I  265. 

Anomalie,  excentrische  II  18,  131. 
APOLLONischer   Kreis    I  273         A.sche 

Berührungsaufgaben  I  368,  413. 
Ar  I  275. 
Archimedes.  Näherungswert  des  A.  für -t 

I  327  —  A  scher  Satz  von  der  Halbkugel 

I  602       Spirale  des  A.  II  601. 
Argument  I  123     -  A.  einer  Potenzreihe 

I  180. 
Arithmetische  Reihe  I  154  —  Differenz 

der  a.  R.  I  154    -  Summe  der  a.  R.  I  155 
-  a.  R.  höherer  Ordnung  I  167. 
Arithmetisch-geometrische  Reihe 

I  158  -  unendliche  a.-g.  R.  I  180. 
Arrows  MI  TH'  Entwurf  III  589. 


Asymptoten  der  Hyperbel  II  66,  119,  592. 
Asymptotenebenen    eines    Paraboloids 

II  418. 
Asymptotenkegel  des  einschaligen  Hy- 
perboloids II  409  —  A.  des  zweischaligen 

Hyperboloids  II  411. 
Asymptotenpunkte  einer  Involution 

II  175. 
Aufgabe    I    213,    256,    837  -  Auflösung 

einer  A.  I  256,  337  —  Analysis  einer  A. 

I  337  —  A.,  die  auf  lineare  Gleichungen 

führen  I  88. 
Auflösung  einer  Gleichung  179    -  A.  einer 

Konstruktionsaufgabe  I  837. 
Aufnahme    einer    abwickelbaren    Fläche 

«-ter  Kl.  von  einer  Ebene  II  536  —  A. 

einer   abwickelbaren   Fläche   3.  Kl.   von 

einer  Ebene  II  537. 
Augenpunkt  II  96. 
Aussteuerversicherung  III  451. 
Außenwinkel  I  221,  226. 
Axiom  der  Geraden  I  212  -  Parallelen- A. 

I  218  -  A.  der  Ebene  I  501. 

Axonometrie  II  86. 

Axonometrische  Herstellung  von  Richt- 
bildern II  86  —  von  schiefen  Leitbildern 

II  94. 

B  ABI  NETS    homalographischer    Elntwurf 

III  590. 

Bar  wert  eines  Kapitals  I  164  —  B.  einer 
Rente  I  166. 

Basis  einer  Potenz  I  42  ~  B.  eines  Loga- 
rithmus I  68  -  B.  eines  Logarithmen- 
systems I  70  -  B,  der  natürlichen  Loga- 
rithmen I  185;  II  563. 

Siehe    auch  Grundfläche,    Grund- 
linie, Grundzahl. 

Begleiter,  Begleitstrahl,  eines  Ellipsen- 
punktes II  131. 

Begleiter  eines  Punktes  einer  Kurve 
3.  Ordn.  II  312,  313. 

Beiträge,  gestundete  III  507;  siehe  auch 
Reinbeiträge. 

Bekannte  einer  Gleichung  I  79. 

Beobachtungsfehler,  konstante  und  zu- 
fällige III  402. 

Berührung  höherer  Ordnung  II  643. 

Beruh rungs ebene  einer  Fläche  2.  Ordn. 

II  383,  478  -  einer  Fläche  2.  Kl.  II  392 

einer  beliebigen  Fläche  II  610  —  eines 

Cylinders  II  612  -  eines  Kegels  II  615 

—  einer  Regelfläche  II  616. 
Siehe  auch  Tangentialebene. 

Berührungskegel  einer  Fläche  2.  Ordn. 

II  390. 
Berührungsproblem     des    Apollonius 

I  368,  413. 
Berührungspunkt    einer    Geraden     und 

eines  Kreises  I  244  —  B.  zweier  Kreise 

I  254    -  B.  einer  Ellipsentangente  II  141 

—  einer  Hyperbeltangente  II  141  —  einer 
Parabeltangente  II  142  --  Gleichung  des 
B.  in  homogenen  Punktkoordinaten  II  257 

—  B.  einer  Tangente  einer  beliebigen 
Kurve  II  604,  609  -  einer  Berührungs- 
ebene  einer  Fläche  2.  Kl.  II  478  —  einer 
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beliebigen  Fläche  II  618  -  einer  Grenz- 
fläche II  619. 

Berührungssehne  I  390. 

Berührungsstrahl  zweier  Kreise    I  411. 

Besondere  Flächen  2.  Grades    II  502. 

Besondere  Punkte,  Tangenten  und  Be- 
rührungsebenen an  Kurven  und  Flächen 
II  711. 

Bestimmtes  Ii>tegral  III  8  -  über  eine 
Fläche  erstrecktes  b.  I.  III  72  -  über 
einen  Raum  erstrecktes  b.  I.  III  86. 

Bestimmte  Vereine  von  Differential- 
gleichungen III  365. 

Bestimmtheit,  Stelle  der  B.  III  342. 

Bestimmung  einer  Kurve  2.  Gr.  durch 
fünf  Punkte  und  durch  fünf  Tangenten 

II  218. 

Bestimmung   einer  homogenen  linearen 

Differentialgleichung  III  342. 
Bestimmungsgleichung  I  78. 
Bestimmurtgsstücke  einer  Figur   I  232- 

—  unmittelbare  und  mittelbare  B.  des 
Dreiecks  I  338,  417. 

Beweis  I  213,  256,  388  -  B.  durch  voll- 
ständige Induktion  I  168,  178,  182. 

Binom  I  11       Multiplikation  zweier  B.  I  18. 

Binomialkoeffizienten  I  151. 

Binomialreihe  I  183. 

Binomischer  Lehrsatz  I  150. 

Biquadratische  Gleichungen  I  83,  96, 
118  —  symmetrische  b.  G.  I  97. 

B LU  D  .\ u  s  flächentreuer  Entwurf  für  Afrika 

III  546. 

Bogen  des  Kreises  I  243  Messung  des 
B.  I  318  -  B.-Einheit  I  318,  330  -  Be- 
rechnung der  B.  I  330  B.-maß  des 
Winkels  I  331. 

Bogen  ebener  Kurven  in  rechtwinkligen 
Koordinaten  III  58  —  in  Polarkoordinaten 
III  59  —  der  Ellipse,  Hyperbel,  Parabel, 
Cykloide  III  59  einer  Kur\'e  3.  Ordn. 
III  60  -  -  der  Archimedischen  und  der 
hyperbolischen  Spirale  MI  61  -  einer 
Raumkurve  III  61  -  einer  Raumkurve 
3.  Ordn.  III  62   -  einer  Kegelspirale  III  62. 

Bogenelement  auf  einer  Fläche  II  662; 
III  533       rechtwinklige  B.  II  662;  III  533 

—  Richtungscosinus  eines  B.  II  662;  III 
533. 

Bonn  ES  flächentreuer  unechter  Kegelent- 
wurf III  573  mit  Rücksicht  auf  Ab- 
plattung III  578. 

Brennkegelschnitte  einer  Fläche  2.  Ordn. 
II  460. 

Brennpunkt  eines  Kegelschnitts  I  582; 
II  64  -  B.  der  Parabel  II  64,  120  -  B. 
der  Ellipse  I  579  -  B.  der  Ellipse  und 
Hyperbel  II  63,  116,  117,  120. 

Brennpunktsgleiche  Kegelschnitte 
II  294    597. 

Bren'nstrahi  I  582;  II  64,  116. 

Brianchon.  Punkt  von  B.  I  408  -  Satz 
des  B.  I  408;  II  230,  280,  283  -  B.s  Sechs- 
seit  II  166. 

BRiGGsche  Logarithmen  I  71. 

BROCARDsche  Punkte  des  Dreiecks  I  494 

—  B.  scher  Winkel  des  Dreiecks  I  494. 


Bruch  I  15  -  Erweitern  eines  B.  I  16  - 
Kürzen  eines  B.  I  16  -     Gleichnamige  B. 

I  16,  19  -  Ungleichnamige  B.  I  16,  21. 
Bündel  von  Ebenen  II  518  —  von  Strahlen 

II  533  -  von  Flächen  2.  Ordn.  II  501. 
Büschel  von  Strahlen,   Ebenen,   Kreisen 

U.S.W.  Vergl  Strahlbüschel,  Ebenen- 
büschel U.  S.W. 
Büschel  von  Flächen  2.  Ordn.  II  498  -  Ke- 
gel eines  B.  II  499  —  die  Polarebenen  eines 
Punktes  für  die  Glieder  eines  B.  bilden 
ein  Ebenenbüschel  II  499  -  diese  Ebenen- 
büschel sind  projektiv  II  499  -  die  Ge- 
raden, die  zu  einer  gegebenen  Geraden 
für  ein  B.  harmonisch  liegen,  bilden  ein 
System  von  Geraden  eine  Regelfläche 
2.  Ordn.  II  500  -  gemeinsames  Polartetra- 
eder eines  Büschels  II  500  -  eine  Gerade 
schneidet  ein  B.  in  einer  Involution  II  500. 

CARTESiussche  Lösung  der  biquadrati- 
schen Gleichung  I  118,  121. 

C  A  VA  LI  ER  I  scher  Satz  I  592. 

Centimeter  I  267. 

Centrale  zweier  Kreise  I  253. 

Centralprojektion,  C.-perspektive  siehe 
Mittenbild. 

Centriwinkel  I  244. 

Centrum  siehe  Mitte,  Mittelpunkt. 

Cevas  Satz  I  391,  496;  II  150. 

Charakteristik  eines  Kegelschnitts  I  582; 
II  120  -  einer  einhüllenden  Fläche  II  679. 

Chordale  zweier  Kreise  II  189.  Siehe 
auch  Potenzlinie. 

Chordalachse  dreier  Kugeln  II  373  - 
Ch.-ebene  zweier  Kugeln  II  373. 

Cofunktion  I  418. 

Conchoide  des  Nikomedes  II  174. 

Cosinus  I  418. 

Cosinussatz  I  449  C.  der  sphärischen 
Trigonometrie  für  die  Winkel  I  528  - 
C.  für  die  Seiten  des  sphärischen  Drei- 
ecks I  532. 

Cotangente  I  418. 

Cykloide,  gemeine  II  589  -  ihre  Krüm- 
mung II  650  —  Fläche  III  54. 

Cylinder  I  557  -  Mantel,  Grundfläche, 
Endfläche,  Höhe,  Achse  des  C.  I  557  -- 
Seitenlinie  des  Mantels  eines  C.  I  558  - 
Achsenschnitte  des  C.  I  558  -  Haupt- 
achsenschnitt des  C.  I  558  —  Wechsel- 
schnitte des  C.  I  558  -  gerader  und 
schiefer  C.  I  559  Rotations-C.  I  559  - 
Prisma  einem  C.  einge-  und  umschrieben 
I  560  Tangential-C.  einer  Kugel  I  577 
Flächeninhalt  des  Mantels  eines  geraden 
C.  I  .584  Volumen  des  C.  I  593 
elliptischer,  hyperbolischer,  parabolischer 
C.  II  386  Gleichung  eines  C.  in  Punkt- 
koordinaten II  387  -  die  zwei  Gleichungen 
eines  C.  in  Ebenenkoordinaten  II  388- 
allgemeinste  Form  der  Gleichung  eines 
C.  II  611. 

Cy linderentwürfe  siehe  Säulenentwürfe. 
VergL  auch  Umdrehungscylinder. 

Cylinderfläche  I  556    -  gemeine  C.  I  556 
Leitlinie,   erzeugende  Gerade,   Achse 
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der  C.  I  556  ~  Seitenlinien  der  C.  I  556 
—  Tangentialebene  der  C.  I  557  —  Ach- 
senschnitt der  C.  I  557  -  Ebene  parallel 
der  Achse  einer  C.  I  557. 
Cylinderschnitt  I  579. 

I>arlehn  auf  eine  Versicherung  III  498. 

Darstellende   Geometrie    I  503;    II  3. 

Decimeter  I  267. 

Deckung  von  Raumgebilden  I  52'2. 

Dekadisches  Zahlensystem  I  :^0  D .  Er- 
gänzung eines  Logarithmus  1  73. 

Del  AM  BR  Esche  Gleichungen  s.  Gauss  sehe 
Gleichungen  der  sphärischen  Trigono- 
metrie. 

Desargues'  Satz  I  3H4. 

Determinante  I  86,  188  -  Unter-D.  I  192 
Addition  und  Multiplikation  von  D. 
I  203  Auflösung  linearer  Systeme  mit- 
tels D.  I  198. 

Determination  einer  Aufgabe  I  338. 

Dezimalbruch  I  33  -  unendlicher  D. 
I  35  -  rein  periodischer  D.  I  35  —  ge- 
mischt periodischer  D.  I  35. 

Dezimalstellen  I  33. 

Dezimalzahl   I   33    —   unvollständige  D. 

I  40. 

D  iagonale  I  221. 
Diameter  siehe  Durchmesser. 
Diametralpunkte  der  Kugel  I  503,  565. 
Differentialrechnung  II  553.. 
Differential  II  557   —  D.  von  a^-x^  ax 

II  561  -  D.  von  1  :.r,  ,r'«,  a^  II  562  - 
D.  von  /.r,  sin.r  11  563  D.  von  cos.v, 
tang.r,  cot.rll  564  D.vonsec.v,  cosec.r, 
Are  sin.r  II  565  D.  von  Arccos.r,  Are 
tang.r  II  566  D.  von  //4-7',  «^ //^  --  ih^u.^ 
-(-,..  II  567  D.  von  //r*,  //^ //.^  . . . , 
u'^uß..,  II  568  -  D.  von  u:v  II  569  - 
D.  von  /[/(.r)]  II  570       D.  von  .r-^,  //-', 


ia-\-bx^'y,  l{a-\-l>.x),    l 


1 


.V 


D.    von     i{x 


1— .V 
)l  +  .r^),      x;U 


II  571 


l>  X 


xlx  —  .r,   /sin.r,    /cos.r,    /tangjr  II  572 
--  /cot.r  II  573       partialesD.  II  575 
totales  D.  II  575. 

Differentialgleichungen  111  275. 

Differentialgleichung  1.  Ordn.        all- 
gemeines   Integral    einer  D.    III   276 
partikuläres  Integral  einer  D.  III  277 
Herleitung  einer  D.  aus  ihrem  allgemei- 
nen Integrale  111  276        Sonderung  der 
Veränderlichen  bei  einer  D.   III   277 
Verzweigimgskurve  einer  D.    111  279 
integrierender  Faktor  einer  D.  III  295 
D.,  deren  integrierender  Faktor  eine  Funk- 
tion von  .r  allein  ist  III  297    -  D.,  deren 
integrierender  Faktor  eine  Funktion  von 
xy  ist  111  297       D.,  deren  integrierender 
Faktor  eine  homogene  Funktion  von  x 
und  V  ist    III  298     -  D.  höhern   Grades 
III  299. 

Differentialgleichung  2.  Ordn.  111  313 
—  D.,  bei  der  i'"  eine  Funktion  von  .r 
allein  ist  III  313  D.,  bei  der  ;•"  eine 
Funktion  von  .)■  allein   ist   III  313       D., 


bei  der  v"  eine  Funktion  von  i''  allein  ist 
III  314  -  D.,  die  y  nicht  explizite  ent- 
hält III  314  —  geometrische  Anwendungen 
von  D.  III  314  -  Integration  gewisser 
D.  in  besondem  Fällen  111  318  —  Inte- 
gration der  D.  /'— (.»'^  +  3),v  =  0  III  320 
—  Integration  einer  nicht  homogenen  D. 
111  321  -  Integration  einer  D.  durch 
\'ariation  der  Konstanten  III  325. 
Differentialgleichungen  //-ter  Ordn. 
Ableitung  aus  einer  Gleichung,  die  // 
willkürliche  Konstante  enthält  III  309 
allgemeines  Integral  einer  D.  III  310 
allgemeines  erstes  Integral  einer  D.  III 
311  -  allgemeines  (« —  l)-tes,  (n  —  2)-tes 
u.  s.  w.  Integral  einer  D.  III  312  —  homo- 
gene lineare  D,  III  316  -  Zusammen- 
setzung .des  allgemeinen  Integrals  einer 
h.  l.  D.  aus  «  partikulären  III  317,  323 
h.  1.  D.  mit  konstanten  Koeffizienten 
111  317,  318,  319  -  Integration  der  D. 
l'a^.x-^'y^-^  =  ()  111  317,  318  -  Inte- 
gration einer  D.  durch  eine  Potenzreihe 

111  319. 

Differentialgleichungen,  homogene 
lineare,  2.  und  3.  Ordn.  III  340  -  Nor- 
malform dieser  D.  111  341  —  ihre  Sonder- 
stellen 111  340  -  Bestimmung  der  D. 
111  342  Stelle  der  Bestimmtheit  einer 
D.  III  342  Koeffizientenverein  einer  D. 
III  343  Grund  verein  von  Integralen 
einer  D.  111  351  —  FucHSsche  Methode 
zur  Ableitung  eines  Grundvereins  einer 
D.  III  352  -  analytische  Fortsetzung  des 
Integrals  einer  D.  111  354. 

Differentialgleichungen  mit  mehr 
als  zwei  Veränderlichen,  die  durch 
eine  Gleichung  integriert  werden  III  359, 
365  -  D.,  die  nicht  durch  eine  einzige 
Gleichung  integriert  werden  III  362,  366 

Vereine  von  D.   1.  Ordn.    III  365 
Vereine  von  D.  höherer  Ordn.  111  372. 

Differentialgleichungen,  partiale, 
s.  Partiale  Differentialgleichungen 
(unter  P). 

Differentialquotient  II  557  -  partialer 
D.  II  575  —  D.  einer  unentwickelten 
Funktion  II  576  -  höhere  D.  von  .v", 
«"-*•  II  632    —  höhere  D.   von    sin.r, 


iX 


cos.r,  tang.r  II  633  -  höhere  D.  von  wr 
II  634  höhere  D.  von  besondem  Funk- 
tionen für  .r  =  0  II  634  -  höhere  D.  von 
F[/{x)]  II  636  -  höhere  D.  einer  Funk- 
tion von  mehreren  Veränderlichen  II  639 
-  höhere  D.  einer  unentwickelten  Funk- 
tion II  642. 

Differentiation  unendl.  Reihen    II  749. 

Differenz  I  5  —  D.  einer  arithmetischen 
Reihe  I  154. 

Differenzreihen  1  167. 

Diophantische  Gleichungen  I   106 
D.  Gl.  ersten  Grades  I  106,  178  -  D.  Gl. 
zweiten  Grades  I  109. 

Diskriminante  einer  quadratischen  Glei- 
chung I  93  -  D.  einer  kubischen  Glei- 
chung I  115. 

Divergente  Reihen  1 160-D.GeradeI  218. 
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Division,  Dividend,  Divisor   I  12 
Pardal-D.  1  25. 

Dodekaeder,  regelmäßiges  I  547;  II  87. 

Doppelberührungsebene  einer  Fläche 
II  725  —  D.  der  FRESNELschen  Wellen- 
flache  II  729. 

Doppelebene  einer  Fläche  2. Kl.  II  893. 

Doppelelemente  aufeinander  liegender 
projektiver  Gebilde  II  171,  534. 

Doppelgerade  einer  Kurve  2.  Kl.  II  258. 

Doppelintegrale,    bestimmte    III  69 
D.  mit  konstanten  Grenzen  III  73  —  Ein- 
fühnmg  von  neuen  Veränderlichen  in  D. 
in   75  allgemeine    Änderungsformel 

für  D.  III  77. 

Doppelpunkt  einer  ebenen  Kurve  II  578 
—  D.  einer  Kurve  2.  Ordn.  II  253  —  D. 
der  Kegelschnitte  eines  Büschels  II  296  — 
D.  vereint  liegender  projektiver  Geraden 
II  171    -  D.  einer  Kurve  8.  Ordn.  II  321 

-  D.-tangenten  einer  Kurve  3.  Ordn.  II 322 

-  D.  und  D.-tangenten  an  Kurven  höherer 
Ordn.  II  713  D.  einer  Fläche  2.  Ordn. 
II  885  D.  einer  Fläche  höherer  Ordn. 
II  717. 

Doppelpyramide  I  543. 

Doppel  Verhältnis,  Doppelschnitts- 
verhältnis von  vier  Strahlen  eines  Bü- 
schels I  38(>;  II  154  -  D.  von  vier  Punk- 
ten einer  Geraden  II  155  D.  von  vier 
Kreisen  eines  Büscheis  II  189  -  D.  von 
vier  Kegelschnitten  eines  Büschels  oder 
einer  Schar  II  8o4. 

Drehung  I  212,  215  D.  einer  ebenen 
Figur  II  13  D.  eines  Punktes  um  eine 
Gerade  II  81  -  Änderung  rechtwinkliger 
ebener  Koordinaten  durch  D.  II  195,  197 

-  Änderung  rechtwinkliger  räumlicher 
Koordinaten  durch  D.  II  347,  348. 

Dreieck  I  220,  226  Winkel  eines  D. 
I  226  -  Außenwinkel  eines  D.  I  226 
spitzwinkliges,  rechtwinkliges,  stumpf- 
winkliges D.  I  227  -  Seiten  des  D. 
I  227  -  Grundlinie,  Spitze,  Höhe  des  D. 
I  227  ungleichseitiges,  gleichschenk- 
liges, gleichseitiges  D.  1  227  —  Mittel- 
linie eines  D.  I  285  -  Flächeninhalt  des 
D.  I  277,  300  Flächeninhalt  des  D. 
aus  den  Koordinaten  der  Ecken  II  145 

-  ägyptisches  D.  I  299  pythagoreisches 
D.  I  299  -    Transversalen  des  D.  I  391 

-  trigonometrische  Berechnungen  am 
rechtwinkligen  D.  1 427  trigonometrische 
Berechnungen  am  allgemeinen  D.  I  432  — 
sphärisches  D.  I  516,  527. 

Dreieckszahlen  I  171. 

Dreifache  Integrale  III  78  -  D.  I.  mit 
konstanten  Grenzen  III  87  D.  I.  in  Po- 
larkoordinaten III  88  -  D.  I.  in  ellip- 
tischen Koordinaten  III  92. 

Dreikant  I  516,  541. 

Durchdringung  zweier  Prismen  II  41  - 
D.  von  Prisma  und  Pyramide  II  42  - 
D.  zweier  Ecken  II  44  -  D.  zweier  Tetra- 
eder II  45  D.  von  Tetraeder  und  Cy- 
linder  II  50  D.  zweier  Cy linder  II  51, 
52   -  D.  von  Cylinder  und  Kugel  II  58  — 


D.  von  Cylinder  und  Kegel  II  71  ■  ~  D. 
zweier  Kegel  II  74  D.  von  Kugel  und 
Kegel  II  76. 

Durchmesser  des  Kreises  I  220  —  D.  der 
Kugel  I  222  -  konjugierte  D.  der  Ellipse 
II  19,  128  -  konjugierte  D.  der  Hyperbel 
II  134  -^  D.  und  Durchmesserebenen 
einer  Mittenfläche  2.  Ordn.  II  423. 

Ebene  I  213,  501;  II  9,  349    -  Axiom  der 

E.  I  501  —  Gleichung  der  E.  in  recht- 
winkligen und  in  homogenen  Punktko- 
ordinaten II  350.  469  -  Richtbild  der  E. 
II  9  -  Spurpunkte  der  E.  II  93  -  E.  und 
Gerade  I  502;  II  25i  28  -  Gerade  einer 
E.  1501  E.  und  Gerade  senkrecht  zu- 
einander I  503;  II  28  -  E.  und  Gerade 
geneigt  zueinander  I  506  —  E.  und  Ge- 
rade parallel  zueinander  I  508;  II  357  — 
Neigungswinkel  einer  E.  und  einer  Ge- 
raden I  512;  II  29  —  Stellungswinkel  der 
E.  II  350  -  Spuren  der  E.  II  351  -  E. 
dreier  Punkte  II  352,  470  —  Winkel  zweier 
E.  I  512;  II  29,  352  -  parallele  E.  I  509* 
II  352  -  einander  schneidende  E.  I  512; 
II  25  zueinander  senkrechte  E.  I  513; 
11  352  drei  E.  I  516  -  Schnitt  dreier  E. 
II  859  -  rechtwinklige  Koordinaten  einer 
E.  II  366  -  homogene  Koordinaten  einer 
E.  II  466  —  projektive  Verwandtschaft 
zweier  E.  II  523  E.,  die  einer  Anzahl 
Punkten  möglichst  nahe  liegt  III  398. 

Vergl.  Berührungsebene,  Chor  dal- 
ebene,  Doppelebene  u.  s.  w.  unter 
den  betr.  Anfängen. 

Ebenenbündel,  projektive  II  518. 

Ebenenbüschel,  projektive  und  Perspek- 
tive II  387. 

Ecke,  Eckpunkt  einer  geradlinigen  Figur 
I  221  -  E.  als  Raumfigur  I  516  -  Ebenen, 
Seiten,  Winkel  einer  E.  I  516,  518  — 
Neben -E.,  Gegen -E.  I  517  -  Polar -E. 
I  518  rechtwinklige  E.  I  520  -  gleich- 
seitige, gleichwinklige,  gleichschenklige  E. 
1  521  -  Kongruenz  und  Symmetrie  von 
E.  I  522  -  Konstruktion  einer  dreiseitigen 
E.   aus  gegebenen  Seiten  und  Winkeln 

I  525;  II  31,  32,  33  -  Berechnung  der 
dreiseitigen  E.  I  527  -  der  E.-sinus  I  531 
—  merkwürdige  Linien  der  dreiseitigen  E. 

II  362,  363     -  mehrseitige  E.  I  539.  542 
regelmäßige  E.  1  540;  II  34        E.  eines 
Polyeders  I  541. 

Ecktransversalen  des  Dreiecks  I  391. 

Einheit  I  3,  263        imaginäre  E.  I  57  - 
Längen-E.  I  267         Flächen-E.  I  273  - 
Winkel-E.  I  317      Bogen-E.  I  318  -  Vo- 
lumen-E.  I  590  -  komplexe  E.  III  130. 

Einhüllende  Kurve  eines  Kurvenvereins 
II  676  —  e.  Fläche  einer  einfach  un- 
endlichen Flächenreihe  II  679  —  e.  F. 
eines  doppelt  unendlichen  Flächenvereins 
II  682. 

Einschaltung  siehe  Interpolation. 

Einwertige  Funktion  III  140. 

Elemente  einer  Komplexion  1  135. 

Elementenpaar  I  139. 
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£  1  i  m  i  n  a  t  i  o  n  I  85.      £.  durch  Substitution 

I  87  —  E.  durch  Gleichsetzung  I  87  — 
allgemeine  Methode  der  E.  I  85;  III  280. 

Eliminationsgleichung  I  85. 

Ellipse  I  503,  579,  581  -  Brennpunkte, 
Brennstrahlen ,  Mittelpunkt ,  Achsen , 
Scheitel  der  E.  I  579  -  Die  E.  als  Richt- 
bild des  Kreises  II 18  -  Gleichung  derE., 
bezogen  auf  die  Hauptachsen  in  Punkt- 
koordinaten II  116  -  in  rechtwinkligen 
Linienkoordinaten  II  140  —  bezogen  auf 
zwei  konjugierte  Durchmesser,  in  Punkt- 
koordinaten II  2U0  —  Polargleichung  II 
316  -  Gleichung  in  homogenen  Koordi- 
naten,   bezogen   auf  ein  Polarendreieck 

II  272  —  Gleichung  der  Tangente  der  E. 

II  130  —  Krümmungshalbmesser,  Krüm- 
mungsmitte der  E.  II  132  —  Näherungs- 
konstruktion der  E.  aus  Krümmungskrei- 
sen II  133  -  imaginäre  E.  II  210  - 
Fläche  der  E.  III  53  ~  Bogen  und.  Um- 
fang der  E.  III  267  -   kubische  E.  II  549. 

Ell  ipso id,  Gleichung  in  rechtwinkligen 
Punktkoordinaten  II  402  -  in  rechtwink- 
ligen Ebenenkoordinaten  II  406  —  Haupt- 
schnitte eines  E.  II  403  —  Gleichung  einer 
Berührungsebene  II  406  -  Inhalt  III  63. 

Elliptische  Funktionen  III  212  -  ihre 
Periodizität  III  214  —  Entwicklung  in 
Potenzreihen  III 219, 220  —  in  FOURIER  sehe 
Reihen  III  222,  224,  225  -  Darstellung 
der  e.  F.  als  Quotienten  von  Theta- 
funktionen  III  235  -  Entwicklung  der 
e.  F.  in  unendliche  Produkte  III  246,  251, 
252  --  numerische  Berechnung  der  e.  F. 
mit  Hilfe  der  Thetafunktionen  III  253  — 
e.  F.  2.  Art  nach  JACOBI  III  255. 

Elliptisches  Normalintegral  3.  Art 
nach  Jacobi  III  257. 

Elliptische  Koordinaten,  in  der  Ebene 

III  79  -    im  Räume  III  92. 
Eminente    Werte     siehe     größte    und 

kleinste    W.,     sowie     Maxima    und 
Minima. 
Endkapital   bei   der   Zinseszinsrechnung 

I  162  -  E.  bei  der  Rentenrechnung  I 
165,  166. 

Entfernung  zweier  Punkte  I  213;  II 114  — 
E.  eines  Punktes  von  einer  Geraden  I  234; 

II  30,  143,  357  -  E.  zweier  Parallelen 
I  238  —  E,  der  Mittelpunkte  des  Inkreises 
und  der  Ankreise  vom  Mittelpunkte  des 
Umkreises  1 374, 462  -  E.  der  harmonischen 
Teilpunkte  einer  Strecke  vom  Mittelpunkte 
I  387  —  E.  eines  Punktes  von  einer  Ebene 
I  505;  II  29,  352;  siehe  auch  Abstand. 

Entsprechende  Stücke  kongruenter 
Figuren  I  222  -  e.  St.  ähnlicher  Drei- 
ecke I  294  e.  St.  ähnlicher  Vielecke 
I  312  -  e.  St.  bei  der  Steiner  sehen 
Verwandtschaft  II  521  —  e.  St.  bei  pro- 
jektiven Ebenen  II  525. 

Entwürfe,   ebene   III  542    —    echte    und 

unechte  Säulen-E.  III  556  -     echte  und 

unechte  Kegel-E.  III 564  —  geradständige, 

querständige,  zwischenständige  E.  III  542 

flächentreue,  winkeltreue,  vermittelnde 


E,  III 542  -  flächentreue  E.  mit  Rück- 
sicht auf  Abplattung  III  574  —  winkel- 
treue E.  mit  Rücksicht  auf  Abplattung 
III  580  —  Lamberts  flächentreuer  echter 
ebener  E.  III  544  —  flächentreuer  echter 
ebener  Zonen-E.  III  545  —  winkeltreuer 
echter  ebener  (stereographischer)  E.  III 
547  —  speichentreuer  echter  ebener  E. 
III 550  —  Breusings  vermittelnder  echter 
ebener  E.  III  551  —  Schols'  hauptkreis- 
treuer  echter  ebener  E.  III  551  —  Halb- 
messergesetz für  einen  echten  ebenen  E., 
entwickelt  in  eine  Potenzreihe  III  554  — 
Zeichnung  ebes  quer-  oder  zwischen- 
ständigen echten  ebenen  E.  durch 
Zwischenschaltung  eines  stereographi- 
schen III  556  —  E.  TissOTs  für  schmale 
Zonen  III  583  -  Stabs  E.  III  589  - 
NicoLOSis  (ArrowsmithO  E.  III  589  - 
MOLLWEiDEs  (Babinets  homalographi- 
scher)  E.  III  589  -  AiTOWs  E.  III  590  - 
gnomonischer  E.  III  591.  Siehe  auch 
Säulenentwürfe,  Kegelentwürfe. 

Epicykloide  II  589. 

Erfahrung  I  8,  212,  501. 

EULERsche  Lösung  der  biquadratischen 
Gleichung  I  118,  121  —  E.sche  Gerade 
des  Dreiecks  I  382  -     E.sche  Polyeder 

I  543  -  E.s  Satz  von  den  Polyedern  I 
544  -  E.  s  Satz  von  den  homogenen 
Funktionen  II  585. 

Evolute  einer  Kurve  II  593  -  E.  der 
Ellipse  II 593. 606  -  E.  der  Cykloide  II 594. 

Evolvente  einer  Kurve  II  599. 

Exponent  I  42. 

Exponentialfunktion,  natürliche  III 166 
-  E.,  deren  Exponent  eine  ganze  Funktion 
ist  III  329. 

Exponentialreihe  I  185;  II  693;  III  167. 

Faktor  I  12  gemeinschaftlicher  F.  I  18 
integrierender  F.  einer  Difierential- 
gleichung  III  295. 

Falllinien  einer  Ebene  II  11. 

Faltlinien  und  Faltpunkte  einer  ab- 
wickelbaren Fläche  II  454,  623  —  F.  einer 
abwickelbaren  Fläche  3.  Kl.  II  545. 

Fehler  unvollständiger  Dezimalzahlen  I  36. 

Fehlerwahrscheinlichkeit  III  421. 

Feierzeitkasse,  Beurteilungein.F. III464. 

Feierzeitrente,  dauernde  III  461  -  ab- 
gebrochene F.  III  462. 

FeierzeitversicherungIIl459  -  Grund- 
zahlen für  F.  III  520  -  Haupttafel  für  F. 
III  526. 

FEUERBACHscher    Kreis    I    383,    474; 

II  248,  277. 

Figur  I  220  -  geradlinige,  krummlinige, 
gemischtlinige  F.  I  220  —  Konstruktionen 
von  F.  in  und  um  Figuren  I  366. 

Figurierte  Zahlen  I  170. 

Fläche  I  211       Regel-F.  I  213  --  F.  der 
Polyeder  I   541   —    krumme  F.  I  556   — 
Cylinder-F.  I  556  -  Kegel-F.  I  560. 

Fläche  «-ter  Ordn.  II  382. 

Fläche  2.  Ordn.,  allgemeine  Form  der 
Gleichung  II  382,  474  —  Schnitt  mit  einer 
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Geraden  II  383  -  Berührungsebene  einer 
Fl.  2.  Ordn.  II  383,  478  -  Doppelpunkt 
einer  Fl,  2.  Ordn.  II  385,  478  -  Gleichung 
einer  Fl.  2.  Ordn.  in  Ebenenkocrdinaten 
II  390,  479  -  dreifach  symmetrische  Fl. 
2.  Ordn.  II  40C>;  doppeltsymmetrische  II 
412  —  Symmetrieebenen  der  Fl.  2.  Ordn. 
II  420  ~  Mitte  einer  Fl.  2.  Ordn.  II  422, 
485  —  kubische  Gleichung  für  die  Sym- 
metrieebenen der  Fl,  2.  Ordn.  II  427  — 
gerade  Linien  auf  Fl.  2.  Ordn.  II  484  - 
parabolische  ebene  Schnitte  einer  Fl. 
2.  Ordn.  II  444  -  Kreisschnitte  einer  Fl. 
2.  Ordn.  II  445  —  Gleichung  einer  Fl. 
2.  Ordn.  in  homogenen  Punktkoordinaten 
II 474  Gleichung  einer  dem  Achsentetra- 
eder umschriebenen  Fl.  2.  Ordn.  II  475  - 
Gleichung  einer  Fl.  2.  Ordn.  die  die  Seiten 
eines  unebenen  Vierseits  enthält  II  475  - 
Polarebene  eines  Punktes  für  eine  Fl.  2. 
Ordn.  II 481  —  harmonische  Gerade  einer 
Fl.  2.  Ordn.  II  484  Polartetraeder  einer 
Fl.    2.  Ordn.   II   487  Unterscheidung 

der  Fl.  2.  Ordn.  nach  ihren  homogenen 
Gleichungen  für  ein  Polartetraeder  II  490 

-  gemeinsames  Polartetraeder  zweier 
Fl.  2.  Ordn.  II  497  Konstruktion  einer 
Fl.  2.  Ordn.  aus  neun  Punkten,  von  denen 
vier  auf  einer  Ebene  liegen  II  515  aus 
neun  beliebigen  Punkten  II  517. 

Fläche  2.  Kl.  nicht  verschieden  von  Fläche 
2.  Ordn.  II  390,  394  Gleichung  der  Fl. 
2.  Kl  in  rechtwinkligen  Ebenenkoordi- 
naten II  390  -  Gleichung  des  Berührungs- 
punktes einer  Fl.  2.  Kl.  II  392  Um- 
drehungskegel um  eine  Fl.  2.  Kl.  II  458 

-  Brennkegelschnitte  einer  Fl.  2.  Kl.  II 
460  -  eines  Ellipsoids,  eines  Hyper- 
boloids, einer  Ellipse  und  einer  Hyperbel 
II  460  —  eines  Paraboloids  II  461  einer 
Parabel  II  462  -  Gleichung  einer  Fl. 
2.  Kl.  in  homogenen  Ebenenkoordinaten 
II  475  -  Gleichung  einer  Vi.  2.  Ordn.,  die 
dem  Achsentetraeder  eingeschrieben  ist 
II  475. 

Flächen,  RiEM.\NNsche  III 144.  Siehe  auch 
unter  Riem.wn. 

Flächenberechnung  in  ebenen  recht-, 
winkligen  Koordinaten  III  5n  F.  in 
ebenen  schiefen  Parallelkoordinaten  III 
51  —  in  ebenen  Polarkoordinaten  III  55 

—  in  räumlichen  rechtwinkligen  Koordi- 
naten III  80. 

Flächeneinheit   I  273. 
Flächenelement  bei  Abbildungen  I II 534. 
Flächeninhalt  I'  263  -     F.  geradliniger 
Figuren  I  273  —  F.  des  Rechtecks  I  274 

—  F.  des  Quadrats  I  275  —  F.  des  Pa- 
rallelogramms I  276  —  F.  des  Dreiecks 
I  277,  3(X),  436,  454  F.  des  Tra- 
pezes I  279  -  F.  von  Vielecken  I  280  - 
näherungsweise  Berechnung  des  F.  von 
krummlinigen  und  gemischtlinigen  Fi- 
guren I  282  -  F.  des  Sehnenvierecks 
I  309  F.  des  Kreises  I  326;  III  53  - 
F.  des  Sektors  I  332  —  F.  des  Segments 
I  332       F.  der  Projektion  einer  ebenen 


Figur  I  515  F.  der  Ellipse  III  53  - 
F.  der  Hyperbel  III  54  -  F.  der  Cykloide 
III  54  -  F.  der  Fußpunktkurve  einer 
Ellipse  III  56  —  F.  der  Kreisevolvente 
III  56  —  F.  der  Kugelkappe  und  Kugel- 
zone I  607  —  F.  des  Mantels  eines  ge- 
raden Cylinders  I  584  —  F.  des  Mantels 
eines  geraden  Kegels  und  Kegelstumpfs 
I  586,  588  -  F.  eines  sphärischen  Zwei- 
ecks I  6U»  —  F.  eines  sphärischen  Drei- 
ecks 1 610  —  F.  eines  sphärischen  Vielecks 
I  611  —  F.  des  Umdrehungsparaboloids 
III  66  F.  des  Umdrehungsellipsoids 
III  67  des  zweischaligen  Umdrehungs- 
hyperboloids III  68  —  des  einschaligen 
Umdrehungshyperboloids  III  68  —  des 
elliptischen  Paraboloids  III  81  -~  des 
hyperbolischen  Paraboloids  III  81  —  des 
Kegels  2.  Ordn.  III  82  —  der  Schrauben- 
fläche III  83  Flächenteile  2.  Ordn.  aus- 
gedrückt durch  elliptische  Integrale  III 269- 

Flächenmessung  I  273. 

Flächentreue  III  542.  \'ergleiche  auch 
Flächentreue  Entwürfe  imter  E. 

Flächenvergleichung  I  275. 

Flächenverhältnis  bei  Abbildungen  III 
535. 

Fokalstrahlen  eines  Kegels  2.  Ordn.  II 
397. 

Formenvereine,  kr>'stallographische  II 86. 

Fortsetzung,  analytische,  des  Integrals 
einer  Differentialgleichung  III  355. 

FouRiERsche  Integrale  III  121  —  F.sche 
Reihen  III  97  —  F.sche  Reihen  für  die 
elliptischen  Funktionen  III  221. 

Fresnels  Wellenfläche  II  719. 

Fu CHS'  Methode  zur  Herstellung  eines 
Grundvereins  III  352. 

Fundamentalaufgaben  und  Funda- 
mentalsätze der  Geometrie  I  256. 

Fundamentalsatz  der  Flächenverglei- 
chung I  275  -  F.  der  Algebra  I  122; 
III  132. 

Fünfeckszahlen  I  171. 

Funktion  1418  -  ganze  rationale  F.  einer 
Veränderlichen  I  122,  126  abgeleitete 
F.  I  130  —  trigonometrische  F.  eines 
spitzen  Winkels  I  418  F.  einer  kom- 
plexen Veränderlichen  III  137  -  ein- 
wertige, mehrwertige  F.  einer  komplexen 
\'eränderlichen  III  140  ganze  rationale 
F.  III  327  gebrochene  rationale  F.  III 
328  '  Nullstellen  einer  F.  III  328  - 
Sonderstellen  einer  F.  111  328  -  reguläres 
Verhalten  einer  F.  III  328  ~  ganze  tran- 
scendente  F.  III  329  Zerlegung  einer 
ganzen  eindeutigen  F.  in  lineare  Faktoren 
111  332  allgemeine  Form  einer  tran- 
scendenten  eindeutigen  F.,  die  nur  eine 
wesentliche  Sonderstelle  hat  III  333  — 
mit  mehreren  wesentlichen  Sonderstellen 
III  338,  339. 

Funktionaldeterminante  II  579. 

Funktionsebene  III  135. 

Fußpunkt  der  Senkrechten  auf  einer  Ge- 
raden I  234  F.  einer  Geraden  auf  einer 
Ebene  I  502,  504. 
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Fußpunktendreieck  I  380. 

Fußpunktkurve  II  595  —  F.  der  Ellipse 
II  645  Wendepunkte  der  F.  der  Ellipse 
II  676    -  Fläche  der  F.  der  Ellipse  III  56. 

Oauss,  C.  f.  Satz  von  G.  über  die  Kreis- 
teilung I  320  -  Fundamentalsatz  der  Alge- 
bravonG.  1 1'2'2;  III 132  -Bezeichnung von 

G.  /■  für  )  —1  I  57  -  G.sche  Hilfstafeln 
I  76  —  G.sche  Gleichungen  der  sphä- 
rischen Trigonometrie  I  534  -  axono- 
metrischer  Satz  von  G.  II  8i)  —  allgemeine 
Formeln  von  G.  für  winkeltreue  Abbil- 
dung III  581. 

<jAUSS,  f.  G.  Logarithmentafeln  von  G. 
I  76  trigonometrische  Tafeln  von  G. 
I  425,  529. 

Gegenachsen  projektiver  Ebenen  II  527. 

Gegenpunkte  I  392  —  G.  vereint  liegen- 
der projektiver  Geraden  II  169,  173. 

Gegenstrahlen  vereint  liegender  projek- 
tiver Strahlbüschel  II  170,  173. 

Gegentransversale  I  392,  496. 

Gegenüberliegender  Punkt  zu  vier 
Punkten  einer  Kurve  3.  Ordn.  II  315. 

Gegenwinkel  I  223. 

Genauigkeit  I  2()5. 

Generalstabskarten  III  591. 

Geometrie,  Grundbegriffe  der  G.  I  211  - 
ebene  G.  I  213    -  G.  des  Raumes  I  213. 

Geometrischer  Ort  I  236  -  Methode 
der  g.  O.  I  349. 

Geometrische  Reihe  I  157  Quotient, 
allgemeines   Glied,    Summe    einer  g.  R. 

I  157        unendliche  g.  R.  I  159. 
Gerade  I  212         Axiom  der  G.  I  212 

eine  G.  ziehen  I  213  zwei  G.  I  217 
parallele  G.  I  217  einander  schneiden- 
de G.  I  218  G.  und  Kreis  I  244  -  G. 
einer  Ebene  I  hOl  einander  kreuzende 
G.  I  502  G.  und  Ebene  I  .502  G.  und 
Ebene  senkrecht  zueinander  I  503  —  G. 
geneigt  zu  einer  Ebene  I  506  —  G.  parallel 
einer  Ebene  I  .506. 
Gerade  analytisch  geometrisch  behandelt. 
Gleichung     einer     G.     des     Nullpunktes 

II  111         Gleichungen  zweier  lotrechten 
G.  des  Nullpunktes  II   lll    —   Gleichung 
einer  beliebigen   G.    II  112    -     Normal- 
form   der    Gleichung   der    G.    II  113 
rechtwinklige  Koordinaten  der  G.  II  138 

-  Gleichung  der  G.  zweier  Punkte  II  144 

-  Winkel  zweier  G,  II  147.  —  parallele 
und  lotrechte  G.  II  147  Koordinaten 
des  Schnittpunktes  zweier  G.  II  147  - 
Identität  dreier  G.  eines  Punktes  II  149 
Gleichung  des  Schnittpunktes  zweier  G, 
II  151  Identität  dreier  Punkte  einer  G. 
II  152  —  Gleichunpf  der  G.,  die  einen 
Winkel  in  einem  gegebenen  Sinusverhält- 
nisse teilt  II 154       harmonische  G.  II  155 

—  Gleichung  der  G.  in  schiefwinkligen 
Parallelkoordinaten  II  199  imaginäre, 
komplexe  und  konjugiert  komplexe  G, 
II  187  homogene  Koordinaten  einer  G. 
II  237  -  Gleichung  der  (i.  in  homogenen 
Koordinaten  II  241         Koordinaten  der 


unendlich  fernen  G.  II  242  -  homogene 
Koordinaten  des  Schnittpunktes  zweier 
G.  II  243  —  homogene  Gleichung  der  G. 
zweier  Punkte  und  des  Punktes  zweier  G. 
II  243  —  G.  auf  dem  hyperbolischen 
Paraboloide  II  436  —  G.  auf  dem  ein- 
schaligen Hyperboloide  II  437  -  har- 
I  monische  G.  für  eine  Fläche  2.  Ordn. 
'  II  484  —  harmonische  G.  für  die  Glieder 
einer  Schar  von  Flächen  2.  Ordn.  II  .500 
—  kürzester  Abstand  zweier  G.  II  81,  358 
Gerade  zweier  Ebenen  einer  Abwickel- 
baren 3.  Kl.  II  538,  539,  544,  546  -  G., 
die  //  Punkten  möglichst  nahe  liegt  III  397. 

Ger  GÖNNE.    Punkt  von  G.  I  392. 

Gesetz  der  großen  Zahlen  I  148. 

Gestalt  I  213,  222  -  G.  des  Dreiecks 
1  294. 

Gestundete  Beiträge  III  506. 

Gewicht  einer  Zahl  III  397  G.  einer 
Beobachtung  III  403  -  G.  einer  Unbe- 
kannten III  408. 

Gleichheit  von  Figuren  I  222,  275. 

Gleichheitszeichen  I  3,  78. 

Gleichung  I  3,  78  -  Identische  G.  I  78 
Bestimmungs-G.  I  78  Wurzeln  einer 
G.  I  79  Umformungen  einer  G.  I  79  - 
Produkten -G.  einer  Proportion  I  80 
Algebraische  G.  I  81  transcendente  C 
I  81  Exponential-G.  I  81  -  rationale 
G.  I  82  -  irrationale  G.  I  82  -  geord- 
nete G.  I  82  Absolutglied  einer  G. 
I  83  Gleichungen  «-ten  Grades  I  83, 
122  -  G.  1.  (irades,  lineare  G.  I  83,  84, 
88  G.  2.  Grades,  quadratische  G.  I  84, 
92,  96  G.  3.  Grades,  kubische  G.  I  84, 
112         G.  4.  Grades,  biquadratische  G. 

I  84,  118    -  Numerische  G.  I  84,  124 
Eliminations-G.   I  85--  Ansetzen  einer 
G.  I  88   —  G.  hohem   Grades,  die  sich 
auf  quadratische  zurückführen  lassen  I  96 

symmetrische  G.  I  96,  98  Normal- 
form einer  G.  I  98  -  G.  2.  Grades  mit 
zwei  Unbekannten  I  99  diophantische 
G.  I  10(5  -  G.  höhern  Grades  I  122 
binomische  G.  I  123. 
Gleichungen  in  ebenen  rechtwinkligen 
Punktkoordinaten :  G.  der  Geraden  in  all- 
gemeiner Form  II  142    -  in   der  Form 

-+  '^'  —  1  ---0  II  112    -  in  Normalform 

a         b 

II  113   -  G.  der  Ellipse  II  116  --  G.  der 
Hyperbel  II  117    -  G.  der  Parabel  II  123 

G.  der  Parabeltangente  II  127  —  G.  der 
Ellipsentangente  II  130  -  G.  der  Hyper- 
beltangente II  135      G.  des  Kreises  II  181 

G.  des  Kreises  dreier  Punkte  II  183 
G.  der  Kreistangente  II  185. 
Gleichungen    in   rechtwinkligen   Linien- 
koordinaten: G.  des  Punktes  II   139    - 
G.    des    Schnittpunktes   zweier    Geraden 
II  151   -  G.  der  Ellipse,  Hyperbel,  Parabel 
II  140    -  G.  des  Berührungspunktes  einer 
Ellipsentangente  II 141  —  einer  Hyperbel- 
tangente II  141  —  einer  Parabeltangente 
II  142    -  des  Kreises  II  185. 
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Gleichungen  in  ebenen  homogenen 
Punkt-  bezw.  Linienkoordinaten:  für 
die    Koordinaten    eines   Punktes    II  236 

-  für  die  Koordinaten  einer  Geraden 
II  239  -  für  das  Vereintliegen  eines  Punk- 
tes und  einer  Geraden  II  241  G.  der 
Geraden  II  241  -  des  Punktes  II  241 
der  unendlich  fernen  Geraden  II  242 
eines  unendlich  fernen  Punktes  II  242  - 
G.  der  Geraden  zweier  Punkte  II  243  — 
G.  des  Punktes  zweier  Geraden  II  243  — 
G.  eines  dem  Achsendreieck  umschriebe- 
nen Kegelschnitts  II  244  -  G.  eines  dem 
Achsendreieck  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitts II  245  —  eines  Kegelschnitts,  der 
die  Seiten  des  Achsendreiecks  harmonisch 
teilt  II  246  -  G.  für  den  Umkreis  des 
Achsendreiecks  in  Punktkoordinaten  II 
:247  -  in  Linienkoordinaten  II  251  G. 
des  dem  Achsendreiecke  harmonisch  zu- 
geordneten Kreises  II  249  -  des  Feuer- 
bach sehen  Kreises  II  249  G.  des  In- 
kreises und  der  Ankreise  in  Linienkoordi- 
naten II  250  -  in  Punktkoordinaten  II  251 

-  G.  der  durch  einen  Punkt  gebenden 
Tangenten  eines  Kegelschnitts  II  259  - 
G.  der  auf  einer  Geraden  liegenden  Punkte 
eines  Kegelschnitts  II  260  G.  der  Mitte 
eines  Kegelschnitts  II  269  der  Polaren 
eines  Punktes  für  einen  Kegelschnitt 
II  262  —  des  Poles  einer  Geraden  für 
einen  Kegelschnitt  II  263  G.  der  Tan- 
gente eines  Kegelschnitts  II  t?53  -  G.  des 
Berührungspunktes  einer  Tangente  eines 
Kegelschnitts  II  257  G.  einer  Kurve 
3.  Ordn.  II  308  C.  9.  Grades  zur  Be- 
stimmung der  Schnittpunkte  zweier  Kur- 
ven 3.  Ordn.  II  3U9  G.  6.  (irades  zur 
Bestimmung  der  Schnittpunkte  zweier 
Kurven  2.  und  3.  Ordn.  II  312  G.  einer 
Kurve  3.  Ordn.  durch  neun  Punkte  II  308, 
314  —  G.  der  Hess  Eschen  Kurve  einer 
Kurve  3.  Ordn.  II  321  —  der  konischen 
und  der  geraden  Polaren  eines  Punktes 
für  eine  Kurve  3.  Ordn.  II  326,  327 
G.  einer  Kurve  3.  Ordn.,  die  A^  zum  Dop- 
pelpunkte und  A^A^,  ^/j/^.,  zu  Doppel- 
punktstangen ten  hat  II  322  -  Cj,  einer 
Kurve  3.  Ordn.,  die  A^  zum  Rückkehr- 
punkte und  A^A^  zur  Rückkehrtangente 
hat  II  323. 

Gleichungen  in  räumlichen  rechtwink- 
ligen Punktkoordinaten:  G.  der  Ebene 
II  350  -  Ci.  der  Spuren  einer  Ebene 
II  351  G.  der  Ebene  dreier  Punkte 
II  352  -  der  Halbierungsebenen  der 
Winkel  zweier  Ebenen  II  362  —  der 
Ebene,  die  einen  Raumwinkel  in  einem 
gegebenen  Sinusverhältnisse  teilt  II  363 
Gleichungen  einer  Geraden  II  355  -  G. 
der  Halbierungsebenen  der  Raumwinkel 

.  einer  dreiseitigen  Ecke  II  362  G.  der 
Ebenen,  die  die  Kanten  einer  dreiseitigen 
Ecke  auf  die  Gegenseiten  senkrecht  pro- 
jizieren II  363  —  G.  der  Ebenen,  die  die 
Winkel  einer  Ecke  in  den  Sinusverhält- 
nissen /Iq  :  /i,  :  fi.^  teilen  II  363   -    Ci.  der 


Ebenen,  die  die  Winkel  und  Nebenwinkel 
eines  Tetraeders  halbieren  II  364  G, 
der  Mittel  lotebenen  der  Seiten  eines  Drei- 
ecks II  365  —  G.  der  Mittellotebenen  der 
Seiten  eines  unebenen  Viersei ts  II  365 
G.  der  Ebenenpaare,  die  die  Winkel  eines 
unebenen  Vierseits  senkrecht  halbieren 
II  366  G.  der  Kugel  II  372  -  G.  der 
Chordalebene  zweier  Kugeln  II  373 
G.  einer  Kugel  eines  Kugelbüschels  II  374 

-  G.  einer  Kugel  eines  Kugelbündels 
II  375  -  G.  der  Berührungsebene  einer 
Fläche  2.  Ordn.  II  384  -  G.  eines  Cylin- 
ders  II  387  -  G.  eines  Kegels  II  388 
G.  des  Kegels  2.  Ordn.  II  389  -  G.  des 
Ellipsoids  II  402  -  G.  des  einschaligen 
Hyperboloids  II  407  -  G.  des  zweischali- 
gen  Hyperboloids  II  410  -  G.  des  ellip- 
tischen Paraboloids  II  413  -  G.  des  hyper- 
bolischen Paraboloids  II  416. 

Gleichungen  in  rechtwinkligen  Ebenen- 
koordinaten:   G.  des  Punktes    II  367 
G.  des  Punktes  dreier  Ebenen  II  368 
G.  einer  (Geraden  und  ihrer  Spurpunkte 
II  370    -  zwei  G,  eines  Cylinders  II  388 

-  zwei  G.  eines  Kegels  II  389  -  G.  des 
Berührungspunktes  einer  Ebene  einer 
Fläche  2.  Kl.  II  392  -  G.  einer  Grenz- 
fläche 2.  Kl.  II  394  G.  des  Ellipsoids 
II  406  G.  des  einschaligen  Hyperboloids 
II  409  G.  des  zweischaligen  Hyper- 
boloids II  412  —  G.  des  elliptischen  Para- 
boloids II  416  —  G.  des  hyperbolischen 
Paraboloids  II  419. 

Gleichungen  in  homogenen  Punkt- bezw. 
Ebenenkoordinaten:  G.  für  die  Koordi- 
naten eines  Punktes  und  einer  Ebene 
II  466,  468  -  G.  für  das  Vereintliegen 
eines  Punktes  und  einer  Ebene  II  468 
G.  der  Ebene  und  des  Punktes  II  469 
G.  der  unendlich  fernen  Ebene  II  469 
G.  der  Ebene  dreier  Punkte  II  470  G. 
einer  Fläche  2.  Ordn.,  die  dem  Achsen- 
tetraeder umschrieben  ist  II  475  -  G. 
einer  Fläche  2.  Ordn.,  die  alle  Seiten  des 
unebenen  Vierecks  A^A^A^A^  enthält 
II  475  -  G.  einer  dem  Achsentetraeder 
eingeschriebenen  Fläche  2.  Kl.  II  475  - 
G.  der  Berührungsebene  einer  Fläche 
2.  Ordn.  II  478  G.  des  Berührungspunk- 
tes einer  Fläche  2.  Kl.  II  478  -  G.  der 
Polarebene  eines  Punktes  für  eine  Fläche 
2.  Ordn.  II  481  G.  des  Poles  einer  Ebene 
für  eine  Fläche  2.  Kl  II  481  G.  einer 
Fläche  2.  Gr.  für  ein  Polartetraeder  II  488 

-  G.  des  einer  dreiseitigen  Ecke  umschrie- 
benen Umdrehungskegels  II  502,  503 

G.  des  einer  Ecke  zugeordneten  haraio- 
nischen  Umdrehungskegels  II  504  -  Cj. 
des  einer  Ecke  eingeschriebenen  Um- 
drehungskegels II  505  -  G.  der  dem 
Achsentetraeder  umschriebenen  Kugel 
II  508  -  G.  der  einem  besondern  Achsen - 
tetraeder  harmonisch  zugeordneten  Kugel 
II  510  —  G.  der  Feuerbach  sehen  Kugel 
eines  besondem  Achsentetraeders  II  511 

-  G.  der  dem  Achsentetraeder  eingeschrie- 
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benen  Kugeln  II  511  -  G.  einer  einem 
unebenen  Vierseite  eingeschriebenen  Ku- 
gel II  513. 

Glied  I  5  -  G.  einer  Reihe  I  154  all- 
gemeines G.  einer  Reihe  I  159. 

Gliederung  der  geographischen  Karten- 
entwürfe III  540. 

Globularentwurf  III  589. 

(inomonischer  Entwurf  III  591. 

Goldener  Schnitt  I  811. 

Goniometrie  I  476. 

Goniometrische  Formeln    I  443,   483. 

Goniometrische  Gleichungen  I  484, 
492. 

Goniometrische  Reihen  I  186. 

Grad  einer  (ileichung  I  83. 

Grad  I  216,  318. 

Graphische  Darstellung  einer  Funktion 

I  130. 

Grenzen.  Vertauschung  der  G.  eines  be- 
stimmten Integrals  III  43. 

Grenzfläche  2.  Kl.  II  394,  479  -  G.2.K1., 
die  den  gemeinsamen  Tangentenebenen 
zweier  Flächen  2.  Kl.  eingeschrieben  sind 

II  498       G.  im  allgemeinen  II  618. 
Grenzwert  der  Summe  einer  unendlichen 

Reihe  I  159,  179  (i.  als  Grundlagen 
der  Differentialrechnung  II  683. 

Größte  und  kleinste  Werte  einer  Funk- 
tion von  einer  Veränderlichen  II  695 
von  mehreren  Veränderlichen  II  7lHj  - 
mit  Nebenbedingungen  II  706. 

Siehe  auch  Maxim a  und  Minima. 

Grund  fläche  von  Prisma  u.  Pyramide  1 542. 

Grundformeln  der  Integralrechnung  III  4. 

Grundlinie  eines  Dreiecks  I  277. 

Grund  verein  einer  homogenen  linearen 
Differentialgleichung  III  351. 

Gruppenweise  Berechnung  von  Rück- 
lagen III  5UI. 

Gültigkeit  unendlicher  Reihen  II  736. 

Gültigkeitskreis  einer  Potenzreihe  II 159. 

Halbierungsebene  des  Neigungswinkels 
zweier  Ebenen  I  516,  540;  II  362. 

Halbierungslinie  eines  Winkels  I  235, 
260  -  H.  der  Winkel  und  Außenwinkel 
einer  dreiseitigen  Ecke  II  362  H.  der 
Winkel  und  Außenwinkel  eines  Tetra- 
eders II  363. 

Halbierungspunkt  einer  Strecke  I  235, 
260. 

Halbkreis  I  243. 

Halbmesser  siehe  Radius. 

Hammers  flächentreuer  Entwurf  für  Afrika 

III  546. 

Harmonische  Teilung  I  271       h.  Punkte 

I  272,  3><6  -  h.  Büschel  I  38()  -  h. 
Strahlen  I  386  -  -  h.  Strahlenpaare  II  155, 
244  -  h.  Punktpaare  II 156  -  h.  Strahlen- 
und  Punktpaare  am  vollständigen  Vier- 
seit  und  Viereck  I  397;  II  159  h.  Punkte 
für  eine  Kurve  2.  Ordn.  II  261  -  h. 
Strahlen  für  eine  Kurve  2.  Kl.  II  261 

h.  Gerade  für  eine  Fläche  2.  Ordn.  II  484. 
Hauptgrößen  1. Ordn.  II 662  -  H.  2. Ordn. 

II  664. 


HauptkrQmmungen,  Hauptkrüm- 
mungsrichtungen, Hauptkrüm- 
mungstangenten, Hauptlotebenen, 
Hauptrichtschnitte  emer  Fläche  II 
666  —  Hauptkrümmungen  einer  abwickel- 
baren Fläche  II  670  H.  der  Schrauben- 
fläche  II   671    -   H.  einer  Mittenfläche 

2.  Ordn.  II  672  -  H.  einer  Umdrehungs- 
fläche II  673. 

Hauptkurven  bei  Abbildung  III  535. 
Hauptlinien  einer  Ebene  II  11. 
Hauptnenner  I  30. 

Hauptnormale  einer  Raumkurve  II  656* 
Hauptrichtungen  einer  Fläche  2.  Ordn. 

II  429     -  H.  auf  Flächen  bei  Abbildungr 

III  535. 

Hegers    Logarithmentafeln    I  76    -  H.s 

trigonometrische  Tafeln  I  425. 
Helligkeit  eines  Flächen teilchens  II  101 

-  Linien  gleicher  H.  II 102  -  Helligkeits- 
grade, ihre  Darstellung  II  104. 

Hknkes  Grundlage  der  Ausgleichungs- 
rechnung III  402. 

H  ER  o  N  ische  Dreiecksformel  1 300, 377, 454. 

Hervorragende  Werte  siehe  größte 
und  kleinste  Werte,  Maxima  und 
Minima. 

Hess  Esche  Kurve  einer  Kurve  3.  Ordn» 
II  321. 

HESSEsche  Determinante  einer  ku- 
bischen Funktion  II  321. 

Hexaeder,  das  regelmäßige  I  546;  II  36. 

HiPPOKRATES,  lunula  des  H.  I  333. 

Höhen  des  Dreiecks  I  227,  238,  300,  379 
--  Schenkel-H.  eines  gleichschenkligen 
Dreiecks  I  227. 

Höhenschnittpunkt  des  Dreiecks  I  238» 
379;  II  149. 

Homogene  Koordinaten  des  Punktes 
in  der  Ebene  II  233  -    im  Räume  II  46^ 

—  h.  K.  der  Geraden  II  237  -  der  Ebene 
II  466  homogene  Gleichung  der  Ge- 
raden II  241  des  Punktes  II  241  - 
der  Geraden  zweier  Punkte  II  243  -  des 
Punktes  zweier  Geraden  II  243  -  eines 
Kegelschnitts  in  allgemeiner  und  in  be- 
sonderer Lage  gegen  das  Achsendreieck 

II  245,  246  des  Umkreises,  des  Inkreises,, 
der  Ankreise,  des  harmonischen  Kreises, 
des  Feuerbach  sehen  Kreises  für  das 
Achsendreieck  II 247  bis  252  -  einer  Kurve 

3.  Ordn.  in  allgemeiner  und  besonderer 
Lage  II  308,  322,  323  -  der  HESSEschen 
Kurve,  der  konischen  und  der  geraden 
Polaren  einer  Kurve  3.  Ordn.  II  321,  326, 
327        h.  G.  der  Ebene  und  des  Punktes 

III  4()9  der  Ebene  dreier  Punkte  und 
des  Punktes  dreier  Ebenen  II  470  --  der 
Fläche  2.  Gr.  in'  allgemeiner  und  be- 
sonderer Lage  II  474,  475,  488  -  der 
Polarebene  und  des  Pols  für  eine  Fläche 
2.  Gr.  II  481  -  besonderer  Flächen  2.  Gr, 
II  5(i2. 

Horizontalentwürfe,  siehe  ebene  E. 

Hyperbel  1.581  -  Asymptoten  der  H.  II 
66  Gleichung  der  H.  in  Punkt-  und 
Linienkoordinaten,  für  die  Hauptachsen 
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II  117,  140  -  Gleichung  der  H.  für  kon- 
jugierte Durchmesser  II  200  -  Gleichung 
der  H.  für  die  Asymptoten  II  202  — 
gleichseitige  H.  II  135,  203  -  Polar- 
gleichung der  H.  II  137  -  Gleichung  der 
H.  in  homogenen  Koordinaten  für  ein 
Polarendreieck  II  272  -  Bogen   der  H. 

III  267  -  Fläche  der  H.  III  54  -  kubische 
Hyperbel  II  549. 

Hyperboloid,  einschaliges:  Gleichung 
in  Punktkoordinaten  für  die  Symmetrie- 
ebenen II  406  -  Hauptschnitte  II  407  - 
Asymptotenkegel  II  409  —  Tangenten- 
ebene II  409  —  G.  in  Ebenenkoordinaten 
II  409  ~  G.  des  Berührungspunktes  einer 
Ebene  des  H.  II  409  —  Kreisschnitte  des 
H.  II  446  -  dem  H.  umschriebene  Um- 
drehungskegel, Brennkegelschnitte  des  H. 

II  460  —  Gleichung  des  H.  für  ein  Polar- 
tetraeder II  494  —  Raumteile  des  e.  H. 

III  63. 

Hyperboloid,  zweischaliges:  Gleichung 
in  Punktkoordinaten  für  die  Symmetrie- 
ebenen II  409  —  Hauptschnitte  II  410  - 
Asymptotenkegel  II  411  -  Gleichung  der 
Berührungsebene  II  411  -  Gleichung  des 
zw.  H.  in  rechtwinkligen  Ebenenkoordi- 
naten II  411  -  G.  des  Berührungspunktes 
einer  Ebene  des  zw.  H.  II  412  -  Kreis- 
schnitte und  Kreispunkte  II  447  um- 
schriebene Umdrehungskegel ,  Brenn  - 
kegelschnitte  des  zw.  H.  II46U  Gleichung 
des  zw.  H.  für  ein  Polartetraeder  II  493 
~  Raumteile  des  zw.  H.  III  64. 

Hypergeometrische  Reihe  III  346. 

Hypotenuse  I  227,  249  -  H.  des  recht- 
winkligen sphärischen  Dreiecks  I  520. 

J'acobis  Funktionaldeterminante  II  579; 
III  90,  278  --  J.s  elliptisches  Integral 
2.  Art  III  255  -  J.s  elliptisches  Normal- 
integral 3.  Art  III  257  -  J.s  elliptische 
Funktion  Z{w)  111,  258. 

Identität,  identische  Gleichungl  78. 

Identität  dreier  Geraden  eines  Punktes 
II  149  -  dreier  Punkte  einer  Geraden 
II  152  -  I.  von  sechs  Punkten  eines 
Kegelschnitts  II  277  —  von  sechs  Tan- 
genten eines  Kegelschnitts  II  278  — 
dreier  Ebenen  einer  Geraden  II  361  — 
I.  von  vier  Ebenen  eines  Punktes  II  361  - 
I.  von  vier  Punkten  einer  Ebene  II  370  — 
I.  des  unebenen  Vierseits  II  365. 

Ikosaeder,  regelmäßiges  I  546;  II  37. 

Ikositetraeder,  Richtbild  II  85. 

Imaginäre  Punkte  und  Gerade  II  187  - 
i.  Kreispunkte  11  188    -  i.  Ellipse  II  210. 

Imaginäre  Zahl  I  57. 

Indicatrix,  siehe  Maßzug. 

Induktion,  vollständige  s.  Beweis. 

Inflexionspunkt  einer  Kurve  3.  Ordn. 
II  324. 

Inhalt  eines  Tetraeders  aus  den  Koordi- 
naten der  Ecken  II  355  —  I.  eines  Ellip- 
soids  III  63  —  I.  von  Teilen  eines  ein- 
schaligen Hyperboloids  III  63  —  I.  eines 


zweischal  igen  Hyperboloids  III  64  —  I. 
eines  elliptischen  Paraboloids  III  64  — 
I.  eines  Ringes  mit  elliptischem  Quer- 
schnitte III  65.  Siehe  auch  Flächen- 
inhalt, Volumen. 

Inkommensurabel  I  265. 

Inkreis  I  249,  263,  371;  II  250,  251  - 
Radius  des  I.  eines  Dreiecks  I  281,  300. 

Inkugel  des  Tetraeders  I  574;  II  511  — 
I.  von  Polyedern  I  574  —  I.  eines  regel- 
mäßigen Polyeders  I  575. 

Integral,  bestimmtes  III  8,  41  —  I.  eines 
Polynoms  III  41  -  I.,  das  über  eine 
Fläche  erstreckt  ist  III  72  —  L,  das  über 
einen  Raum  erstreckt  ist  III  86  —  I.  eines 
ganzen  rationalen  Differentials  III  11  — 
I.  eines  gebrochenen  rationalen  Diffe- 
rentials III  12  —  I.  eines  irrationalen 
Differentials  III  22  —  I.  eines  transcen- 
denten  Differentials  III  30  —  I.  eines 
elliptischen  Integrals  siehe  elliptische 
Integrale  (unter  E)  —  allgemeines  I. 
einer  Differentialgleichung  1.  Ordn.  111 
276  —  partikuläres  I.  einer  Differential- 
gleichung III  277  -  Parameter  des  all- 
gemeinen I.  III  276  —  I.,  allgemeines, 
einer  Differentialgleichung  höherer  Ordn. 
III  311  partikuläres  und  singuläres  I. 
einer  Differentialgleichung  höherer  Ordn. 
III  311  —  allgemeines  und  singuläres  I., 
2.,  3.,  .  .  .  Integral  III  311  -  vollstän- 
diges I.  einer  partialen  Differentialglei- 
chung 1.  Ordn.  III  379. 

Integration,  teilweise  III  10  —  I.  durch 
unendliche  Reihen  III  38.  Vergleiche 
auch  Integral,  sowie  Differential- 
gleichung. 

Integrationsweg,  sein  Einfluß  auf  den 
Wert  eines  Integrals  III  141. 

Integriei-ender  Faktor  einer  Differen- 
tialgleichung 1.  Ordn.  III  295. 

Interpolation  (Einschaltung)  bei  Loga- 
rithmen I  73  ~  I.  bei  Wurzeln  von 
Gleichungen  hohem  Grades  I  126  —  1. 
bei  einer  arithmetischen  Reihe  I  156  — 
I.  bei  einer  geometrischen  Reihe  I  158. 

Invalidität,  siehe  Feierzeit. 

Inversion  I  139. 

Involution  w-ten  Grades  II  173  —  I.  2. 
Grades  II  174  —  I.  auf  einer  Raumkurve 
3.  Ordn.  II  549.  Vergleiche  Punkt- 
involution, Strahleninvolution. 

Isolieren  eines  Gliedes  mit  einer  Wurzel 
in  einer  Gleichung  I  81  —  I.  einer  Un- 
bekannten I  84. 

Isolierter  Punkt  u.  s.  w.  siehe  verein- 
zelter Punkt  u.  s.  w. 

Irrationale  Zahl  I  48,  265. 

Irreducibler  Fall  der  kubischen  Glei- 
chung I  115. 

Kante  I  502  -  K.  der  Polyeder  I  541. 
Kapital,  das  auf  Zinseszins  steht  I  162. 
Kapitalversicherung  auf  den  Todesfall 

U.S.W,  siehe  Todesfallversicherung 

u.  s.  w. 
Kartenentwürfe  siehe  Entwürfe. 
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Katheten  I  227  —  K.  der  rechtwinkligen 
Ecke  I  250  —  K.  des  rechtwinkligen 
sphärischen  Dreiecks  I  528. 

Kegel,  gemeiner  I  562  —  Mantel,  Grund- 
fläche, Spitze,  Achse,  Seitenlinie,  Höhe 
des  K.  I  562  —  Achsenschnitte  des  K. 
I  562   -  Hauptachsenschnitt  des  K.  I  563 

—  Wechselschnitte  des  K.  I  564  —  ge- 
rader und  schiefer  K.  I  564  —  Rotations-K. 
I  564  —  Pyramide,  die  einem  K.  ein-  oder 
umgeschrieben  ist  I  564  —  Tangential-K. 
einer  Kugel  I  578  —  ebene  Schnitte  des 
K.  I  580  —  Abwicklung  des  Mantels 
eines  K.  1 584  —  Flächeninhalt  des  Mantels 
eines  geraden  K.  I  586  —  Volumen  des 
K.  I  595. 

Vergleiche  auch  Umdrehungskegel. 
Kegelfläche  I  560  -  gemeine  K.  I  560 

—  Leitlinie,  erzeugende  Gerade,  Spitze, 
Seitenlinie  der  K.  I  560  —  Achse  der  K. 

I  561  —  Achsenschnitte  der  K«  I  561  - 
Tangentialebene  der  K.  I  561  —  Ebenen 
durch  die  Spitze  der  K.  I  561. 

Kegel  2.  Ordn.,  Erzeugung  durch  pro- 
jektive Ebenenbüschel  II  387  —  Bestim- 
mung eines  K.  durch  fünf  Mantellinien 

II  887  -  Berührungsebene  eines  K.  II  389 

Gleichung  des  K.  in  Punktkoordinaten 
II  388  —  zwei  Gleichungen  des  K.  in 
Ebenenkoordinaten  II  389  —  K.  als  Ort 
der  Geraden,  deren  Winkel  mit  zwei  sich 
schneidenden  Geraden  eine  gegebene 
Summe  haben  II  395  —  Fokalstrahlen 
eines  K.  II  397  -  K.  als  Ort  der  Punkte, 
deren  Abstand  von  einer  Geraden  zum 
Abstände  von  einer  Ebene  ein  gegebenes 
Verhältnis  hat  II  398  —  Leitebene  eines 
K.  II  400  -    Kreisschnitte  eines  K.  II  447 

—  K.,  der  eine  Mantellinie  und  drei  Punkte 
enthält  II  514. 

Kegel  w-ter  Ordn.,  Gleichung  II  388, 
612  —   Gleichung  der  Berührungsebene 

II  615  —  Gleichung  eines  K.,  der  einer 
Fläche  umschrieben  ist,  II  613. 

Kegelentwürfe,  allgemeine  Formeln  III 
564  —  Lamberts  flächentreuer  echter  K. 

III  564  —  flächentreuer  Kegelrumpfent- 
wurf nach  Albers  III  565  —  Lamberts 
winkeltreuer  K.  III  568  Ptolemäus' 
speichentreuer  echter  K.  III  569  -  K.  mit 
Entwicklung  des  Halbmessergesetzes  in 
eine  Potenzreihe  III  571  —  BONNEs  flä- 
chentreuer unechter  K.  III  573  —  flächen- 
treuer echter  K.  mit  Rücksicht  auf  Ab- 
plattung III  578  —  Bonne s  E.  mit  Rück- 
sicht auf  Abplattung  III  573  —  winkel- 
treuer K.  mit  Rücksicht  auf  Abplattung 
III  581. 

Kegelschnitte  I  561,  580;  II  62  - 
Hauptachse  des  K.  I  581  —  Symmetrie 
des  K.  II  63  —  Leitlinie,  Brennpunkt  des 
K.  I  582;  II  64  -  Charakteristik  des  K. 
I  582  —  Tangenten  II  65  —  allgemeine 
Gleichung  eines  K.  in  rechtwinkligen 
Punkt-  und  Linienkoordinaten  II  203  — 
Bestimmung  eines  K.  durch  fünf  Punkte 
und    durch    fünf  Tangenten    II    219   — 


Gleichung  eines  durch  fünf  Punkte  und 
fünf  Tangenten  bestimmten  K.  II  220  — 
Erzeugung  eines  K.  durch  projektive 
Strahlbüschel  und  Punktreihen  II  224, 
225  -  Konstruktion  eines  K.  aus  fünf 
Punkten  und  fünf  Tangenten  II  225  - 
Konstruktion  einer  Tangente  und  eines 
Berührungspunktes  eines  K.  II  226  —  Kon- 
struktion der  Schnittpunkte  eines  K.  und 
einer  Geraden  II  226  —  Konstruktion  der 
Tangenten  eines  K.,  die  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  gehen  II  227  —  Kon- 
struktion eines  K.  aus  drei  realen  und 
zwei  konjugiert  komplexen  Punkten  II  227 
~  aus  drei  realen"  und  zwei  konjugiert 
komplexen  Tangenten  II  228  —  ein  K. 
als  Ort  der  Punkte,  von  denen  aus  vier 
gegebene  Punkte  unter  einem  bestimmten 
Doppelverhältnisse  gesehen  werden  II  229 
—  ein  K.  als  Ort  der  Geraden,  die  vier 
gegebene  Gerade  unter  einem  bestimmten 
Doppelverhältnisse  schneiden  II  229  — 
Gleichung  eines  K.  in  homogenen  Punkt- 
und  Linienkoordinaten  II  244  —  K.,  der 
dem  Achsendreiecke  um-  bezw.  einge- 
schrieben ist  II  244,  245  —  K.,  der  zwei 
Achsen  in  den  Endpunkten  der  dritten 
berührt  II  245  —  K.,  der  die  Seiten  des 
Achsendreiecks  harmonisch  teilt  II  246  -- 
harmonische  Punkte  und  Gerade  eines 
K.  II  261  -  Polare  und  Pol  für  einen  K. 
II  262  —  Konstruktion  der  Polaren  und 
des  Pols  eines  K.  II  264,  265  -  Konstruk- 
tion eines  K.  aus  drei  Punkten  bezw.  drei 
Tangenten,  und  einem  Paare  Pol  und 
Polare  II  265  —  aus  einem  Punkte  bezw. 
einer  Tangente,  und  zwei  Paaren  Pol  und 
Polare  II  266  —  Gleichung  und  Koordi- 
naten des  Pols  und  der  Polaren  eines 
K.  II  269  —  Gleichung  eines  K.  für 
ein  Polarendreieck  II  270  —  Unter- 
scheidung der  K.  nach  den  Gleichungen 
für  ein  Polarendreieck  II  271  —  Kon- 
struktion eines  K.  aus  einem  Polaren- 
dreiecke und  zwei  Punkten  bezw.  zwei 
Tangenten  II  273,  274  -  Polarendreieck, 
das  zwei  K.  gemein  ist  II  274  —  Identität 
von  sechs  Punkten  bezw.  sechs  Tangenten 
eines  K.  II  277,  278  -  zwei  Dreiecke, 
die  einem  K.  ein-  oder  umgeschrieben 
sind  II  279  -  K.,  sphärische  II  398  - 
Krümmung  eines  ebenen  K.  II  650  — 
Schmiegungsebene  eines  sphärischen  K. 

II  653. 

Vergleiche  übrigens  Kurven  2.  Ordn. 
und  2.  Kl.,  sowie  Ellipse,  Hyperbel, 
Parabel. 
Kegelschnittbüschel  II  286  —  gemein- 
same Punkte  eines  K.  II  287  —  K.,  be- 
stehend aus  ähnlich  liegenden  Kegel- 
schnitten mit  demselben  Mittelpunkte  II 
288  —  K.  von  Kegelschnitten  mit  Doppel- 
berührung II  288  —  harmonische  Punkte 
eines  K.  II  289  —  gemeinsames  Polaren- 
dreieck eines  K.  II  289  —  Polkegelschnitt 
einer  Geraden  für  ein  K.  II 290  -  Mittel- 
punkte der   Glieder  eines  K.  II  290  — 
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zerfallende  Kegelschnitte  eines  K.  II  296 

-  ein  K.  schneidet  eine  Gerade  in  einer 
Involution  II  299  -  Konstruktion  des 
Gliedes  eines  K.,  das  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  geht  II  301  —  das  eine 
gegebene  Gerade  berührt  II  302  —  pro- 
jektive Beziehungen  eines  K.  im  all- 
gemeinen II  305  -  ein  K.*  erzeugt  mit 
einem  projektiven  Strahlbüschel  eine 
Kurve  3.  Ordn.  II  315 

Kegelschnittbündel  II  297. 

Kegelschnittschar  II  286  —  gemein- 
same Tangenten  einer  K.  II  287  —  K. 
aus  Kegelschnitten  mit  Doppelberührung 
II  288  —  harmonische  Gerade  einer  K. 
II  291  —  gemeinsames  Polaren  drei  eck 
einer  K.  II  291  -  Polkegelschnitt  eines 
Punktes  für  eine  K.  II  292  -  Mittelpunkte 
der  Glieder  einer  K.  II  292  -  besondere 
K.,  deren  Glieder  in  ^,  /l^  eine  vierfache 
Tangente  und  --/.,  als  Bierührungspunkt 
haben  II  294  —  brennpunktsgleiche  K. 
II  294  -  zerfallende  Kegelschnitte  einer 
K.  II  297  -  die  Glieder  einer  K.  werden 
von  jedem  Punkte  aus  durch  eine  Strahlen- 
involution aufgenommen  II  300  —  Kegel- 
schnitt einer  K.,  der  eine  Gerade  berührt 
II  301  -  der  einen  Punkt  enthält  II  .302. 

Kegelschnittverein,  zweipunktiger  und 
zweiliniger  II  306,  307. 

Kegelspirale  III  62. 

Kegelstumpfl562  Mantel,  Grundfläche, 
Endfläche,  Achse,  Seitenlinie,  Höhe  des 
K.  I  562  —  Ergänzungskegel  des  K.  I  563 

-  Ebenen,  parallel  den  Endflächen  des  K. 
I  563  —  Flächeninhalt  des  Mantels  eines 
geraden  K.  I  588  -  Volumen  des  K.  I  596. 

Kennzeichen  nach  der  Gleichung  in 
rechtwinkligen  Punktkoordinaten  für  den 
Kreis  II  182  -  für  die  Parabel  II  204, 
205,  207,  211  —  für  die  Ellipse  II  210, 
212  —  für  die  Hyperbel  II  210,  212 
-  K.  nach  der  Gleichung  in  recht- 
winkligen Linienkoordinaten  für  die 
Ellipse,  Hyperbel,  Parabel  II  218  -  nach 
der  homogenen  Gleichung  in  Bezug  auf 
ein  Polarendreieck  für  die  Parabel  II  271 

-  für  die  Hyperbel  II  272  -  für  die 
Ellipse  II  273  -  nach  der  homogenen 
Gleichung  in  Bezug  auf  ein  Polartetraeder 
für  das  Ellipsoid  II  493  -  für  das  zwei- 
schalige  Hyperboloid  II  493  für  das 
einschalige  Hyperboloid  II  494. 

Kennziffer  eines  Logarithmus  I  71. 

Kettenbrüche  I  172  -  Partialbrüche 
eines  K.  I  173  -  gemeine  K.  I  173  - 
Näherungswerte  eines  vollständigen  K. 
I  175  unendliche  K.  1 176  -  Auflösung 
von  diophantischen  Gleichungen  durch 
K.  I  178. 

Kettendivision  I  27,  264. 

Kettenlinie  II  651. 

Kinderversicherung  auf  den  Todes- 
und  Lebensfall  III  456  -  auf  den  Er- 
lebensfall ohne  Rückgewähr  III  458  - 
auf  den  Erlebensfall  mit  Rückgewähr  III 
458  -  Haupttafel  für  K.  III  516. 


Klammern  I  6    -  Auflösen  der  K.  17- 
Ausmultiplizieren  einer  K.  I  17. 

Klasse  einer  Kurve  11  203  K.  einer 
Kurve  /*-ter  Ordn.  11 593  -  K.  einer  Fläche 

II  390. 
Koeffizient  I  12. 
Koeffizientenverein   einer  homogener» 

linearen  Differentialgleichung  III  343. 

Kollineare  Verwandtschaft  II  523. 

Kombination  von  Elementen  1135,  140- 

Kombinatorik  I  135. 

Komma  bei  Dezimalzahlen  I  33. 

Kommensurabel  I  265. 

Komplement  I  217,  418. 

Komplexe  Zahl  1  60;  III  129  -  kon- 
jugiert k.  Z.  I  6(1  —  Modulus  und  Am- 
plitude einer  k.  Z.   III  130  —  k.  Einheit 

III  130  -  Produkt,  Quotient,  Potenz  k.  Z. 
I  61,  123;  III  131  -  Wurzel  einer  k.  Z. 
I  124;  III  132. 

Komplexe  Form  reeller  Zahlenausdrücke 

I  61. 

Komplexe  Punkte  und  Gerade  II  187     - 
k.  Kreispunkte  II 188       k.  Schnittpunkte 
zweier  Kegelschnitte  II  298  -  k.  gemein- 
same   Tangenten    zweier    Kegelschnitte 

II  299  —  k.  Punkte  im  Räume  und  k. 
Ebenen  II  497. 

Komplexion  von  Elementen  1  135. 

Konfokal  siehe  brennpunktsgleich. 

Kongruenz  I  222  —  K.  der  Dreiecke, 
Kongruenzsätze  I  229  Anwendungen 
der  Kongruenzsätze  I  234  -  K.  der  Viel- 
ecke I  242  K.  der  Kreise  I  243  K. 
der  Ecken  I  522. 

Konstruktion,  elementare  I  222  — 
näherungsweise  K.  des  Kreisumfangs  und 
eines  Kreisbogens  I  328;  II  48,  49. 

Konstruktionsaufgaben  I  256,  310, 
337,  375. 

Konus  siehe  Kegel. 

Konvergente  unendliche  Reihen  1179  — 
k.  Gerade  I  218. 

Konvergenz     einer    unendlichen    Reihe 

I  180;  II  736.     Vergl.  auch  Gültigkeit. 
Koordinaten,  rechtwinklige,  des  Punktes 

in  der  Ebene  II  110  --  schiefwinklige  II 
198  rechtwinklige  K.  der  Geraden  II 
138  —  homogene  K.  des  Punktes  in  der 
Ebene  II  236  -  der  Geraden  II  237  - 
rechtwinklige  K.  des  Punktes  im  Räume 

II  342  schiefwinklige  II  345  -  recht- 
winklige K.  der  Ebene  II 366  -  homogene 
K.  des  Punktes  im  Räume  II  465  der 
Ebene  II  466  -  K.  auf  einer  Kugel  siehe 
Kugelkoordinaten.  Koordinatentransfor- 
mation siehe  Änderung. 

Körper  I  211,  541. 
Korrelaten  III  418. 
•  Korrespondierende     Addition      und 

Subtraktion  I  103. 
Korrespondier  ende  Punkte  einer  Kurve 

3.  Ordn.  II  336. 
Korrespondierende  Winkel  I  223. 
Kreis  1 219,  243  -  Mittelpunkt,  Halbmesser, 

Sehne,  Durchmesser  des  K.  I  220  --  K.- 

linie,  K,-fläche   I  243  -  Halbkreis  I  24a 
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-  K.-bogen  I  248,  818  K.-ausschnitt 
und  K.-abschnitt  I  244  Apollon  ischer 
K.  I  273  -  K.-quadrant  I  818  -  Rekti- 
fikation des  K.  I  324  -  Quadratur  des 
K.  I  326  Ähnlichkeit  der  K.  I  385  - 
Ähnlichkeitspunkte  zweier  K.  I  S'Si),  4U9; 
II  186      -   /ihnlichkeitsachsen   dreier   K. 

I  410;  II  186  -  K.  der  neun  Punkte, 
Feuerbach  scher  K.  1 383, 474;  II 248  -K., 
die  sich  rechtwinklig  schneiden  I  899;  II 
191  -  Richtbild  des  K.  II  17  -  Gleichung 
des  K.  in  rechtwinkligen  Punktkoordi- 
naten II  181  -  Gleichung  des  K.  dreier 
Punkte  II  183  -  Potenz  eines  Punktes  für 
einen  K  I  806,  398;  II  184  -  Gleichung 
der  Tangente  des  K.  II  185  -  Gleichung 
des  K.  in  rechtwinkligen  Linienkoordi- 
naten II  185  -  gemeinsame  Tangenten 
zweier  K.   II  185     -   Chordale  zweier  K. 

II  189   -  Schnittwinkel  zweier  K.  II  189 

—  Gleichung  des  dem  Achsendreieck  um- 
schriebenen K,  II  247,  251  —  des  harmo- 
nischen K.  des  Achsendreiecks  II  249 
die  dem  Achsendreiecke  eingeschriebe- 
nen Kreise  (Inkreis  und  Ankreise)  II  250, 
251. 

Kreisbüschel  I  4(H;  II  189  -  Träger 
und  Mittellinie  des  K.  II  189  -  Chordale 
eines  K.  II  190  Schnitt  eines  K.  mit 
einer  Geraden  II  19()  -  Konstruktion  des 
Kreises  eines  K.,  der  einen  Punkt  ent- 
hält II  190  —  Konstruktion  der  Kreise 
eines  K.,  die  eine  Gerade  bezw.  einen 
Kreis  berühren  II  191  Kreise,  die  die 
Kreise  eines  K.  lotrecht  schneiden  II 192. 

Kreisevolvente  III  61. 

Kreispunkte  des  EUipsoids  II  440  -  K. 
des  zweischaligen  Hyperboloids  II  448 
K.  des  elliptischen  Paraboloids  II  448. 

Kreisschnitte  des  EUipsoids  II  446 
des  einfachen  Hyperboloids  II  44()  —  des 
zweischaligen  Hyperboloids  II  447  des 
elliptischen  Paraboloids  U  448  des 
elliptischen  Cylinders  II  449  -  des  Kegels 
2.  Ordn.  II  450. 

Kreissystem  II  177. 

Kr  eis  treue  des  stereographischen  Ent- 
wurfs III  548. 

Krümmung  der  Ellipse  II  182  K.ebener 
Kurven  II  648  -  Krümmungskreis,  Krüm- 
mungsmitte, Krümmungshalbmesser  II 
647  -  K.eines  Kegelschnitts,  der Cykloide, 
der  Spiralen,  der  Kettenlinie,  der  Lem- 
niskate  II  651  einer  Raumkurve  II  658, 
656    -  K.  von  Flächen  II  661. 

Krystallformen  u.  -Formenvereine  II  S'^, 

Kubikwurzel  I  47  -  Ausziehen  der  K. 
I  66. 

Kubische  Gleichung  I  112  —  k.  C  zur 
Bestimmung  der  gemeinsamen  Polaren- 
dreiecke zweier  Kegelschnitte  II  274  - 
k.  G.  zur  Bestimmung  der  zerfallenden 
Glieder  eines  Kegelschnittbüschels  bezw. 
einer  Kegelschnittschar  11  296,  297  - 
k.  G.  zur  Bestimmung  der  Symmetrie- 
ebenen einer  Fläche  2.  Ordn.  II  427. 

Kubisches  System  1  117. 


I 


Kubus  einer  Zahl  I  43.    S.  auch  Würfel. 

Kugel  I  502,  517,  565,  573,  583  -  Mittel- 
punkt, Halbmesser,  Durchmesser,  Diame- 
tralpunkte der  K.  1 502,565  -größter Kreis 
der  K.  I  503,  565    -  Meridiane  der  K.  I  565 

-  Parallelkreise,  Aequator  der  K.  I  566  — 
Richtbild  der  K.  II  56  -  K.  und  Ebene 

I  566;  II  56  -  K.  und  Gerade  II  57  - 
Tangentialebene  der  K.  I  566  —  K.  und 
Polyeder  I  573  -  K.  und  Cylinder  I  577; 

II  58  -  K.  und  Kegel  I  578;  II  76  - 
K.-segment  I  604  -  K.-sektor  I  605  — 
K.-schicht  I  606  —  K.-kappe  I  606  ~ 
KL-zone  I  606  -  K..keil  I  611  -  K-pyra- 
mide  I  611  -  Konstruktion  der  K.,  die 
einem  Tetraeder  umgeschrieben  ist  II  77 

—  der  acht  K.,  die  einem  Tetraeder 
eingeschrieben  ^ind  II  77  —  der  K.,  die 
drei  Punkte  enthält  und  eine  Gerade  be- 
rührt II  78  —  der  K.,  die  einen  Kreis  ent- 
hält und  einem  Umdrehungskegel  einge- 
schrieben ist,  der  dieselbe  Achse  hat  II  79 

-  der  K.,  die  drei  Punkte  enthält  und  eine 
Ebene  berührt  II  79  —  die  einen  Punkt 
enthält  und  drei  Ebenen  berührt  II  79  - 
die  zwei  Punkte  enthält  und  zwei  Ebenen 
berührt  II  79  ~  die  zwei  Umdrehungs- 
kegeln mit  gemeinsamer  Achse  einge- 
schrieben ist  II  79  -  die  drei  Gerade 
eines  Punktes  berührt  und  einen  Punkt 
enthält  II  80  -  die  drei  Gerade  eines 
Punktes  utid  eine  Ebene  berührt  II  80  — 
die  drei  (Gerade  eines  Punktes  und  noch 
eine  vierte  (lerade  berührt  II  80  —  die 
einem  Umdrehungskegel  eingeschrieben 
ist  und  eine  Kugel  berührt  II  80  —  die 
die  Seiten  eines  unebenen  Vierseits  be- 
rührt II  81  Gleichung  der  K.  in  recht- 
winkligen Punktkoordinaten  II  371  — 
Potenz  eines  Punktes  für  eine  K.  II  372  - 
Chordalebene  zweier  K.  II  378  -  Chordal- 
achse dreier  K.  II  373  -  Ort  der  Mitten 
der  K.,  die  zwei  K.  rechtwinklig  schnei- 
den II  878  -  Schnittpunkte  dreier  K. 
II  875  -  (ileichung  der  dem  Achsentetra- 
eder umschriebenen  K.  II  508  ~  der 
einem  besondern  Achsentetraeder  har- 
monisch zugeordneten  K.  II  508  -  Feuer- 
B.\CH  sehe  K.  dieses  besondern  Tetra- 
eders II  510  die  acht  dem  Achsen- 
tetraeder eingeschriebenen  K.  II  511  - 
der  acht  einem  unebenen  Vierecke  ein- 
geschriebenen K,  II  513  -  allgemeine 
Form  der  Gleichung  einer  K.  in  homo- 
genen Koordinaten  II  514. 
Kugelbündel  II  875  —  gemeinsame  Punk- 
te eines  K.  II  876  -  gemeinsame  Chor- 
dalachse der  Kugeln  eines  K.  II  376  — 
Kugeln  eines  K.,  die  durch  einen,  bezw. 
zwei  gegebene  Punkte  gehen  II  376,  379 
Ort  der  Mitten  der  Kugeln  eines  K. 
II  877  Lotkugeln  eines  K.  II  377  - 
Kugel  eines  K.,  die  durch  einen  Punkt 
geht  und  eine  Ebene  berührt  II  380  — 
Kugeln  eines  K.,  die  zwei  Ebenen  be- 
rühren II  880  -  die  zwei  Gerade  berüh- 
ren II  381    -  die  eine,  bezw.  zwei  Kugeln, 
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bezw.  eine  Kugel  und  eine  Gerade  be- 
rühren II  382. 

Kugelbüschel  II  374  —  gemeinsame 
Punkte  der  Kugeln  eines  K.  II  374  — 
gemeinsame  Chordalebene  eines  K.  II  374 
—  Berührung  einer  Ebene  durch  Kugeln 
eines  K.  II  375  ~  Schnitt  einer  Geraden 
mit  den  Kugeln  eines  K.  II  375. 

Kugelkoordinaten  III  541  —  Grundkreis, 
Ordinatenkreis,  Pol,  Nullkreis,  Nullpunkt 
der  K.  III  541  —  sphärische  Abscisse, 
Ordinate,  Polwinkel,  Polabstand  bei  K. 
III  541. 

Kugelverwandtschaft  II  629  -  Bild 
einer  Ebene,  einer  Kugel  11  629  —  Gleich- 
heit der  Schnittwinkel  bei  der  K.  II  630 
Verwendung  der  K.  zur  Auflösung  von 
Kugelberührungsaufgaben  II  630. 

Kummers  Berechnung  numerischer  un- 
endlicher Reihen  II  752. 

Kurve  I  212  —  K.  w-ter  Ordn.  bezw.  «-ter 
Kl.  II  203. 

Kurve  2.  Ordn.  bestimmt  durch  fünf 
Punkte  II  219,  222  -  K.  2.  Kl.,  bestimmt 
durch  fünf  Tangenten  II  219,  228  -  Än- 
derung der  Gleichung  einer  K.  2.  Ordn. 
durch    Verschiebung    II    203  durch 

Drehung  II  206  -  Änderung  der  Glei- 
chung einer  K.  2.  Kl.  durch  Verschiebung 
II  213  -    durch  Drehung  II  214. 
Vergleiche  auch  Kegelschnitt. 

Kurve  3.  Ordn.  II  308  die  K.  3.  Ordn. 
ist  durch  neun  Punkte  bestimmt  II  308  — 
acht  Punkte  einer  K.  3.  Ordn.  bestimmen 
einen  neunten  II  311  —  eine  K.  3.  Ordn. 
schneidet  eine  Gerade  in  drei  Punkten 
II  311  —  eine  K.  3.  Ordn.  schneidet  eine 
andre  K.  3.  Ordn.  in  neun  Punkten  II 
308  —  Begleiter  eines  Punktes  einer  K. 
.3.  Ordn.  II  312,  313  -  eine  K.  3.  Ordn. 
schneidet  einen  Kegelschnitt  in  sechs 
Punkten  II  313  —  Konstruktion  der  K. 
3.0rdn.  aus  einem  Kegelschnittbüschel  und 
projektivem  Strahlbüschel  II  315  -  eine  K. 
3.  O.  mit  Doppelpunkt  wird  von  einer 
Strahleninvolution  und  einem  projektiven 
Strahlbüschel  erzeugt  II  318,  331  -  Tan- 
gentenkonstruktion bei  einer  K.  3.  Ordn. 
II  319  —  HESSEsche Kurve  einer K.  3.  Ordn. 
II  321  -  K.  3.  Ordn.  mit  Rückkehrpunkt 
II  323  -  Wendepunkte  und  Wendetan- 
genten einer  K.  3.  Ordn.  II  313,  324 
konische  Polare  und  gerade  Polare  einer 
K.  3.  Ordn.  II  327  -  vereinzelter  (isolier- 
ter) Punkt  einer  K.  3.  Ordn.  II  329  - 
korrespondierendePunkteeinerK.3.0rdn. 
II  336  -  Fläche  einer  symmetrischen  K. 
3.  Ordn.  mit  Doppelpunkt  III  57. 

Kurze  Todesfallversicherung  III  451. 

Kürzen  eines  Bruches  I  16  -  K.  einer 
Gleichung  1  81. 

Lage  I  213  ~  Perspektive  L.  ähnlicher 
Vielecke  I  314  —  affine  L.  kongruenter 
V.  I  314  -  L.  zweier  Kreise  I  253,  336. 

Lamberts  flächentreuer  echter  ebener 
Entwurf  III   544,   575     -   L.-GAUSSscher 


konformer  echter  Säulenentwurf  III  558  — 
L.S    flächentreuer    echter    Kegelentwurf 
III   564,  B77   —  L.S  winkeltreuer  echter 
Kegelentwurf  III  568,  581. 

LANDENsche  Substitution  für  elliptische 
Integrale  1.  Art  III  204. 

Länge  I  213,  263  -  L.-einheit  I  267  - 
L.-messung  I  267  —  L.-verhältnis  bei  Ab- 
bildung III  535j  537  -  größtes  und  klein- 
stes L.-verhältnis  III  538. 

Lebensdauer,  wahrscheinliche  III  429. 

Lebensversicherung  ohne  Rückgewähr 
III  451  —  mit  sofortiger  Rückgewähr  III 
452. 

Legendres  elliptische  Integrale  1.,  2., 
3.  Art  III  189,  262. 

Lehrsatz  I  213. 

LEiBNizsche  Reihe  1 188;  II  750;  III 111. 

Leibrente,  Leibrentenversicherung, 
siehe  Rente. 

Leitbild  II  3  -  L.  einer  Geraden  II  6  - 
L.  eines  Cylinders  II  46  —  L.  der  Kugel 
II  56  -  L.  des  Umdrehungskegels  II  59  — 
L.  der  Ellipse  II  24  -  L.  der  Hvperbel 
II  67r     Siehe  außerdem  Richtbild. 

Leitebene  eines  Kegels  2.  Ordn.  II  4CM>. 

Leitlinie  einer  Cy linderfläche  I  556  —  L. 
einer  Kegelfläche  I  560  -  L.  der  Parabel 
II  64,  513  —  L.  der  Ellipse  und  Hvperbel 
II  63,  120. 

Lemni skate,  Umfang  III  264  —  Addition, 

•  Subtraktion,   Multiplikation,    Halbierung 

von  Bogen  der  L.  III  266  —  Wendepunkt 

der  L.  II  647  —  Krümmung  der  L.  II  65(1. 

Lemoine.  Punkt  von  L.  I  392,  497  -  Ge- 
rade von  L.  I  394. 

L^HuiLiERsche  Formel  I  538. 

Lindemanns  Beweis  der  Transcendenz 
der  Zahl  .t  I  328. 

Lineal  I  213. 

Lineare  Gleichungen  mit  einer  Unbekann- 
ten I  84  l.  G.  mit  zwei  Unbekannten 
I  84  —  1.  G.  mit  mehreren  Unbekannten 
I  88  -  L.  System  I  85,  198  L.  Glei- 
chungen in  rechtwinkligen  Punktkoordi- 
naten in  der  Ebene  II  111,  142  —  in 
schiefwinkligen  Punktkoordinaten  in  der 
Ebene  II  199  in  rechtwinkligen  Linien- 
koordinaten II  151  in  homogenen  ebe- 
nen Punktkoordinaten  II  241  in  homo- 
genen Linienkoordinaten  II  241  —  in 
rechtwinkligen  räumlichen  Punktkoordi- 
naten II  350  —  in  rechtwinkligen  Ebenen- 
koordinaten II  3()7  in  homogenen 
räumlichen  Punktkoordinaten  II  469  — 
in  homogenen  Ebenenkoordinaten  II  469 
--  L.  Differentialgleichung  siehe  Diffe- 
rentialgleichung. 

Linie  I  211  ~  gerade  L.  I  212  —  gebro- 
chene L.  I  212  —  krumme  L.  I  212. 

Linienkoordinaten, rechtwinklige  II  138 
—  homogene  II  237. 

Logarithmus  I  68  —  Logarithmieren 
I  67  —  Logarithmand  I  68  -  Loga- 
rithmus eines  Produkts  I  69  —  L.  eines 
Bruchs  I  69  -  L.  einer  Potenz  I  69  - 
L.  einer  Wurzel  I  69     -  gemeiner  L.  I  71 
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-  Kennziffer  des  L.  I  71  —  Mantisse  des 
L.  I  71  -  die  L.  als  Rechenhilfsmittel 
I  74  -  natürlicher  L.  I  185  -  L.-tafel 
I  70,  76  -  L.  einer  komplexen  Zahl  III 162. 

Logarithmensystem  I  70  —  gemeines 
oder  Brigg  sches  L.  I  71  -  natürliches 
L.  I  185  -  künstliches  L.  I  185. 

Logarithmische  Reihe    I  186;    II  692. 

LORGNAs  Anordnung  von  Lamberts  flä- 
chentreuem ebenen  Entwürfe  III  546. 

Lot  zu  zwei  gegebenen  Richtungen  II  357. 

Lotkreise  eines  Kreisbüschels  II  192. 

Lotkugeln  eines  Kugelbündels  II  377. 

Loxodromie,    loxodrome   Linie    III   558. 

LuDOLPHsche  Zahl  -t  I  327. 

Lunula  des  Hippokrates  I  333. 

MACLAURiNsche  Reihe  II  690. 

Mantisse  eines  Logarithmus  I  71. 

Maß  I  267  -  Maßstab  I  267  -  Trans- 
versal-M.  I  269. 

Maßzug  IIl  538. 

Mathematische  Zahlen  für  den  Ge- 
schäftsabschluß einer  Versicherungsbank 
III  498. 

Maxima  und  Minima  1  528;  II  695. 

Mehrwertige  Funktionen  III  140. 

Menelaos.  Satz  des  M.  I  393,  498;  II 153. 

M  ERC  ATORS  winkeltreuer  echter  Säulen- 
entwurf III  55(S  —  derselbe,  mit  Rück- 
sicht auf  Abplattung  III  581  M.s 
(Sanson-Flamsteeds)  flächentfeuer  un- 
echter Säulenentwurf  III  563  -  derselbe, 
mit  Rücksicht  auf  Abplattung  III  577. 

Messen,  Messung  I  263  Genauigkeit 
der  Messung  I  267  —  M.  der  Länge  einer 
Strecke  I  267  —  M.  des  Flächeninhalts 
I  273  -  M.  von  Winkeln  1  317  -  M.  von 
Kreisbogen  I  318. 

Meter  I  267. 

Methode  der  Hilfsfiguren  I  338  -  M.  der 
geometrischen  Örter  I  349  —  M.  der 
ähnlichen  Figuren  I  354  M.  der  alge- 
braischen Analysis  I  358  M.  der  un- 
bestimmten Koeffizienten  II  757. 

M  ETI  US.    Näherungsformel   des  M.   für  .t 

I  328. 
Militärdienstversicherung  III  451. 
Millimeter  I  267. 

Minuend  I  5. 

Minute  I  216,  318. 

Mitte,  Mitten  paralleler  Sehnen  eines 
Kegelschnitts  II  70  -  einer  Parabel  II 
125  einer  Ellipse  II  128  -  einer  Hy- 
perbel II 134  —  eines  Kegelschnitts  II  2U7 
Koordinaten  der  M.  in  rechtwinkligen 
Koordinaten  II  204  Koordinaten  der 
M.    in    homogenen   Koordinaten    II   269 

-  Gleichung  der  M.  in  homogenen  Linien- 
koordinaten II  269  -  mittengleiche  ähn- 
lich liegende  Kegelschnitte  II  287  M. 
der  Kegelschnitte  eines  Büschels  II  2!M )  - 
M.  der  Ke<^elschnitte  einer  Schar  II  292 

-  M.  einer^  Fläche  2.  Ordn.  II  422  -  ^f. 
paralleler  Sehnen  einer  Fläche   2.  Ordn. 

II  423  M.  ebener  Schnitte  einer  Mitten- 
fläche  2.  Ordn.    II   425   --    M.   paralleler 


Sehnen  eines  Paraboloids  und  eines  Cylin- 
ders  2.  Ordn.  II  425  —  M.  ebener  Schnitte 
eines  Paraboloids  bezw.  eines  Cylinders 
2.  Ordn.  II  426  -  Gleichung  der  M.  einer 
Fläche  2.  Ordn.  in  homogenen  Ebenen- 
koordinaten II  485  —  homogene  Koordi- 
naten der  M.  einer  Fläche  2.  Ordn.  II  486 

—  Ort  der  M,  aller  Flächen  2.  Ordn.,  die 
ein  unebenes  Viereck  enthalten  II  487  — 
M.  der  Glieder  einer  Schar  von  Flächen 
2.  Ordn.  II  500. 

Mittenbild  II  3,  95  —  axonome  tri  sehe 
Konstruktion  des  M.  eines  Punktes  II  97 

-  einer  Punktebene  II  532. 

Mittel,  arithmetisches  I  241  —  arithmetisch 
geometrisches  III  206. 

Mittlere  Abweichung  II  403. 

Mittellinie  eines  Dreiecks  I  235,  270, 
301,  455. 

Mittellot  einer  Strecke  I  236;  II  114. 

Mittellotebene  einer  Strecke  II  364  — 
Mittellotebenen  der  Seiten  eines  Drei- 
ecks II  365  -  der  Seiten  eines  unebenen 
Vierecks    II    365  der    Kanten    eines 

Tetraeders  II  365. 

Mittelpunkt  einer  Strecke  I  235  -  M. 
eines  Kreises  I  220  -  einer  quadratischen 
Involution  II  175.     Siehe  auch  Mitte. 

Modulus  einer  komplexen  Zahl  I  123; 
III  130  —  M.  eines  Logarithmensystems 
I  187;  III  163. 

MoiVREs  Satz  1214  -  M.s  Sterblichkeits- 
gesetz III  429. 

MoLLWEiDEsche  Formeln  I  440  -  M.s 
Entwurf  III  589. 

Monge.  Lehrsatz  des  M.  I  410. 

Monogenes  Gebilde  einer  Funktion  III  355. 

Multiplikation  I  12  -  abgekürzte  M. 
I  38  -  M.  unendlicher  Reihen  II  748. 

Multiplikator,  Multiplikand  112. 

Nabelpunkte,  Nabellinien  II  665. 

Nagel.   Punkt  von  N.  I  392. 

Näherungskonstruktionen  des  Kreis- 
umfangs  I  328. 

Nebenwinkel  I  217. 

Negative  Zahlen  I  8. 

Neigungswinkel  einer  Geraden  zu  einer 
Ebene  I  506  —  N.  einer  Ebene  zu  einer 
andern  Ebene  I  512. 

Nenner  eines  Bruchs  I  15. 

N  EP  ER  sehe  Analogien  1  534. 

Newtons  Methode  zur  Auflösung  nume- 
rischer Gleichungen  1 127  —  N.sche  Reihe 

I  181. 
Nichtkongruenz-Sätze  I  232. 
Nicolos  IS  Entwurf  III  .589. 
NiKOMEDES.   Conchoide  des  N.  II  714. 
Norm  einer  komplexen  Zahl  I  61. 
Normale  einer  Geraden  I  216  —  N.  einer 

Ebene  I  5o4  —  N.  einer  Kurve,  Gleichung 

II  587  -  Länge  der  N.  II  587  -  N.  der 
Ellipse  II  588  -  N.  der  Parabel  II  588  - 
N.  der  gemeinen  Cykloide  II  589  -  N. 
der  Epicykloide  II  591  —  N.  einer  Kurve 
;/-ter  O..  die  durch  einen  gegebenen  Punkt 
gehen  11  592  -  N.  einer  Fläche  II  610. 
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Normalebene  einer  Geraden  I  504  -  N. 
einer  Ebene  I  513  —  N.  einer  Raum- 
kurve II  621. 

Normale  Schraubenregelfläche  II 
626. 

Normal  form  einer  Gleichung  «-ten  Grades 

I  127  —  N.  der  Gleichung  einer  Geraden 

II  113,   143    —  N.  der  Gleichung  einer 
Ebene  II  350. 

Normalgleichungen  III  407  —  deren 
numerische  Auflösung  III  408. 

Normalprojektion  siehe  Richtbild. 

Normalschnitt  des  Prismas  I  549.  Siehe 
auch  Richtschnitt. 

Null  I  7. 

Nullstellen  einer  Funktion  III  328. 

Numerische  Gleichungen  I  84. 

Obelisk  I  543. 

Oberfläche  der  Polyeder  I  583  -  O.  des 
Cyhnders  I  584  -  O.  des  Kegels  I  586  - 

0.  des  Kegelstumpfs  I  h^S  -  O.  der  Kugel 
I  607.     Siehe  auch  Fläche. 

Oktaeder,  regelmäßiges  I  545;  II  35. 
Operationen  der  allgemeinen  Arithmetik 

1.  Stufe  14-2.  Stufe  1 12  -  Verbindung 
der  O.  1.  und  2.  Stufe  I  17  -  O.  3.  Stufe 

I  42  —  kommutative  O.  I  43. 
Ordinate  eines  Punktes  I  565;  II  110. 
Ordinatenachse  II  110. 

Ordnung  einer  Kurve  II  203  —  O.  einer 
Fläche  II  382  —  einer  Kurve  /i-ter  Klasse 

II  606. 

Ort,  geometrischer  I  236,  349. 
Orthogonalprojektion    siehe    Richt- 
bild. 
Orthogonalkugel  siehe  Lotkugel, 

P.\PPUS.     Lehrsatz  des  P.  I  287. 

Parabel  I  352,  581  —  P.  als  ebener  Schnitt 
des  Umdrehungskegels  I  581;  II  62  - 
Leitlinie  und  Brennpunkt  der  P.  II  64  — 
Tangente  der  P.  II  65  Gleichung  der 
P.  in  rechtwinkligen  Punktkoordinaten 
II  123  —  in  rechtwinkligen  Linienkoordi- 
naten II  140  —  in  homogenen  Koordi- 
naten II  269  —  P.  als  Grenze  einer  un- 
endlich wachsenden  Ellipse  oder  Hyper- 
bel II  124  —  Schnitt  einer  P.  mit  einer 
Geraden  II  125  —  Mitten  paralleler  Seh- 
nen der  P.  II  125  —  Koordinaten  der 
Tangente  der  P.  II  126  —  Gleichung  der 
Tangente  der  P.  II  127  -  Polargleichung 
der  P.  II  138  —  Kennzeichen  der  P.  nach 
der  Gleichung  für  rechtwinklige  Punkt- 
koordinaten II  21)4,  205,  207,  211  --  nach 
der  Gleichung  für  rechtwinklige  Linien- 
koordinaten II  218  -  nach  der  homo- 
genen Gleichung  in  Bezug  auf  ein  Polaren- 
dreieck II  271  -  Bestimmung  der  P.  durch 
vier  Tangenten  II  220  durch  vier  Punkte 
II  221  --  P.  auf  einer  Fläche  2.  Ordn. 
II  444  _  semikubische  P.  II  677  -  ku- 
bische hyperbolische  P.  und  kubische  P, 
II  549    -  Fläche  der  P.  III  51. 

Paraboloid,  elliptisches.  Gleichung  in 
rechtwinkligen  Punktkoordinaten  II  413 
-     Hauptschnitte    II    413,    414    -      Um- 


drehungsparaboloid  II  415  —Berührungs- 
ebene II  415  —  Gleichung  in  rechtwink- 
ligen Ebenenkoordinaten  II  416  —  Para- 
beln auf  einem  eil.  P.  II  445  —  Kreis- 
schnitte eines  eil.  P.  II  448  —  Brenn- 
parabeln und  umschriebene  Umdrehungs- 
kegel eines  eil.  P.  II  461  —  Kennzeichen 
eines  P.  nach  der  homogenen  Gleichung 
für  ein  Polartetraeder  II  486  —  Raumteile 
des  eil.  P.  III  64  -  Zone  eines  Um- 
drehungsparaboloids  III  67  —  Oberfläche 
des  eil.  P.  III  81. 
Paraboloid,  hyperbolisches.  Glei- 
chung in  rechtwinkligen  Punktkoordi- 
naten II  416  -  Hauptschnitte  II  416  - 
Asymptotenebenen  II  418  -  Berührungs- 
ebene II  419  —  Gleichung  in  rechtwink- 
ligen Ebenenkoordinaten  II 419  —  Gerade 
eines  h.  P.  II  435  —  das  h.  P.  ist  durch 
ein  unebenes  Vierseit  bestimmt  II  437  — 
die  Geraden  eines  Systems  schneiden  die 
des  andern  in  ähnlichen  Punktreihen 
II  437  -  Parabeln  auf  einem  h.  P.  II  445 

—  Brennparabeln  und  umschriebene  Um- 
drehungskegel eines  h.  P.  II  462  —  Kenn- 
zeichen für  ein  P.  nach  der  homogenen 
Gleichung  für  ein  Polartetraeder  II  486  — 
Raumteile  des  h.  P.  II  64  -  Oberfläche 
des  h.  P.  III  81. 

Parallele  I  218,  224,  258,  501  -  Gerade 
p.  einer  Ebene  I  508  -    p.  Ebenen  I  509. 

Parallelenaxiom  I  218. 

Parallelepiped  I  .549  —  Diagonalachsen, 
Diagonalschnitt  des  P.  I  550  —  gerades 
P.  I  551  —  rechtwinkliges  P.  I  551  — 
Oberfläche  des  P.  I  583  —  Volumen  des 
rechtwinkligen  P.  I  591. 

Parallelkoordinaten,  schiefwinklige,  in 
der  Ebene  II  198  —  im  Räume  II  345  — 
Gleichung  der  Geraden  in  schiefwinkligen 
P.  II  199. 

Parallelogramm  I  237,  261,  27-5,  276. 

Parallelprojektioa,  Parallelperspek- 
tive II  3. 

Parameter  eines  Kegelschnitts  II  137  - 
Darstellung  der  Punkte  einer  Raumkurve 
3.  Ordn.  durch  einen  P.  II  540  -  Dar- 
stellung der  Ebenen  einer  abwickelbaren 
Fläche  3.  Kl.  durch  einen  P.  II  540  - 
Darstellung  der  Gleichung  der  Punkte 
einer  Geraden,  eines  Kegelschnitts,  einer 
Raumkurve  3.  Ordn.  als  ganze  Funktion 
eines  P.  vom  1.,  2.,  bezw.  3.  Grade  II  541 

—  Darstellung  der  Ebenen  einer  abwickel- 
baren Fläche  3.  Kl.  als  ganze  kubische 
Funktion  eines  P.  II  543  —  Gleichung  der 
Ebene  dreier  Punkte  einer  Raumkurve 
3.  Ordn.  durch  die  P.  der  Punkte  II  543 

-  der  Sekante  zweier  Punkte  durch  die 
P.  dieser  Punkte  II  543  -  der  Tangente 
und  der  Schmiegungsebene  eines  Punk- 
tes durch  seinen  P.  II  544  -  der  Ebene, 
die  die  Tangente  eines  Punktes  mit  einem 
'  andern  Punkte  verbindet,  durch  die  P.  der 
beiden  Punkte  II  544  des  Punktes  dreier 
Ebenen  einer  abwickelbaren  Fläche  3.  Kl. 
durch  die  P.  der  Ebenen  II  544    -  derFalt- 
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linie  und  des  Punktes  der  Rückkehrkante 
auf  einer  Ebene  durch  den  P.  dieser  Ebene 

II  544  —  Darstellung  des  Punktes,  der  auf 
der  Faltlinie  einer  Ebene  und  auf  einer 
andern  Ebene  liegt,  durch  die  P.  der  bei- 
den Ebenen  II  644  —  geometrische  Deu- 
tung von  Parameterformeln  auf  Raum- 
kurven 3.  Ordn.  II  550  —  Darstellung  der 
Koordinaten  der  Punkte  einer  beliebigen 
Raumkurve  durch  einen  P.  II  620  -  Dar- 
stellung der  Koordinaten  der  Punkte  einer 
Fläche  durch  zwei  P.  II  661;  III  583  - 
Darstellung  der  Koordinaten  eines  ver- 
änderlichen Punktes  durch  drei  P.  III  89 
—  P.  des  allgemeinen  Integrals  einer 
Differentialgleichung  1.  Ordn.  III  275. 

Parameterflächen  III  89  —  rechtwink- 
lig sich  schneidende  P.  III  92  schief- 
winklig sich  schneidende  P.  III  96. 

Parameterkurven  II  661;  III  534  -  Bo- 
genelemente  auf  P.  III  534  -  Schnitt- 
winkel zweier  P.  III  534. 

Partialb rü che  eines  Kettenbruchs  I  173. 
Siehe  auch  Teilbrüche. 

Partialdivision  I  25. 

Partialer  Differentialquotient  II  575 

-  p.  Differential  II  575  —  p.  DifTerential- 
quotienten  höherer  Ordnung  II  639. 

Partiale  lineare  Differentialglei- 
chung 1.  Ordn.,  Entstehung  durch  Weg- 
schaffung zweier  willkürlichen  Konstan- 
ten III  375  -  -  Entstehung  durch  Weg- 
schaffung   einer    willkürlichen    Funktion 

III  377  -  p.  D.  der  Cylinderflächen  III 
378  -  p.  D.  der  Kegelflächen  III  378  - 
p.  D.  der  Umdrehungsflächen  III  378  - 
vollständiges  Integral  einer  p.D.  1.  Ordn. 
III  379  --  allgemeines  und  singuläres  In- 
tegral einer  p.  D.  1.  Ordn.  III  3S(»  - 
Integration  einer  p.  1.  D.  1.  Ordn.  mit 
zwei  unabhängigen  Veränderlichen  111  381 

-  Integration  der  p.  1.  D.  der  Cylinder- 
flächen III  383    -  der  Kegelflächen  III  383 

der  Umdrehungsflächen  III  384  -  In- 
tegration der  p.  1.  D.  1.  Ordn.  mit  mehr 
als  zwei  unabhängigen  Veränderlichen 
III  384. 

Partiale  nicht  lineare  Differential- 
gleichung l.Ordn.  111  385  Integration 
der  p.  D.  /  <7  —  c  =  0  III  38()  der  p.  D. 
f>x-\-qy-\-p(/  —  z  =  ^  III   387. 

Partiale  Differentialgleichung  2.O.; 
Integration  der  p.  D.  2.  Ordn.  der  ab- 
wickelbaren Flächen  III  389       der  p.  D. 


r-u 


c.r- 


III  391        der  partialen  D. 


,      _:-  ,    „  =  (1111392   -  der  partialen  D. 


.    =r/2.    _  III  392. 
i.  t  c  .v* 


Partiale  Integration  III  10. 
PASCALsches  Dreieck  I  153    -  Satz  von  P. 

I  395;  II  230  -  P.sches  Sechseck  II  166 
—  analytische  Beweise  des  P.  sehen  Satzes 

II  279,  282. 


Periode  der  natürlichen  Exponentialfunk- 
tion I  186;  III  166  -  P.  der  Tangente 
III  168  -  P.  des  Sinus  III  178  -  P.  des 
Cosinus  III  179  —  P.  der  jACOBlschea 
Funktion  Z^w)  III  258  -  doppelte  P.  des 
Amplitudensinus  III  212  —  des  Ampli- 
tudencosinus III  214  —  des  Amplituden- 
delta III  214. 

Periodische  Funktionen  I  186,  480  — 
einfach  p.  F.  III  166,  168,  178, 179,  258  - 
doppelt  p.  F.  III  212,  214. 

Periodische  Kurve,  die  einer  Anzahl 
Punkten  möglichst  nahe  liegt  III  400. 

Periodische  Reihen  III  97. 

Periodizitätsmodul  des  natürlichen  Lo- 
garithmus III  163  -  von  Arctang«  III 
168  -  von  Are  sine  III  172  —  von  Are 
C0S5  III  179  —  I^.  von  Legendres  ellipti- 
schem Integral  1.  Art  III  195  -  P.  von 
Legendres  elliptischem  Integral  2.  Art 
III  196  -  P.  von  Jacobis  elliptischem 
Integral  3.  Art  III  256. 

Peripherie  des  Kreises  I  243,  324  — 
P.-winkel  I  247.     Siehe  auch  Umfang. 

Permutationen  I  135. 

Perspektive  siehe  Mittenbild. 

Perspektive  Lage  I  314,  335,  393,  542 
—  p.L.  projektiver  Punktreihen  und  Strahl- 
büschel II 164    -  p.  L.  projektiver  Ebenen 

II  530. 

Planigloben,  sternförmige  III  591. 

Planimetrie  I  213. 

P  LATO  Nische  Körper  I  547. 

Plattkarlen,  quadratische  III  559  —  recht- 
eckige P.  III  559. 

Pol  und  Polare.  P.  einer  Geraden  in 
Bezug  auf  einen  Kreis  I  404  —  zu- 
geordnete P.  des  Kreises  I  404  —  Polare 
eines  Punktes  in  Bezug  auf  einen  Kreis 

I  404  Ähnlichkeits-P.  I  411  -  P.  einer 
Geraden  für  einen  Kegelschnitt  II  263  — 
Polare  eines  Punktes  für  einen  Kegel- 
schnitt II  262  —  Konstruktion  der  Polaren 
aus  fünf  Punkten  des  Kegelschnitts  II  264 

-  Konstruktion  des  Poles  aus  fünf  Tan- 
genten II  265  Konstruktion  eines  Kegel- 
schnitts aus  drei  Punkten  bezw.  drei  Tan- 
genten und  einem  Paar  P.  und  Polare 

III  265  -  aus  einem  Punkte  bezw.  einer 
Tangente  und  zwei  Paaren  P.  und  Polare 
III  266  -  Polare  des  Mittelpunktes,  Pol 
der  unendlich  fernen  Geraden  II  268,  269 

Polarendreieck  eines  Kegelschnitts 
U  270  Gleichung  des  Kegelschnitts  für 
ein  Polarendreieck  in  homogenen  Punkt- 
und  in  Linienkoordinaten  II  270  —  Unter- 
scheidung von  Parabel,  Ellipse,  Hyperbel 
nach  ihren  homogenen  Gleichungen  in 
Bezug  auf  ein  Polarendreieck  II  271,  272 
Konstruktion  eines  Kegelschnitts  aus 
einem  Polaren  drei  ecke  und  zwei  Punkten, 
bezw.  zwei  Tangenten  II  274  —  gemein^ 
sames  Polarendreieck  zweier  Kegelschnitte 

II  275  —  Polaren  eines  Punktes  für  die 
Kegelschnitte  eines  3üschels  II  289  — 
Pole  einer  Geraden  für  die  Kegelschnitte 
einer  Schar  II  291  —  Polkegelschnitt  eines 
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Punktes  für  ein  Kegelschnittbüschel  II  290 

—  Pole  einer  Geraden  für  ein  Büschel 
tioppelberührende  Kegelschnitte  II  291 
Polaren  eines  Punktes  für  die  Kegel- 
schnitte einer  Schar  II  292  Polkegel- 
schnitte für  eine  Schar  einander  vier- 
punktig  berührender  Kegelschnitte  II  293 

Polarenkegelschnitte  für  eine  Schar 
Ton  Kegelschnitten,  die  eine  vierfache 
Tangente  haben  II  294  Zusammenhang 
^zwischen  der  Realität  der  Bestandteile 
des  gemeinsamen  Polarendreiecks  zweier 
Kegelschnitte  und  der  Realität  ihrer  ge- 
meinsamen Punkte  bezw.  Tangenten  II 
299  Pole,  harmonische,  höhern  (irades 
II   825  harmonische   P.   1.  und  2.  Gr. 

für  drei  Punkte  II  325  -  Polare,  konische 
und  gerade  eines  Punktes  für  eine  Kurve 
3.  Ordn.  II  32(i,  327  -  zerfallende  erste 
Polaren  einer  Kurve  3.  Ordn.  II  328  - 
Polaren  eines  Vereins  dreier  Geraden 
II  329  Konstruktion  der  Pole  1.  und 
2.  Gr.  für  eine  Gruppe  von  drei  Punkten 
II  330  —  Konstruktion  der  ersten  und 
zweiten  Polaren  für  eine  Kurve  3.  Ordn. 
II  330  —  Polarebene  eines  Punktes  für 
eine  Fläche  2.  Ordn.  II  481  Pol  einer 
Ebene  für  eine  Fläche  2.  Kl.  II  482 
Polarebenen  der  Ecken,  Pole  der  Seiten 
•des  Achsentgtraeders  11  AH')  Pol  der 
unendlich  fernen  Ebene,  Polarcbene  der 
Mitte  einer  Fläche  2.  Gr.  U  4^.')  -  homo- 
g"ene  Gleichung  einer  Fläche  2.  Gr.  in 
Punkt-  und  Linienkoordinaten  für  ein 
Polartetraeder  II  4S8  —  Unveränderlich- 
keit  der  Summe  der  Koeffizienten  in  den 
Gleichungen  einer  Fläche  2.  Gr.  in  homo- 
genen Punkt-  und  Linienkoordinaten  für 
«in  Polartetraeder  II  489  -  Unterschei- 
dung der  Flächen  2.  Gr.  nach  ihren  homo- 
genen Gleichungen  für  ein  Polartetraeder 
II  492  —  gemeinsames  Polartetraeder 
zweier  Flächen  2.  Gr.  II  497  -  Zusammen- 
hang des  gemeinsamen  Polartetraeders 
eines  Flächenbüschels  2.  Ordn.  mit  den 
Kegeln  des  Büschels  II  498. 

Polarecke  I  518. 

Polarfigur  I  407. 

Polarkoordinaten,  ebene  II  136  -Polar- 
gleichung der  Ellipse,  Hvperbel,  Parabel 
II  136,  137,  138        P.  im  Räume  II  344 

—  Krümmungshalbmesser,  Krümmungs- 
mitte, ausgedrückt  in  P.  II  649  —  Doppel- 
integrale in  P.  III  75,  76  —  dreifache  Inte- 
grale in  P.  III  88. 

Polars  üb  tangente,  Polarsubnormale 
II  Hol  —  für  die  Archimedische  Spirale 
II  601  —  für  die  logarithmische  Spirale  II 
602    -  für  die  hyperbolische  Spirale  II  603. 

Polarsinus  I  533. 

Polyeder  I  541  Grundformen   der  P. 

I  541  —  Flächen,  Kanten,  Ecken  der  P. 

I  541,  544    -  regelmäßige  P.  I  544,  574; 

II  35  -  Mittelpunkt,  Um-  und  Inkugel 
eines  regelmäßigen  P.  I  575. 

Polynom  I  11  —  Multiplikation  eines  P. 
mit  einer  Zahl  I  18  -  Ausdividieren  eines 


P.  I  19  —  Multiplikation  von  zwei  Poly- 
nomen I  18. 

Po  ST  E  LS  speichentreuer  Entwurf  III  550, 

Postulate  I  213. 

Potenz,  Potenzieren  I  42  allgemein- 
ster Begriff  der  P.  I  55  P.  einer  Summe 
oder  Differenz  1  43  -  P.  eines  Binoms 
I  150  —  P.  eines  Produktes,  eines  Quo- 
tienten I  43  —  P.  einer  Zahl  mit  einer 
Summe  oder  Difierenz  I  44  -  P.  einer 
Zahl  mit  einem  Produkt  I  45  -  P.  mit 
gleichen  Basen,  mit  gleichen  Exponenten 
I  45  —  P.  von  Null  und  negativen  Zahlen 
I  45  -  P.  mit  dem  Exponenten  Null,  mit 
negativen  Exponenten  I  46  P.  mit  ge- 
brochenen Exponenten  I  53  -  P.  einer 
imaginären  Zahl  I  59  P.  einer  kom- 
plexen Zahl  I  61,  123;  III  131. 

Potenz  eines  Punktes   für  einen  Kreis 

I  306,  398;  II  184  -  für  eine  Kugel  II 
372. 

Potenzlinie  zweier  Kreise  I  400.  Siehe 
auch  Chordale. 

Potenzpunkt  dreier  Kreise  I  402. 

Potenzreihe  I  180  -  P.im  Gebiete  der 
realen   Zahlen    II   735  Gültigkeits- 

bedingungen II  736  bis  746  Addition 
von  Potenzreihen  II  747  -  Multiplikation 
von  P.  II  748     -  Differentiation  einer  P. 

II  749  numerische  Berechnung  einer 
P.  nach  Kummer  II  752  bis  757  —  Her- 
stellung einer  P.  nach  der  Methode  der 
unbestimmten  Koeffizienten  II  757  P. 
für  die  Funktionen  (l  +  .r)/*  II  69U  - 
/(l  +  .1-)  II  692  c'-»-  II  693  -  cos.r  und 
sin.r  II  694      arc  tangjc  II  750  —  arc  sinjc 

II  751. 

Potenzreihe  im  Gebiete  der  kom- 
plexen Zahlen  III  157  -  Gültigkeits- 
kreis III  158  —  P.  mit  ganzen  negativen 
Exponenten  III  160  -  P.,  die  innerhalb 
einer  Ringfläche  gilt  III  161  —  P.  kom- 
plexer Argumente    für    die  Funktion   e= 

III  167  -    Arctangc  III  168  -  Arc  sine 

III  174  -/:(-+ Vi  ^5«)  III  174  -  sini/' 
und  cos«'  III  179  —  P.  für  den  Ampli- 
tudensinus III  219  —  den  Amplituden- 
cosinus III  220  —  das  Amplitudendelta 
III  220  —  die  Produkte  sin  am  w  Aannw 
und  sinamrt'  cosam?^  III  221  -  Inte- 
gration einer  homogenen  Differentialglei- 
chung 2.  Ordn.  durch  eine  P.  III  319, 
320  -  eine  rationale  ganze  Funktion  ist 
eine  endliche  P.  III  327  —  eine  irrationale 
ganze  Funktion  ist  eine  für  jedes  endliche 
Argument  gültige  P.  III  328  —  Integra- 
tion der  homogenen  linearen  Differential- 
gleichungen 2.  und  3.  Ordn.  durch  P 
III  340  —  Anfangsexponenten  dieser  P. 
III  342  —  Koeffizientenvereine  für  diese  P. 
in  343  -  Gültigkeit  dieser  P.   III  346. 

POTHENOTsche  Aufgabe  I  491. 

Prämie  siehe  Beitrag. 

Prämienreserve  siehe  Rücklage, 

Prämienüberträge    siehe    Überträge. 

Primfaktoren  I  26. 
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Primzahlen  1  26. 

Prisma  I  542,  547  —  gerades  und  schiefes 
P.  I  549  -  Normalschnitt  (Richtschnitt) 
eines  P.  I  549;  II  39  regelmäßiges  P. 
I  549  -  Höhe  des  P.  I  547  -  Oberfläche 
des  P.  I  583  -  Volumen  des  P.  I  593  - 
Richtbild  des  geraden  P.  II  38  -  Netz 
des  geraden  P.  II  39  -  Richtbild  des 
schiefen  P.  II  39  —  schiefer  ebener  Schnitt 
des  schiefen  P.  II  39  -  Netz  des  schiefen 
P.  II  39  —  Durchdringung  zweier  P.  II  41. 

Prismatoid  I  543  —  Volumen  des  P. 
1  600. 

Problem  siehe  Aufgabe. 

Produkt  I  12    -  P.  von  Strecken  I  297. 

Produktengleichung   einer  Proportion 

I  80. 

Progression  siehe  Reihe. 

Projektion  I  283,  427,  432,  482,  505;  II  3 
—  isometrische,  monodimetrische,  tri- 
metrische  P.  II  95. 

Siehe    auch    Leitbild,     Richtbild, 
Mittenbild. 

Projektionscentrum  II  3. 

Projektionsebene  I  506. 

Projektionsfaktor  I  478,  506,  514. 

Projektive  Verwandtschaft  von  Strahl- 
büscheln und  Punktreihen  II 161  —  Gleich- 
heit der  Doppelverhältnisse  entsprechen- 
der Elemente  bei   projektiven  Gebilden 

II  163  —  Doppelelemente  bei  zusammen- 
liegenden projektiven  Strahlbüscheln 
und  Punktreihen  II  163  —  Perspektive 
Lage  bei  projektiven  Strahlbüscheln  und 
Punktreihen  II 164  —  Parametergleichung 
zwischen  entsprechenden  Punkten  zweier 
projektiven  Reihen  II  167  —  zwischen 
den  entsprechenden  Strahlen  zweier  pro- 
jektiven Strahlbüschel  II  168  —  Gegen- 
punkte projektiver  Reihen  II  169  —  ent- 
sprechende rechte  Winkel  projektiver 
Strahlbüschel  II  171  —  involu torisch  lie- 
gende projektive  Punktreihen  und  Strahl- 
büschel II  173  -  projektive  Verwandt- 
schaft von  quadratischen  Involutionen 
II  178  —  pr.  V.  bei  Kegelschnittbüscheln 
und  Kegelschnittscharen  II  304  —  pr,  V. 
der  Strahlbüschel,  die  die  Punkte  eines 
Kegelschnitts  von  einem  seiner  Punkte 
aus  aufnehmen  II  224  pr.  V.  der  Punkt- 
reihen, in  denen  die  Tangenten  eines 
Kegelschnitts  von  einer  dieser  Tangenten 
geschnitten  werden  II  225  pr.  V.  einer 
Geraden  und  des  zugeordneten  Polaren- 
büschels für  einen  Kegelschnitt  II  267  — 
ein  Strahlbüschel  und  ein  pr.  Kegelschnitt- 
büschel erzeugen  eine  Kurve  3.  Ordn. 
II  315  —  ein  Strahlbüschel  und  eine  pr. 
Involution  erzeugen  eine  Kurve  3.  Ordn. 
mit  Doppelpunkt  II  318  --  ein  Strahl- 
büschel und  eine  pr.  Involution  in  redu- 
zierter Lage  erzeugen  einen  Kegelschnitt 
II  319  zwei  pr.  Involutionen  in  redu- 
zierter Lage  erzeugen  eine  Kurve  3.  Ordn. 
II  336. 

Projektive  Ebenenbüschel  II  371  -  zwei 
zu  demselben  Systeme  gehörige  Büschel 


von  Berührungsebenen  einer  Regelfläche 
2.  Kl.  sind  projektiv  II  439  -  zwei  Ge- 
rade desselben  Systems  einer  Regelfläche 
2.  Ordn.  werden  von  den  Geraden  des 
andern  Systems  in  projektiven  Reihen  ge- 
schnitten II  440  -  zwei  projektive  Ebenen- 
büschel bezw.  Punktreihen  erzeugen  eine 
Regelfläche  2.  Gr.  II  440. 

Projektive  Verwandtschaft  von  Punkt- 
ebenen, Geradenebenen,  Ebenenbundeln 
u.  Strahlbündeln  II  518  -  Grundgleichung 
für  die  pr.  V.  zweier  Ebenen  II  523,  524 
die  pr.  V.  zweier  Ebenen  ist  durch  vier 
Paare  entsprechender  Punkte  oder  Ge- 
raden bestimmt  II  525  —  in  pr.  Ebenen 
sind  je  zwei  entsprechende  Gerade  oder 
Strahlbüschel  projektiv  II  526  —  Gegen- 
achsen projektiv  verwandter  Ebenen  II 
527  gleichsinnig  und  ungleichsinnig 
kongruente  Gerade  und  Strahlbüschel 
projektiv  verwandter  Ebenen  II  530  — 
zwei  pr.  verw.  Ebenen  lassen  sich  in  Per- 
spektive Lage  bringen  II  530  -  jedes 
ebene  Mittenbild  einer  Ebene  ist  mit  dem 
Urbilde  projektiv  II  532  -  projektive 
Ebenenbündel  und  Strahlbündel  II  533  — 
Doppelelemente  aufeinander  liegender 
projektiver  Ebenen  II  534  -  Konstruktio- 
nen an  projektiven  Ebenen  II  535  -  drei 
projektive  EbenenbüscheJ  erzeugen  eine 
Raumkurve  3.  Ordn.  II  540  —  drei  pro- 
jektive Punktreihen  erzeugen  eine  ab- 
wickelbare Fläche  3.  Kl.  II  541. 

Projizierende  I  283,  505. 

Proportion  I  80  —  Umänderung  einer 
P.  durch  korrespondierende  Addition  und 
Subtraktion  I  103  —  P.  beim  rechtwink- 
ligen Dreieck  I  296  -  stetige  P.  I  297  — 
P.  beim  Kreise  I  305. 

Proportionale,  mittlere  I  297,  306,  311 
—  vierte  Proportionale  I  310  —  dritte 
Proportionale  I  310. 

Proportionalität  der  Seiten  ähnlicher 
Dreiecke  I  294  —  P.  der  Seiten  ähnlicher 
Vielecke  I  313- 

Proportion  alteile   der  Diflferenz  aufein- 
nder  folgender  Mantissen  I  73. 

PTOLEMÄischer   Lehrsatz   I    308,    427   — 
P.ischer     speichentreuer     Kegelentwurf 
III  569. 

Punkt  I  211  -    Ziel-P.  1  212  -    Ausgangs-P. 

I  212  -  P.-reihe  I  386  -  Richtbild  des 
P.  II  3  -  Höhe  des  P.  II  3  ~  Bestim- 
mung eines  P.    durch   zwei    Richtbilder 

II  4  —  Aufrisse  eines  P.  II  6  —  axono- 
metrisches  Bild  eines  P.  II  91  —  schiefes 
Leitbild  eines  P.  II  94  —  Herstellung  des 
Mittenbildes  eines  P.  auf  axonometrischem 
Wege  II  97,  98  —  rechtwinklige  Koordi- 
naten des  P.  in  der  Ebene  II  109  — 
schiefwinklige  Koordinaten  des  P.  in  der 
Ebene  II  198  -  Polarkoordinaten  des  P. 
in  der  Ebene  II  136  —  homogene  Koordi- 
naten des  P.  in  der  Ebene  II  236  - 
rechtwinklige  Koordinaten  des  P.  im 
Räume  II  341  —  Polarkoordinaten  des 
P.  im  Räume   III  344   —   schiefwinklige 
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Koordinaten  des  P.  im  Räume  III  345  - 
homogene  Koordinaten  des  P.  im  Räume 
II  466  —  Koordinaten  des  P.,  der  eine 
Strecke  in  einem  gegebenen  Verhältnisse 
teilt  II  114,  844  Koordinaten  des  P., 
der  ein  Dreieck  in  einem  gegebenen 
Verhältnisse  teilt  II  869  —  Gleichung  des 
P.  in  rechtwinkligen  Linienkoordinaten 
II  139  —  Gleichung  des  P.  in  homogenen 
Linienkoordinaten  II  241  —  Gleichung 
des  P.  in  rechtwinkligen  Ebenenkoordi- 
naten II  367  Gleichung  des  P.  in  homo- 
genen Ebenenkoordinaten  II  469  —  Ko- 
ordinaten des  P.  zweier  Geraden  II  148, 
248  Gleichung  des  P.  zweier  Geraden 
II  151,  243  -  Koordinaten  des  P.  dreier 
Ebenen  II  359,  470  —  Gleichung  des  P. 
dreier  Ebenen  II  868,  470  —  Gleichungen 
entsprechender  P.  zweier  projektiven 
Reihen  II 162  —  Koordinaten  entsprechen- 
der P.  zweier  projektiven  Ebenen  II  528, 

Punktinvolution,  quadratische,  entsteht 
durch  ein  bestimmtes  Zusammenliegen 
zweier  projektiver  Reihen  II  178  —  Mittel- 
punkt einer  qu.  P.  II  175  —  Potenz  einer 
qu.  P.  II  175  -  Asymptotenpunkte  einer 
qu.  P.  II  175  -  Ergänzung  einer  qu.  P. 
II 176  —  Doppelverhältnis  von  vier  Paaren 
einer  qu.  P.  II  179  —  projektive  qu.  P. 
II  178       Entartung  der  qu.  P.  II  181. 

Pyramidalzahlen  I  172. 

Pyramide  I  542,  552  -  Höhe,  Höhenfuß- 
punkt  der  P.  I  552  —  regelmäßige  P. 
1 553  -  -  ebene  Schnitte  parallel  zur  Grund- 
fläche einer  P.  I  558  —  Oberfläche  der  P. 

I  583  -  Volumen  der  P.  I  595  -  Richt- 
bild der  P.  II  40  -  Schnitt  der  P.  mit  einer 
Ebene  II  40  .  Durchdringung  einer  fünf- 
seitigen P.  mit  einem  vierseitigen  Prisma 

II  42. 
Pyramidenoktaeder,  Richtbild  II  84. 
Pyramidenstumpf  I  543,   554   —  Höhe 

des  P.  I  554  -  Ergänzungspyramide  des 
P.  I  554  -  ebene  Schnitte  parallel  zu 
den  Endflächen  des  P.  I  555  -  Volumen 
des  P.  I  596. 

Pyramidenwürfel,  Richtbild  II  85. 

PvTHAGOREische  Dreiecke  I  299. 

PYTHAGOREischer  Lehrsatz  I  284  - 
allgemeiner  P.scher  Lehrsatz  I  286, 
299,  449  —  Verallgemeinerung  des  P.  L. 
I  816. 

Quadrant  I  478. 

Quadrat  I  288,  275  Q.-meter  I  274  - 
Q.  einer  Strecke  I  297  —  Q.  einer  Zahl 
I  9,  48,  275  -    Q.  eines  Binoms  I  48. 

Quadratische  Gleichungen  mit  einer 
Unbekannten  I  92  rein  qu.  G.  1 92  - 
vollständige  qu.  G.  I  92  —  Diskriminante 
der  qu.  G.  I  98  Summe  und  Produkt 
der  Wurzeln  einer  qu.  G.  I  94  -  qu.  G. 
mit  zwei  Unbekannten  I  99  —  homogene 
qu.  G.  mit  zwei  Unbekannten  I  102. 

Quadratische  Systeme  I  100. 

Quadrattafeln  I  429. 


Quadratur  des  Kreises  (Zirkels)  I  326, 

328. 
Querschnitt  einer  Riemann sehen  Fläche 

III  154,  175. 
Quersumme  einer  dekadischen  Zahl  I  32. 
Quotient  I  12  -    Qu.  einer  geometrischen 

Reihe  I  157. 

Radikand  einer  Wurzel  I  47. 

Radizieren  I  47. 

Radius  I  220  —  R.  des  Umkreises  eines 
Dreiecks  I  807,  373,  485  -  R.  des  In- 
kreises eines  Dreiecks  I  281,  372,  458  - 
R.  der  Ankreise  eines  Dreiecks  I  281, 
8(Mj,  872,  461,  470  -  R.  des  Umkreises 
eines  Sehnenvierecks  I  309.  Siehe  auch 
Halbmesser. 

Rang  einer  Raumkurve  II  547. 

Rationale  Zahl  I  48,  265. 

Rationale  Funktion  einer  komplexen 
Veränderlichen  III  328. 

Rationalmachen  des  Nenners  eines 
Bruches  I  o*' 

Raumgebild"el211  R.-größen  I  268  - 
Grundgebilde  im  R.  I  501. 

Raumkurve  4.  Ordn.  I.Art  II  441  -  R. 
4.  Ordn.  1.  Art  auf  abwickelbaren  Flächen 
4.  Kl.  1.  Art  II  454. 

Raumkurve  w-ter  Ordn.  wird  von  einem 
außer  ihr  gelegenen  Punkte  in  einem 
Kegel  //-ter  Ordn.  aufgenommen  II  586  - 
sie  wird  von  einem  ihrer  Punkte  aus  in 
einem  Kegel  (//  — l)-ter  Ordn.  aufgenom- 
men II  536. 

Raumkurve  3.  Ordn.  II  442,  586  die 
R.  8.  Ordn.  wird  von  jedem  ihrer  Punkte 
aus  in  einem  Kegel  2.  Ordn.  aufgenommen 
II  586  —  die  R.  3.  Ordn.  ist  durch  sechs 
Punkte  bestimmt  II  536  Sekante  einer 
R.  3.  Ordn.  II  537  eine  R.  3.  Ordn.  ist 
der  Schnitt  zweier  Regelflächen  2.  Ordn., 
die  eine  Gerade  gemein  haben  II  587 
eine  R.  3.  Ordn.  bildet  mit  jeder  ihrer 
Sekanten  den  Schnitt  zweier  Regelflächen 
2.  Ordn.  II  537  -  auf  jeder  Regelfläche 
2  Ordn.  gibt  es  zwei  Arten  von  R.  3.  Ordn. 
II  538  —  eine  R.  3.  Ordn.  schneidet  eine 
Fläche  2.  Ordn.  in  sechs  Punkten  II  539  — 
eine  R.  3.  Ordn.  ist  ganz  auf  einer  Fläche 

2.  Ordn.  enthalten,  wenn  sie  sieben  Punkte 
der   Fläche    enthält    II    589   —   eine   R. 

3.  Ordn.  ist  durch  fünf  Punkte  und  eine 
Sekante  bestimmt  II 539  -  eine  R.  3.  Ordn. 
ist  durch  drei  Punkte  und  drei  Sekanten  be- 
stimmt II  589  -  durch  fünf  Punkte  einer 
Regelfläche  2.  Ordn.  ist  eine  auf  ihr 
liegende  R.  8.  Ordn.  zweideutig  bestimmt 
II  589  —  zwei  R.  3.  Ordn.  auf  einer  Regel- 
fläche 2.  Ordn.  schneiden  sich  in  vier  oder 
fünf  Punkten,  je  nachdem  sie  gleicher 
Art  sind  oder  nicht  II  589,  540  —  drei 
projektive  Ebenenbüschel  erzeugen  eine 
R.  3.  Ordn.  11.540  —  Parameterdarstellung 
für  die  Punkte  einer  R.  3.  Ordn.  II  540  - 
eine  R.  8.  Ordn.  wird  von  zwei  Sekanten 
aus  durch  projektive  Ebenenbüschel  auf- 
genommen    ri  540    -     Darstellung    der 
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Gleichung  eines  Punktes  einer  R.  8.  Ordn. 
als  kubische  Funktion  eines  Parameters 
II  541  -  die  Ebene  dreier  Punkte,  die 
Sekante  zweier  Punkte,  die  Tangente 
eines  Punktes,  der  Ebene  einer  Tangente 
und  eines  Punktes,  der  Schmiegungs- 
ebene    eines   Punktes   einer  R.   3.  Ordn. 

II  548,  544  -  eine  R.  8.  Ordn.  ist  auch 
8.  Kl.  II  545  Konstruktionen  an  einer 
R.  8.  Ordn.  II  545,  541)  eine  R.  8.  Ordn. 
hat  den  4.  Rang  II  547  Anzahl  der 
Cylinder  2.  Ordn.,  die  eine  R.  8.  Ordn. 
enthalten  II  54S  Einteilung  der  R. 
8.  Ordn.  nach  ihren  unendlich  fernen 
Punkten  II  54M  geometrische  Deutung 
von  Parameterformeln  II  549,  55«'. 

Raumkurve  im  allgemeinen.  Dar- 
stellung der  Koordinaten  ihrer  Punkte 
durch  einen  Parameter  II  (i'jn  -  Tangente 
einer  R.  II  t)21  Gleichung  der  von  den 
Tangenten  einer  R.  gebildeten  abwickel- 
baren Fläche  II  (j'Jl  -  Gleichung  der 
von  den  Lotebenen  einer  R.  gebildeten 
abwickelbaren  Fläche  II  &2\  Schmie- 
gungsebene  einer  R.  II  (j52  Krümmungs- 
mittclpunkt ,  Krümmungshalbmesser , 
Krümmungskreis  einer  R.  11(358  Tor- 
sion, Torsionshalbmesser  einer  R.  II  656 

-  Schmiegungskugel  einer  R.  II  659     - 
Schmiegungsschraube  einer  R.  II  6(>(). 

Rechteck  I  288,  275. 

Rechter  Winkel  1216  Bedin:.;ung  da- 
für, daß  das  Richtbild  eines  r.  \V.  wieder 
ein  rechter  Wjnkel  ist  II  lo  analytische 
Bedingung  dafür,  daß  zwei  Gerade  einen 
r.  W.  einschließen  II  111,  147  ent- 
sprechende r.  W.  bei  projektiven  Strahl-, 
büscheln  II  171  -  Involution,  deren 
Strahlenpaare  lauter  r.  \\\  bilden  II  177 

-  entsprechende  r.  \V.  bei  Abbildungen 

III  585. 

Reciproker  Wert  eines  Bruchs  I  21. 

Reduzierte  Lage  eines  Strahlbüschcls 
und  einer  projektiven  Involution  II  8 IS  - 
r.L.  zweier  projektiven  Involutionen  II  :y^6. 

Regelfläche  I  218  R.  2.  Ordn.  11441  - 
allgemeiner  Begriff  der  R.  unter  den  Punkt- 
gebilden II  615  jede  Berührungsebene 
einer  R.  enthält  die  durch  den  Berührungs- 
punkt gehende  Gerade  der  Fläche  II  616 
die  Punktreihe  auf  einer  Geraden  einer 
R.  ist  mit  dem  Büschel  der  zugehörigen 
Berührungsebenen  projektiv  II  617  all- 
gemeiner Begriff  der  Regelfläche  unter 
den  Ebenengebilden  II  619  die  Be- 
rührungspunkte der  Ebenen  eines  Büschels 
eine  R.  (für  Ebenen)  sind  auf  dem  Träger 
des  Büschels  enthalten  II  62«'  jede 
R.  für  Punkte  ist  auch  eine  R.  für  Ebe- 
nen  und  umgekehrt  II  (ilM,  ()2<». 

Regelmäßige  Vielecke  I  817,  82", 

Regelmäßige  Ecke  II  84. 

Regelmäßige  Körper  I  544;  II  85. 

Regula  falsi  I  126. 

Reguläres  \'erhalten  einer  Funktion  III 
82S  -  r.  y.  einer  homogenen  linearen 
Differentialgleichung  III  84» >. 


Reihe  I  154  —  Glieder  einer  R.  I  154 
arithmetische  R.  I  154   —  Summe  einer 
R.   I  155        allgemeines  Glied  einer  R. 

I  155. 

Reihe,  unendliche  I  1.59,  179;  II  785  - 
u.  geometrische  R.  I  159  —  Gültigkeits- 
bedingungen  (Konvergenz)    einer   u.   R. 

II  786  -  Gültigkeitsbedingungen  einer 
u.  R.  mit  abwechselnd  positiven  und 
negativen  Gliedern  II  744  -  Unabhängig- 
keit der  Gültigkeit  einer  u.  R  von  der 
Anordnung  der  Glieder  II  746  Addition 
u.  R.  II  747       Multiplikation  u.  R.  II  748 

Differentiation  einer  u.  R.  II  749  - 
arithmetisch-geometrische  R.  I  15S,  IS^) 
Newton  sehe  R.,  Binomialreihe  I  181, 
1S8;  lI(>iM);  III  174  -  Exponential-R. 
I  185;  II  694;  III  167  logarithmische 
R.  I  1S6;  II  692;  III  166  R.  für  cos.r 
und  s'injc  I  186;  II  ()94;  III  179  Leib- 
Nizsche  R.  I  188;  II  75(J,  755. 

X'ergleiche  auch  Potenzreihe,  Fou- 
RiERsche  Reihe,  Thetafunktionen. 

Reihenfolge  der  Glieder  einer  unend- 
lichen Reihe  II  746  -  R.  der  Integrationen 
bei  mehrfachen  Integralen  III  78. 

Reinbeitrag,  einmaliger  bezw.  jährlicher 
für  eine  sofort  beginnende  lebenslängliche 
Leibrente  III  488  für  eine  aufgeschobene 
jährliche  Leibrente  III  484  -  für  eine 
abgebrochene  Leibrente"  III  485,  48() 
für  eine  // //  Rente  III  488,  489  für 
eine  sofort  beginnende  Rückgewährrente 

III  441  -  für  eine  aufgeschobene  Rück- 
gewährrente III  448  -  für  eine  Todesfall- 
versicherung III  446  -  für  eine  Ver- 
sicherung auf  den  Todes-  und  Lebensfall 
III  449  für  eine  kurze  Todesfall- 
versicherung III  451  -  für  eine  Ver- 
sicherung auf  den  Lebensfall  III  451 
bei  Volksversicherungen  III  458  bis  456  - 
bei  Kinderversicherungen  III  456  bis  458 

für  eine  lebenslängliche  Feierzeitrente 
III  461  für  eine  abgebrochene  Feierzeit- 
rente III  462  —  für  eine  Leibrente  für 
zwei  verbundene  Leben  III  474  bis  481 
für  eine  einseitige  Cberlebensversicherung 
III  482  für  eine  gegenseitige  Über- 
lebensversicherung III  488  für  eine 
gegenseitige  Versicherung  auf  den  Todes- 
und  Lebensfall  III  488. 

Reinüberträge  III  M). 

Rektifikation  des  Kreises  I  824. 

Rentenrechnung  I  165. 

Rente  I  165  -  kapitalisierte  R.  I  165  - 
Ablösung  einer  R.  1  1()6  —  lebensläng- 
liche sofort  beginnende  R.  III  483 
aufgeschobene  R.  III  484  —  abgebrochene 
R.  111  485  aufgeschobene  abgebrochene 
R.  III  48<)  -  n  n  zahlbare,  sofort  be- 
ginnende R.  III  486  -  «/«  zahlbare,  auf- 
geschobene R.  III  488  -  ti'n  zahlbare 
abgebrochene  R.  III  489  -  R.  für  zwei 
verbundene  Leben,  zahlbar,  solange  das 
Paar  vollständig  ist  III  478  zahlbar, 
solange  noch  eine  Person  am  Leben 
ist    111   47!»         zahlbar   vom   Tode    des 
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Versorgers  bis  zum  Tode  des  Versorgten 
III  479  —  stetige  R.,  zahlbar  bei  Leb- 
zeiten des  Versicherers  bezw.  solange 
ein  Paar  vollständig  ist  II  479  stetige 
R.  an  ein  Paar,  wenn  das  Gompertz- 
Makeham  sehe  Sterblichkeitsgesetz  zu- 
grunde gelegt  wird  III  479 -aufgeschobene 
R.  für  zwei  verbundene  Leben  III  480  - 
aufgeschobene  und  abgebrochene  R.  für 
zwei  verbundene  Leben  III  481  -  gegen- 
seitige Überlebensrente  III  481. 

Vergleiche      auch     Feierzeitrente, 
Totenrente. 

Reserve  siehe  Rücklage. 

Resolvente  1 1*24  -  R.  der  biquadratischen 
Gleichung  I  119. 

Rest  I  14,  26,  264. 

Restglied  der  Taylor  sehen  Reihe  II  687, 
688. 

Rhombus  (Raute)  I  238. 

Rhombendodekaeder  II  84. 

RicCATis   Differentialgleichung  II 

293. 
Richtbild  des  Punktes  II  3  -  R.  der  Ge- 
raden II  6  -    R.  des  rechten  Winkels  II 

10  -  R.  paralleler  Geraden  II  11  R. 
der  Hauptlinien  und  der  Falllinien  einer 
Ebene  II  11  Beziehung  einer  ebenen 
Figur  zu  ihrem  R.  II  12  -  R.  eines 
Siebenecks,  das  um  einen  gegebenen 
Winkel  aus  dem  Felde  herausgedreht 
wird  II  13  -  R.  des  Kreises  11  17  R. 
der  Schnittlinie  zweier  Ebenen  II  25,  26, 
27  R.  des  Schnittpunktes  einer  Geraden 
und  einer  Ebene  11  28,  29  R.  einer 
dreiseitigen  Ecke  II  31,  32,  33  R. 
der   regelmäßigen  Körper   II  35,   36,  37 

—  R.    eines    geraden    Prisma    11    38 

R.    eines    schiefen    Prisma    II   39  R. 

der  Pyramide  II 40      R.  des  Umdrehungs- 
cylinders  II  46       R.  der  Kugel  II  56 
R.  des  Umdrehungskegels  II  60       R.  der 
ebenen  Schnitte  eines  Umdrehungskegels 

11  63  u.  ff.  Konstruktion  von  Kugel- 
berührungsaufgaben durch  Richtbilder 
II  77  u.  ff.  R.  von  einfachen  Krystall- 
formen  und  Formenvereinen   II  84  u.  ff. 

—  R.  rechtwinkliger  Koordinatenachsen 
(Axonometrie)  II  86  u.  ff. 

Richtlinie  eines  Kurvenvereins  III  307. 

Richtschnitt  eines  Flächen  winkeis  II  15 
-  R.  eines  Prisma  II  39  —  R.  einer 
Fläche  II  664. 

Richtungscosinus  eines  Bogenelements 
II  662;  III  534  R.  eines  Elements  einer 
Parameterkurve  III  534. 

RiEMANNsche  Flächen  III  144  -  Ver- 
wachsungslinie einer  R.  F.  111  144  — 
Windungspunkt    einer   R.  F.   III  145   — 

R.  F.   für  die  Funktion  faz  +  6  III  145 

—  für  }' (z'^'ä)  {l— fi)  III  145  -  für 
}\z  —  a)(z  —  />){z^-){z'^ii)  III  146  -  für 
/.z  III  164  für  liVl-^"'  III  171  - 
für  yil  —  z^)  {{  —  k^ z^)  III  190. 

Ring  mit  elliptischem  Querschnitte  III  65. 


I 


R  ingfläche  als  Gültigkeitsbereich  für  eine 
bestimmte  Entwicklung  einer  Funktion 
eines  komplexen  Arguments  III  161. 

Rotations cylinder  I  559.  Siehe  auch  U m - 
drehungscylinder ,  Umdrehungs- 
kegel, Umdrehungsfläche. 

Rückgewährrente,  sofort  beginnende 
III  441    -  aufgeschobene  R.  III  443. 

RückkaufswerteinerVersicherungIII498. 

Rückkehrkante  einer  abwickelbaren 
Fläche  II  453. 

Rückkehrpunkt,  Rückkehrtangente 
einer  Kurve  3.  Ordn.  II  323  einer  be- 
liebigen Kurve  II  713,  732,  733. 

Rücklage,  allgemeine  Regeln  III  484  - 
R.  für  Renten  III  486,  487,  488  -  R.  für 
Todes-  und  Lebensfallversicherungen  III 
489,  490,  491  -  R.  für  \'olksversicherung 
III  492   -  R.  für  Kinderversicherung  III 

493  R.  für  eine  Verbindungsrente  III 

494  —  R.  für  eine  Überlebensrente  III  495 
gruppenweise  Berechnung  der  R.  für 

den    Geschäftsabschluß    III    5nl    --    Zu- 
schlagsrücklage III  496, '497. 


A  N  s  o  N  -  F  L  A  M  s  T  E  E  D  s  (M  ERC  ATOR  s)  un- 
echter Säulenentwurf  III  561. 

Satz  siehe  Lehrsatz. 

Säulenentwurf,  echter,  allgemeine 
Formeln  III  556  —  flächentreuer  echter 
S.  III  557  —  winkeltreuer  echter  (Mer- 
CATORs)  S.  III  558  —  Breitengesetz  für 
einen  echten  S.  entwickelt  in  eine  Potenz- 
reihe 111  560  flächentreuer  unechter  S. 
Mercatok s (Sanson-Flamsteed s)  III  561 

-  Konstruktion  eines  quer-  oder  zwischen- 
ständigen S.  unter  Zwischenschaltung 
eines  stereographischen  I II  5(i3  flächen- 
treuer echter  S.  mit  Rücksicht  auf  Ab- 
plattung III  576  —  winkeltreuer  echter 
S.  mit  Rücksicht  auf  Abplattung  III  581. 

Schädenbeiträge  III  507. 

Schatten  eines  Punktes  II  99  Seh.  einer 
ebenen  Figur  II  100  Seh.  einer  Pyra- 
mide II  KHJ  Seh.  eines  Cylinders  II  100 
Seh.  eines  Kegels  II  100  Seh.  einer 
Kugel  II  101. 

Schar  von  Kegelschnitten  siehe  Kegel- 
schnittsehar  -  Seh.  von  Flächen 
2.  Ordn.  II  498  Grenzflächen  einer  Seh. 
II  499  die  Pole  einer  Ebene  für  die 
Glieder  einer  Seh.  bilden  eine  Gerade 
II  .500  diese  Geraden  sind  projektiv 
II  500  -  die  Geraden,  die  zu  einer  ge- 
gebenen Geraden  für  eine  Schar  har- 
monisch liegen,  bilden  die  Geraden  eines 
Systems  einer  Regelfläche  2.  Ordn.  II  5(J0 

-  -  gemeinsames  Polartetraeder  einer  Seh. 
II  500  -  eine  Seh.  wird  von  einer  Ge- 
raden aus  durch  Ebenenpaare  einer  In- 
volution berührt  II  501. 

Schema  für  logarithmische  Berechnungen 

I  74,  426. 
Scheitel    eines  Winkels    I  214    —   Sch.- 

winkel  I  217. 
Schenkel    eines  Winkels   I  214    —   Seh. 

eines  gleichschenkligen  Dreiecks  I  227. 
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Schicht  eines  Umdrehungskörpers  III  63 

—  Seh.  eines  dreiachsigen  EUipsoids  III 
63  -  Seh.  eines  einschaligen  Hyperboloids 
III  63  —  Seh.  eines  zweischaligen  Hyper- 
boloids III  64  —  Seh.  eines  elliptischen 
Paraboloids  II  64  —  Seh.  eines  hyper- 
bolischen Paraboloids  II  64. 

SCHLOEMiLCHs  Satz  über  Zonen  an 
Hächen   2.  Ordn.  III  271. 

Sehmiegungsebene  einer  Raumkurve 
3.  Ordn.  II  543,  544  der  Schnittpunkt  der 
Seh.  dreier  Punkte  ein.  Raumkurve  3.  Ordn. 
liegt  auf  der  Ebene  dieser  Punkte  II  546. 

Sehmiegungsebene  einer  beliebigen 
Raumkurve  II  652,  653  -  Seh.  eines 
sphärischen  Kegelschnitts  II  653. 

Schmiegungskugel  II  659  Seh.  der 
Schraubenlinie  II  659. 

Schmiegungsschraube  II  660. 

Schnitt,  Schnittlinie  zweier  Ebenen 
I  502;  II  19  —  Seh.  eines  Cylinders  mit 
einer  Ebene,  eingetragen  in  das  Netz  des 
Cylinders  II  49  -  Seh.  des  Umdrehungs- 
kegels mit  einer  Ebene  II  63  ebene 
Schnitte  eines  EUipsoids  II  4U3  -  eines 
einsehaligen  Hyperboloids  II  407  —  eines 
zweischaligen  Hyperboloids  II  410 
eines  elliptischen  Paraboloids  II  413,  414 

—  eines  hyperbolischen  Paraboloids  IT 
416,  417  Mittelpunkt  des  ebenen  Seh. 
einer  Fläche  II  421  -  Sehnittkurve  zweier 
Flächen  2.  Ordn.  II  441,  442  -  Seh. 
zweier  Regelflächen  2.  Ordn.,  die  eine 
Gerade  gemein  haben,  siehe  Raum- 
kurve.  Siehe  auch  Parabelschnitte, 
Kreisschnitte,  Richtschnitte. 

Schnittpunkt    zweier    Geraden   I  218  - 
Seh.    einer  Geraden    und    eines  Kreises 

I  244  -  -  Seh.  zweier  Kreise  1  254  Seh. 
einer  Geraden  und  einer  Ebene  I  502; 

II  28  —  Seh.  einer  Geraden  mit  einer 
Parabel  II 125  —  mit  einer  Ellipse  II  127 

-  mit  einer  Hyperbel  II  133  recht- 
winklige bezw.  homogene  Koordinaten 
des  Seh.  zweier  Geraden  II  147,  243  - 
Gleichung  des  Seh.  zweier  Geraden  in 
rechtwinkligen  bezw.  homogenen  Linien- 
koordinaten II  151,  243  -  Seh.  zweier 
Kreise  II  186  Seh.  zweier  Kegelschnitte 
II  297,  317  -  Seh.  zweier  Kurven  3.  Ordn. 
II  308  —  Acht  Seh.  zweier  Kurven  3.  Ordn. 
bestimmen  den  neunten  II 31 1  Seh.  einer 
Kurve  3.  Ordn.  mit  einer  Geraden  II  311, 
317,  319  -  Seh.  einer  Kurve  3.  Ordn. 
mit  einem  Kegelschnitte  11  312,  316,  317 

-  rechtwinklige  bezw.  homogene  Ko- 
ordinaten des  Seh.  dreier  Ebenen  II  359, 
470  -  Gleichung  des  Seh.  dreier  Ebenen 
in  rechtwinkligen  bezw.  homogenen 
Ebenenkoordinaten  II  368,  470  -  Seh. 
einer  Kugel  mit  einer  Geraden  II  57,  372 

Seh.  eines  Umdrehungskegels  mit 
einer  Geraden  11  61  —  Seh.  einer  Fläche 
2.  Ordn.  mit  einer  Geraden  11  252  -  Seh. 
dreier  Flächen  2.  Ordn.  II  444  —  sieben 
Seh.  dreier  Flächen  2.  Ordn.  bestimmen 
den  achten  II  444. 


Schnittwinkel  zweier  Kreise  II  191. 

ScHOLS'  hauptkreistreuer  Entwurf  III  551. 

Schraubenlinie  II  623  -  Tangente  der 
Seh.  II  624  —  Sehmiegungsebene,  Haupt- 
normale ,  Krümmungshalbmesser ,  Tor- 
sionshalbmesser der  Seh.  II  660  — 
Schmiegungsschraube  einer  Raumkurve 
II  660. 

Sehraubenregelfläche,  axiale,  normale 

I I  626,  670      Seh.  allgemeinster  Art  1 1  626 

-  schräge  axiale  geschränkte  Seh.  II  626. 
Schwerpunkt  des  Dreiecks  I  270,  3S1. 
Sechseck,  PASCALsches  II  166. 
Seehsseit,  BRi.XNCHONsehes  II  166. 
Segment  eines  Kreises  I  244     Berechnung- 

des  S.  I  332. 

Sehne  eines  Kreises  I  220,  245  -  gemein- 
schaftliche S.  zweier  Kreise  I  254. 

Sehnensatz  I  428,  435. 

Sehnenfünfeck  I  395  -  Sehnensechs- 
eck  I  395  Sehnenviereck  I  250, 
307,  396,  456  -  Sehnenvieleck  I  24<> 

-  regelmäßige  Sehnenvielecke  I  320. 
Sehnen-Tangentenwinkel  I  247. 
Seite  I  221. 

Seitenflächen  von  Prisma  und  Pvramide 
I  542. 

Seitengegentransversale  I  497. 

Seitenmittendreieck   I  270. 

Sekante  eines  Kreises  I  244  —  einander 
sehneidende  S.  eines  Kreises  I  305  —  S. 
und  Tangente  eines  Kreises,  die  einander 
sehneiden  I  306  —  S.  eines  Kreises,  die 
durch  denselben  Punkt  gehen  I  306 
S.  (trigonometrische  Funktion)  I  418. 

Sektor  eines  Kreises  1  244  —  Berechnung^ 
des  S.  I  332. 

Sekunde  I  216,  318. 

Senkrechte  auf  einer  Geraden  I  216,  225, 
259  -  S.  auf  einer  Ebene  I  503  —  S.  zu 
zwei  Geraden  II  357.  Vergleiche  auch 
Lot,  Normale. 

SiMPSONsche  Regel  II  53. 

SiMSONsehe  Gerade  I  384. 

Singuläres  Integral  einer  Differential- 
gleichung 1.  Ordn.  III  281  -  singulare 
erste  Integrale  einer  Differentialgleichung' 
höherer  Ordn.  III  311. 

Sinus  I  418;  III  178. 

Sinussatz  I  436  —  S.  der  sphärischen 
Trigonometrie  I  529. 

Sinusteilverhältnis  I496;II  154,363,476. 

Sonderstellen  einer  Funktion,  außer- 
wesentliche und  wesentliche  III  328. 

Sonderung  der  Veränderlichen  bei  einer 
Differentialgleichung  1.  Ordn.  III  277  — 
S.    durch    Multiplikation    oder   Division 

III  286  —  S.  durch  die  Ersetzung  y  =  zx 
III  287  —  durch  die  Ersetzung  xs^u-\- 


a 


y=.v-^^-ß  III  289. 


Sparkassen,formel  I  163. 

Sphärik  I  517. 

Sphärisches  Dreieck  I  517,  568,  610  - 
Modul  des  sph.  D.   I  529  —  sphärische 
Höhe   des  sph.   D.   I  531,   572  —  recht- 
winkliges sph.  D.    I  528,    572  —  gleich- 
schenkliges, gleichseitiges  sph.  D.  I  568 
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—  Polardreieck,  Nebendreiecke,  Gegen- 
dreieck eines  sph.  D.  I  568  —  Umkreis 
des  sph.  D.  I  569  -  sphärischer  Mittel- 
punkt, sphärischer  Radius  des  Umkreises 
des  sph.  D.  I  569  -  Inkreis  des  sph.  D. 
I  570  —  sphärischer  Mittelpunkt,  sphä- 
rischer Radius  des  Inkreises  des  sph.  D. 
I  570  -  Ankreise  des  sph.  D.  1  571  — 
rechtseitiges  sph.  D.  I  572  Flächen- 
inhalt des  sph.  D.  I  610. 

Sphärischer  Exzeß  I  520,  538,  620. 

Sphärische  Figur  I  567. 

Sphärische  Kegelschnitte  II  398. 

Sphärische  Punkte  und  Linien  einer 
Fläche  II  665. 

Sphärische  Trigonometrie  I  527. 

Sphärische  Vielecke  I  573  —  regel- 
mäßige sph.  V.  I  573  -  Flächeninhalt 
eines  sph.  V.  I  611. 

Sphärisches  Zweieck  I  567  —  Winkel 
des  sph.  Z.  I  567  —  Flächeninhalt  des 
sph.  Z.  I  610. 

Spirale,  Archimedische  S.  II  Hol  — 
hyperbolische  S.  II  602  -  logarithmische 
S.  II  603       Fläche  einer  S.  III  61. 

Spur  einer  Geraden  auf  einer  Ebene  I  502 

—  S.  einer  Geraden  auf  dem  Felde  II  7 

—  S.  einer  Ebene  auf  einer  andern 
Ebene  I  502  -  S.  einer  Ebene  auf  dem 
Felde  II  12  -  Gleichungen  der  S.  einer 
Ebene  II  351. 

Spurendreieck  bei  der  Axonometrie  II 

87,  88 
Stabs  Entwurf  III  589. 
Steiners  Verwandtschaft  II  521. 
Stelle  der  Bestimmtheit  einer  homogenen 

linearen  Differentialgleichung  III  342. 
Sterblichkeit,  erwartungsmäßige  III 508. 
Sterbiichkeitsgesetz    von   Moivre   III 

429        St.  von  Gojmpertz  III  430  -  St. 

von  Gompertz-Majceham  III  431  -  St. 

von    GOMPERTZ  -  MaKEHAM  -  L.VZARUS    III 

431. 

Stereographischer  Entwurf  III  547  — 
Zwischenschaltung  eines  st.  E.  bei  der 
Herstellung  quer-  und  zwischenständiger 
Entwürfe  III  556,  563,  574. 

Stereometrie  I  213,  501. 

Strahl  I  212  -  harmonische  S.  1 386;  II  155. 

Strahlbündel,  projektive  II  533. 

Strahlbüschel,  projektive  II  161.  Ver- 
gleiche auch  projektive  Verwandt- 
schaft. 

Strahleninvolution,  quadratische,  ent- 
steht durch  ein  bestimmtes  Zusammen- 
liegen zweier  projektiven  Büschel  II  173 

—  Achsen  der  qu.  St.  II  177  —  Asymp- 
toten der  qu.  St.  II  178  hyperbolische 
und  elliptische  St.  II  178  -  Ergänzung 
derqu.St.  II  178,  319  -  Doppelverhältnis 
von  vier  Paaren  einer  qu.  St.  II  179 
projektive  qu.  St.  II 178  -  Entartung  der 
qu.  St.  II  181  eine  qu.  St.  und  ein 
projektives  Büschel  in  reduzierter  Lage 
erzeugen  einen  Kegelschnitt  II  319  - 
eine  qu.  St.  und  ein  projektives  Strahl- 
büschel   erzeugen    eine   Kurve   3.  Ordn. 


mit  Doppelpunkt  II  318  zwei  projek- 
tive qu.  St.  erzeugen  eine  Kurve  4.  Ordn. 
mit  zwei  Doppelpunkten  II  336  —  zwei 
qu.  St.  in  reduzierter  Lage  erzeugen  eine 
Kurve  3.  Ordn.  II  336. 

Strecke  I  212  -  Länge  der  S.  I  213,  214 
Verlängerung  einer  S.  I  214  -  Summe 
und  Differenz  von  S.  I  214  Abtragen 
einer  S.  I  220. 

Stücke  von  Raumgebilden  I  222  ent- 
sprechende St.  kongruenter  Raumgebilde 

T    O-)^ 

Subtangente,  Subnormale  II  587. 

Subtraktion  I  5  -  korrespondierende  S. 
I  103. 

Subtrahend  I  5. 

Summand  I  4. 

Summe  I  4  —  algebraische  S.  I  11  —  S. 
einer  Reihe  1 155  —  S.  einer  arithmetischen 
Reihe  I  155  -  S.  einer  geometrischen 
Reihe  I  157  S.  einer  arithmetisch- 
geometrischen Reihe  I  158  -  S.  einer 
unendlichen  Reihe  I  160,   179;  II  73.5. 

Summenreihen  I  170. 

Summensatz  für  den  Logarithmus,  den 
Arcustangens,  den  Arcussinus  III  166, 
168,  177,  178  —  S.  für  das  elliptische 
Integral  1.  Art  III  192  2.  Art  III  201  - 
3.  Art  III  203  S  für  den  Amplituden- 
sinus, den  Amplitudencosinus  und  das 
Amplitudendelta  III  213  -  Ableitung  der 
S.  aus  den  Eigenschaften  der  Theta- 
funktionen  III  236. 

Supplement  I  217,  433. 

Sylvesters  Eliminationsmethode  III 280. 

Symmedianen  I  392,  497. 

Symmetrie  1  222,  229,  255  -  S.  der  Ecken 
I  522  -    S.-achse  I  255  —  S. -ebene  I  522 

—  S.  der  Ellipse  I  579  S.  der  ebenen 
Schnitte  eines  Umdrehungskegels  II  63, 
65,  204  u.  ff.  -  S.-ebenen  der  Flächen 
2.  Ordn.  II  4(X»,  420. 

Xafeln,  logarithmische  I  70,  76  —  trigono- 
metrische T.  I  425,  529  -  T.  für  das  Ver- 
sicherungswesen III  509. 

Tangente  des  Kreises  I  244,  246,  262  - 
Berührungspunkt  der  T.  des  Kreises  I  244 

—  gemeinschaftliche  T.  zweier  Kreise 
I   336  Kreis    von    seinen   T.  umhüllt 

I  409;  II  185  -  T.  der  Kugel  I  578  - 
T.  eines  Kegelschnitts  II  65  —  Gleichung 
der  T.  der  Parabel  II  127  -  der  Ellipse  II 
130  -  der  Hyperbel  II  135  -  Gleichung 
der  T.  an  eine  Kurve  2.  Ordn.  in  homoge- 
nen Koordinaten  II  253  —  Gleichung  der 
T.  an  eine  Kurve  3.  Ordn.  II  321  —  Glei- 
chungen der  T.  einer  Raumkurve  3.  Ordn. 

II  544  -  Cileichung  der  T.  an  eine  be- 
liebige ebene  Kurve  II  586,  607  —  T.  einer 
beliebigen  Raumkurve  II  621  —  T.  einer 
Fläche  II  609  -  Länge  der  T.  II  587. 

Tangente     (trigonometrische    Funktion) 

I  418. 
Tangentensatz  I  440. 
Tangentialebene    der   Cvlinderfläche   I 

557       T.  der  Kegelfläche  'l  561    -  T.  der 


620 


Sachregister  zu  Baud  I  bis  III. 


Kugel  I  56().  \'ergleiche  auch  Berüh- 
rungsebene. 

Tangentenvieleck  1*249  -regelmäßiges 
T.  I  320. 

Tangentenviereck  I  iöl,  391),  409  - 
T.-fünfeck  I  4o9     -  T.-sechseck   I  4U8. 

Tangentialcylinder    der  Kugel    I   :ül. 

Tangentialkegel  der  Kugel  I  .'»78. 

Tarifbeitrag  111  441. 

TAVLORsche  Reihe  II  ()90;  111  l.")9  Rest- 
glied der  T.  sehen  Reihe  II  (iST,  i\^S. 

Teilbarkeit  dekadischer  Zahlen  I  3l'. 

Teilbrüche,  Zerlegung  einer  gebrochenen 
Funktion  in  T.  III  13,  134. 

Teiler  natürlicher  Zahlen  1 -Jl)  gemein- 
schaftlicher T.  I  '2ii  -  größter  gemein- 
schaftlicher T.  I  27. 

Teilpunkte  einer  Strecke  I  271;  11  114, 
344  —  zugeordnete  harmonische  T.  I  272; 
II  155. 

Teilung  einer  Strecke  I  2<U ,  270,  271, 
272       innere  und  äußere  T.  einer  Strecke 

I  271  -  harmonische  T.  I  272  -  T.  eines 
Winkels  I  2()1,  318  -  T.  geradliniger 
Figuren  I  291  —  T.  des  Kreisbogens  I  318. 

Teilungsaufgaben  I  3()4. 

Teil  Verhältnis  einer  Strecke  I  271,  38(), 
495;  II  114  T.  eines  Dreiecks  durch 
einen  Punkt  II  3()9  T.  einer  Strecke 
durch  eine  Kurve  2.  Ordn.  II  252  —  T. 
einer  Strecke  durch  eine  Kurve  3.  Ordn. 

II  320  -  T.  einer  Strecke  durch  eine 
Fläche  2.  Ordn.  II  471). 

Tetraeder  I  541  regelmäßiges T.  I  545, 
553;  II  35  -  Inhalt  des  T.  aus  den  Ko- 
ordinaten der  Ecken  II  355,  474  \'or- 
zeichen  eines  T.  11  354  T.,  dessen 
Höhen  einen  gemeinsamen  Punkt  haben 

II  510. 

Theorem  siehe  Lehrsatz. 

Thetafunktionen  III  229  Periodizität 
der  Th.  III  229  -  Quotienten  der  Null- 
werte der  Th.  II  231  Differcntialformeln 
für  Th.    III  232  Beziehung  zwischen 

Quotienten  von  Th.  und  elliptischen  In- 
tegralen III  232  -  der  Amplitudensinus, 
der  Amplitudencosinus  und  das  Ampli- 
tudendelt^  sind  Quotienten  von  Theta- 
funktionen III  235  Ableitung  der  Sum- 
mensätze aus  den  Eigenschaften  der  Th. 

III  231)  Th.  und  unendliche  Produkte 
III  248,  249  -  numerische  Berechnung 
der  elliptischen  P'unktionen  mit  Hilfe  der 
Th.  III  2.53. 

Tis  so  TS    Entwurf   für    schmale    Zonen 

III  583. 
Todesfallversicherung,   reine,    111  441) 

-  -  Todes-  und  Lebensfallversicherung, 
Auszahlung  spätestens  im  Alter  85  111  449 

—  Auszahlung  spätestens  im  Alter  v  111 
450  -  kurze  T.  III  451. 

Torsion  einer  Raumkurve,  Torsionshalb- 
messer II  6biu 

Totenrente  111  439       stetige  T.  111  440. 

Träger  einer  Punktreihe  I  38<);  II  U)3  — 
T.  eines  Strahlbüschels  II  l(i3  T.  eines 
Kreisbüschels  11  189    -  T.  eines  Kegel- 


schnittbüschels II  286  -  T.  einer  Kegel- 
schnittschar II  287  —  T.  einer  Strahlen- 
involution II  331  -  T.  eines  Ebenen- 
büschels II  370      T.  eines  Ebenenbündels 

II  518. 

Trajektorie  eines  Kurvenvereins  III  .S07. 

Transcendente  Gleichung  181  -  t.  Zahl  <r 
I  184  t.  Zahl  .1  I  328  -  t.  ganze  Funk- 
tion   III  329  t.  eindeutige  Funktion 

III  332. 
Transporteur  I  318. 
Transformation  siehe  Änderung. 
Transversalen    des    Dreiecks    I    391    — 

Eck-T.  I  391  -  Gegen-T.  1  392  Seiten- 
gegen-T.  I  497. 

Transversalmaßstab  I  269. 

Trapez  I  237  gleichschenkliges  T.  I  240 
Mittelparallele  des  T.  I  241  -  Flächen- 
inhalt des  T.  I  279. 

Trigonometrie  I  417. 

Trigonometrische  Berechnungen  am 
rechtwinkligen  Dreieck  I  427  t.  B.  am 
allgemeinen  Dreieck  I  432. 

Trigonometrische  Funktionen  eines 
spitzen  Winkels  I  418  —  Beziehungen 
zwischen  den  t.  F.  eines  spitzen  Winkels 

I  419  (Grenzwerte  der  t.  F.  spitzer  Win- 
kel I  421  -  Berechnung  der  t.  F.  spitzer 
Winkel  I  423,  426  t.  F.  stumpfer  Win- 
kel I  433. 

Trigonometrische  Tafeln   I  425,  529. 
Trinom  I  1 1. 

Überlebens  Versicherung,  einseitige, 
111  482,  483  gegenseitige  Ü.  auf  den 
Todesfall  III  48.3  -  gegenseitige  Ü.  auf 
den  Todes-  und  Lebensfall  III  483. 

Überträge  III  5(Hj 

Umdrehungscylinder,  Leitbild  II  46  — 
schiefer  Schnitt  eines  U.   II  47  —  Aus- 
breitung des  Mantels  eines  U.   II  48  - 
Durchdringung  eines  U.  mit  einem  Tetra- 
eder II  5«)        Durchdringung  zweier  U. 

II  51,  52  -  Durchdringung  eines  U.  mit 
einer  Kugel  II  58. 

Umdrehungskegel,  Leitbild  und  Richt- 
bild II  59  -  Schnitt  des  U.  mit  einer 
Geraden  1161  Schnitt  des  U.  mit  einer 
Ebene  II  62  Durchdringung  eines  U. 
mit  einem  Umdrehungscylinder  II  71  - 
Durchdringung  zweier  U.  II  74  —  U.,  der 
zwei  (ierade  eines  Punktes  enthält  und 
eine  Ebene  dieses  Punktes  berührt  II  80 
-  U.,  die  einer  Fläche  2.  Ordn.  umschrie- 
ben sind  II  459  Gleichung  des  einer 
dreiseitigen  Ecke  umschriebenen  U.  in 
Punktkoordinaten  II  502  -  in  Ebenen- 
koordinaten II  503  -  Gleichung  des  har- 
monischen U.  einer  dreiseitigen  Ecke 
11  503  -  (ileichung  des  einer  dreiseitigen 
Ecke  eingeschriebenen  U.  in  Punktkoordi- 
naten II  505  —  in  Ebenenkoordinaten 
II  505. 

Umdrehungsellipsoid    II    406    —    ein- 

schaligcs  Umdrehungshyperboloid  II  408 

zweischaliges  Umdrehungshyperboloid 

II  411     -  Umdrehungsparaboloid  II  415. 
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Umdrehungsellipsoid,  abgeplatte- 
tes. Flächentreuer  echter  ebener  Ent- 
\vurf  des  U.  III  574  —  flächentreuer  ech- 
ter Säulenentwurf  des  U.  III  576  —  flä-  , 
chentreuer  unechter  Säulenentwurf  des  U.  ' 
III  577  —  winkeltreuer  echter  ebener  Ent- 
wurf des  U.  III  580  —  winkel treuer  echter 
Säulenentwurf  des  U.  III  581  —  winkel- 
treuer echter  Kegelentwurf  des  U.  III 581. 

Umdrehungsflächen     im     allgemeinen 

II  628    —   partiale  Differentialgleichung 
der  U.  III  378  -  deren  Integration  III  384. 

Umdrehungskörper,    Schicht   eines  U. 

III  63. 

Umfang  siehe  Peripherie. 

Umformungen  einer  Gleichung  I  79. 

Umhüllung  eines  Kreises  durch  seine  Tan- 
genten I  409.   Siehe  auch  Einhüllung. 

Umkreis  I  249,  262,  271  -  Radius  des  U. 
eines  Dreiecks  1  307  —  Radius  des  U. 
eines  Sehnenvierecks  I  309  —  Beziehungen 
des  Dreiecks  zum  U.  I  371,  435,  440,  443 
-  U.  des  sphärischen  Dreiecks  I  569  — 
U.  des  Achsendreiecks,  Gleichung  in 
homogenen  Punktkoordinaten  II  247  — 
Gleichung  des  U.  des  Achsendreiecks  in 
homogenen  Linienkoordinaten  II  251. 

Umkugel  des  Tetraeders  I  573  -  U.  von 
Polyedern  I  574  U.  der  regelmäßigen 
Polyeder  I  574  —  U.  des  Achsentetraeders 
II  508. 

Unbekannte  einer  Gleichung  I  79  -  Ein- 
führung neuer  U.  in  einer  (ileichung  1 87. 

Unendlich  ferner  Punkt  I  219. 

Unendliche  Reihen  I  719;  II  690,  735. 

Unendliche  Produkte  II  759. 

Variation  der  Konstanten  II  290,  325. 

Variationen  von  Elementen    1  135,  140. 

Veränderlichen-Ebene  III  135. 

Verbindungslinie  zweier  Punkte   I  218. 

Verbindungsrenten   für  Personen   glei-    , 
chen  Alters  III  480. 

Verbundene  Leben  III  478. 

Verein,  zweipunktigerundzweiliniger,  von 
Kegelschnitten  II  306,  307  -  bestimmte 
V.  von  Differentialgleichungen  111  365  -- 
V.  von  Differentialgleichungen  höherer 
Ordnung  III  372. 

Verein  ebene,  Vereinlinie  II  3,  16. 

Vereinzelter  Punkt  bei  Kurven  2.  Ord., 
als  realer  Schnittpunkt  konjugiert  kom-   i 
plexer  Geraden  II  2(>9    -  v.  P.  einer  Kurv^e   I 
3.  Ordn.    II  333    -      v.  P.  einer   höhern   i 
Kurve  II  713        v.  P.  einer  Fläche  II  718 
-  V.  P.  einer  Raumkurve  II  732. 

Vereinzelte  Tangente  bei  Kurven  2. KL, 
als  reale  Gerade  konjugiert  komplexer 
Punkte  II  215  —  V.  T.  höherer  Kurven  II 
723  -  vereinzelte  Berührungsebene  II  725. 

Verhalten,  reguläres,  ein.  Funktion  II1328. 

Verhältnis  I  13,  263  -  V.  der  Längen 
zweier  Strecken  I  2(  5  ~  V.  an  geschnitte- 
nen Parallelen  I  267  —  V.  von  Flächen- 
inhalten I  273  —  herrschendes  V.  bei 
ähnlichen  Dreiecken  I  296  —  herrschen- 
des V.  bei  ähnlichen  Vielecken  I  316  — 


V.  der  Flächeninhalte  ähnlicher  Dreiecke 
I  296  —  V.  der  Flächeninhalte  ähnlicher 
Vielecke  I  316  -  V.  der  Peripherie  eines 
Kreises  zum  Durchmesser  1  326  Teil-V. 
einer  Strecke  I  271,  386;  II  114  -  Dop- 
pel-V.  der  Teilung  I  386;  II  154,  156. 

Versicherung  von  Renten,  von  Kapitalien 
auf  den  Todesfall  u.  s.  w.  Siehe  Rente, 
Todesfallversicherung  u.s.w. 

Vertauschung  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen II  639  der  Grenzen  eines 
bestimmten  Integrals  II  43. 

Verwandlung  geradliniger  Figuren  I  287 

Verwandlungsaufgaben  I  364. 

Verwachsungslinie  einer  RiEMANNschen 
Fläche  III  145. 

Verzweigungskurve  eines  Kurven  Ver- 
eins  II  674. 

Verzweigungspunkte  einer  Funktion 
III  141  V,  einer  Differentialgleichung 
l.Ordn.  III  279  —  V.  des  allgemeinen  Inte- 
grals einer  Differentialgleichung  1.  Ordn. 
III  280. 

Vieleck,  «-Eck  I  220  -  Seiten,  Winkel, 
Diagonalen  eines  V.  I  221  —  Sehnen-V. 

I  249  -  Tangenten -V.  I  249  -  regel- 
mäßiges V.  I  251,  316,  320. 

VMeleckszahlen  I  171. 

Vielflachkarten  III  591. 

Vielkant  I  541. 

Viereckszahlen  I  171. 

Viereck  I  237  -  Sehnen-V.  I  250,  307, 
396  -  Tangenten-V.  I  251,  396  -  voll- 
ständiges V.  I  397;  II  IbO. 

Vierseit,  vollständiges  I  397;  II  158  - 
die  einem  unebenen  windschiefen  V.  um- 
geschriebene Kugel  II  365  die  einem 
unebenen    V.    eingeschriebenen    Kugeln 

II  81,  366  —  Gleichung  einer  Fläche 
2.  Ordn.,  die  ein  unebenes  V.  enthält  II 
475  -  eine  Fläche  2.  Ordn.  ist  durch  ein 
unebenes  V.  und  einen  Punkt  bezw.  ei nc  Be- 
rührung^sebene  eindeutig  bestimmt  III 475. 

Volksversicherung  III  453  —  V.  mit 
dreijähriger  Wartezeit,  während  der  die 
Beiträge  rückgewährt  werden  III  454  — 
mit  dreijähriger  Wartezeit  und  abgestuf- 
ter Kapitalzahlung  III  455  —  mit  zwei- 
jähriger Wartezeit  III  456. 

Volumen  I  263,  590  -  V.-einheit  1  590 
V.  des  rechtwinklig.  Parallelepipeds  I  591 
-  V.  des  Würfels  I  591  -  V.  des  Pris- 
mas, des  Cylinders  I  593  V.  des  Tetra- 
eders I  595,  597,  601  -  V.  der  Pyramide, 
des  Kegels  I  595  —  V.  des'Pyramiden- 
und  des  Kegelstumpfs  I  596  V.  der 
regelmäßigen  Polyeder  I  596  —  V.  des 
Prismatoids  I  600,  606  -  V.  des  schief- 
geschnittenen Prismas  I  600  —  V.  der 
Kugel  I  603  —  V.  des  Kugelsegments 
I  604  -  V.  des  Kugelsektors  I  605  -  V. 
der  Kugelschicht  I  606  —  V.  des  Kugel- 
keils I  610  -  V.  der  Kugelpyramide  I  611. 

IVah  r  scheinlichkeit,  mathematische 
I  143  —  entgegengesetzte  W.  I  143  - 
totale  W.  I  144  --  partielle  W^  I  144  - 
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zusammengesetzte  W.  1 144  -  relative  W. 
1 146  —  W.  a  priori  I  149  W.  a  posteriori 
1 149  —  W.  bei  Glücksspielen  und  Wetten 
I  149. 

Wälzungswinkel  bei  der  gemeinen 
Cykloide  II  589;  III  (30. 

Wechselschnitte  des  Cvlinders  1559  - 
W.  des  Kegels  I  5(U. 

Wechselwinkel   I  223. 

Weissbachs  axonometrischer  Satz  II  89. 

Wellenfläche  Fresnels   II  719. 

Wendetangente,  Wendepunkte  einer 
Kurve  3.  Ordn.  II  324,  647  Wende- 
punkte und  Wendetangenten  bei  höhern 
Kurven  II  644,  646  -  W.  der  Fußpunkt- 
kurve der  Ellipse  II  645. 

Windungspunkt  einer  Riem.\nn sehen 
Fläche  III  147. 

Winkel  1214  -  Schenkel  desW.  1214  - 
Scheitel  des  W.  I  214  -  W.-raum  I  215 

—  gestreckter  W.  I  215  -  hohler  W. 
I  216  -  konvexer  W.  I  216  -  rechter  W. 
I  216  -  spitzer  W.  I  216  stumpfer  W. 
I  216  überstumpfer  W.  1  216  -  Neben- 
W.  I  217  -  Scheitel-W.  I  217  -  W. 
eines  Vielecks  I  221     -  Außen-W    I  221 

W.  der  geradlinigen  Figuren  I  223  - 
korrespondierende  W.  I  223  —  Gegen-W. 
I  223  -  Wechsel- W.  1 223      Halbierungs- 
linie  eines  W.   I  235    -  W.- halbierende 
eines  Dreiecks  I  237     -  Centri-W.  1  244 

—  Peripherie -W.  I  247  -  Sehnen -Tan- 
genten-W.  I  247  -  Messung  des  W.  I 
317,  331  -  W.-Einheit  I  317  -  W.  in 
Bogenmaß  I  331  trigonometrische  Funk- 
tionen eines  spitzen  W.  I  418  —  trigono- 
metrische Funktionen  eines  stumpfen  W. 
I  432  -  allgemeiner  Begriff  der  trigono- 
metrischen Funktionen  irgend  eines  W. 
I  478,  480  -  positive  und  negative  W. 
•I  446,  477  Neigungs-W.  I  5o6,  512 
W.  mit  parallelen  Schenkeln  I  225,  294, 
511  -  W.,  deren  Schenkel  aufeinander 
senkrecht  stehen  I  294  -  W.  der  Ecke 
I  517  -.  W.  des  sphärischen  Zweiecks 
I  567  -  -  W.  des  sphärischen  Dreiecks 
I  568  —  W.  einer  Geraden  und  einer 
Ebene  II  29  W.  zweier  Ebenen  II  30, 
352  -  W.  zweier  Geraden  II  147,  345  - 
entsprechende  W.  bei  Abbildungen  III 
534,  536  -  entsprechende  gleiche  W. 
III  536   -  entsprechende  rechte  W.  III  535. 

Winkeltreue,  Bedingung  dafür  III  536  — 
w.  echter  ebener  Entwurf  III  547  —  w. 
echter  Säulenentwurf  III  558  —  w.  echter 
Kegelentwurf  III  5  38  -  w,  ebener  Ent- 
wurf mit  Rücksicht  auf  Abplattung  III  580 
w.  Säulenentwurf  mit  Rücksicht  auf 
Abplattung  111  581  —  w.  Kegclentwurf 
mit  Rücksicht  auf  Abplattung  III  581 
Gauss'  Auflösung  der  Aufgabe,  eine 
Fläche  auf  eine  andre  winkeltreu  abzu- 
bilden III  581. 

Winkelverzerrung  III  54'». 

Wu  r  z  e  1 ,  Wu  r  z  c  1  z  e  i  c  h  e  n ,  Wu  r  z  e  1  e  x  p  o  - 
nent   I   47         W.   aus    einem    Produkte 


I  50  —  W.  aus  einem  Quotienten  1  51  — 
W.  aus  einer  Potenz  I  54  -  W.  aus  einer 
algebraischen  Zahl  I  56  —  Produkt  zweier 
W.  mit  gleichen  Exponenten  I  51 
Quotient  zweier  W.  mit  gleichen  Expo- 
nenten I  51  -  W.  einer  komplexen  Zahl 
I  124;  III  132. 

Wurzeln  einer  Gleichung  I  79  —  W.  einer 
algebraischen  Gleichung  «-ten  Grades  mit 
einer  Unbekannten  I  122  —  jede  algebra- 
ische Gleichung  «-ten  Grades  mit  einer 
Unbekannten  hat  n  W.  I  122;  III  132  - 
reelle  W.  einer  Gleichung  hohem  Grades 
I  126. 

Wurzelsvsteme  I  104. 

Würfel  \  522,  546. 

Zahl,  natürliche  I  3  —  Eigenschaften  der 
natürlichen  Z.  I  25  ~  gemeine  Z.  I  3  - 
allgemeine  Z.  1  3  —  negative  Z.  I  7  — 
algebraische  Z.  I  9  -  absolute  Z.  I  9  - 
relative  Z.  I  9  —  gebrochene  Z.  I  15  — 
ganze  Z.  I  15  —  Eigenschaften  der  Z., 
die  relativ  prim  zueinander  sind  I  26  - 
rationale  Z.  I  48  —  reelle  Z.  I  57  -  ima- 
ginäre Z.  I  57  komplexe  Z.  I  60; 
III  129  konjugiert  komplexe  Z.  I  60  — 
figurierte  Z.  I  170. 

Zahlbegriff  I  3  erste  Erweiterung  des 
Z.  1  7  —  zweite  Erweiterung  des  Z.  I  14 
—  dritte  Erweiterung  des  Z.  I  47  —  vierte 
Erweiterung  des  Z.  I  55. 

Zähler  I  15. 

Zahlenlinie  I  49  -  Zahlenebene  I  60; 
m  129. 

Zahlensystem  I  30  —  dekadisches Z.  130 
-  dyadisches  Z.    I  30  —  triadisches  Z. 
I  30  -  dodekadisches  Z.   I  31. 

Zahlzeichen,  Ziffern  I  30. 

Zerlegung  einer  gebrochenen  Funktion 
in  Teilbrüche  III  13,  134  —  Z.  eines  ellip- 
tischen Integials  1 .  Art  in  den  realen  und 
imaginären  Teil  III  209  —  Z.  einer  gan- 
zen eindeutigen  Funktion  in  ein  Produkt 
von  Primfunktionen,  die  nur  eine  einzige 
Nullstelle  haben  III  332. 

Zeuxers  Absterbeordnung  für  die  Ge- 
samtbevölkerung Sachsens  III  509. 

Zimmermanns  Absterbeordnung  und 
Übertrittsverhältnis  für  Feiernde  III  460, 
520. 

Zinseszins,  Zinseszinsrechnung 1 162. 

Zinsfaktor  I  162. 

Zirkel  I  220. 

Zone  einer  Kugel  1  606. 

Zonenentwurf,  flächen  treuer  ebener  Z. 
III  545  flächentreuer  Kegel-Z.  (Albers' 
Kegelrumpfentwurf)  III  565  —  TiSSOTs 
Z.  III  5S3. 

Zonenkarten  III  591. 

Zusammenhang  von  Flächen,  einfacher 
und  mehrfacher  III  154. 

Zuschläge  zu  Reihbei trägen  III  495  — 
Zuschlagsrücklage  III  496. 

Zweipunkt.iger,  zweiliniger  Verein 
von  Kegelschnitten  II  306,  307. 
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Die  2.  Auflage  wird  in  6  Bänden  erscheinen,  und  zwar  in  folgender  Anordnung: 

Band     I:  Allgemeine  Physik.  Band  IV  und  V:  Elektrizität 

Band    II:  Akustik.  und  Magnetismus. 

Band  III:  Wärme.  Band  VI:   Optik. 

Die  Erscheinungsfolge  der  einzelnen  Bände  ist  nicht  an  die  Bandzahl  geknüpft. 
Jeder  Band  ist  einzeln  käuflich. 

Bis  Sommer  1904  erschienen: 

Band  IV:    Elektrizität.     1.  Halbband.    Lex.  8°.     [VI,  384  Seiten  mit  142  Ab- 
bildungen.]    1903.  M.  12.—. 
Band  VI:    Optik.    1.  Halbband.    [VI,  430  S.  mit  170  Abbild.]    1904.      M.  14.— . 

Dieser  Halbband  enthalt  den  Anfang  der  „Theorie  der  optischen  Instrumente  nach  Abbe'*, 
die  von  den  Mitarbeitern  der  Zeiü'schen  Werkstätten  verfaßt  ist  Die  Arbeiten  wurden  vielfach  um- 
gearbeitet und  sind  jetzt  wohl  die  vorzüglichste  Darstellung  auf  optischem  Gebiete. 

Da  sich  gleichzeitig  3  Bilnde  des  Handbuchs  im  Druck  befinden,  ist  ein  rasches  Erscheinen 
in  Zukunft  gewährleistet. 

Natur  nnd  Offenbarung:  Nicht  nur  in  den  Reihen  der  Fachphysiker,  sondern  auch  aller 
Naturwissenschafter,  welche  sich  mit  den  der  Physik  verwandten  Gebieten  befassen,  wird  die  Neu- 
bearbeitung des  Handbuches  der  Physik  von  Winkelmann  als  eine  erfreuliche  Tatsache  begrüßt 
werden.  Denn  seit  dem  Abschluß,  noch  mehr  aber  seit  Beginn  der  ersten  Auflage  des  vierb&ndigen 
W^erkes  wurden  nicht  nur  in  einzelnen  Disziplinen  umwälzende  Entdeckungen  gemacht,  sondern  es 
sind  damals  vollkommen  neue  Gebiete  unserer  Wissenschaft  erschlossen  worden.  Das  letztere  gilt 
in  besonders  hohem  Grade  von  der  Elektrizität,  und  es  ist  deshalb  sehr  dankenswert,  daß  gerade  der 
die  Lehre  von  der  Elektrizität  und  dem  Magnetismus  enthaltende  Band  zuerst  erscheint;  ihm  soll  die 
Optik  folgen,  und  die  übrigen  Bände  sollen  sich  so  rasch  anschließen,  daß  das  Werk  voraussichtlich 
im  Jahre  1906  abgeschlossen  sein  wird. 

Zeitschrift  fflr  Realschulwesen :  . . .  das  Buch  wird  für  jeden  Physiker  ein  unentbehrliches  Nach- 
schlagewerk bleiben  und  als  solches  auch  dem  Lehrer  an  der  Mittelschule  wichtige  Dienste  leisten  können. 
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Geheftet  M.  100.—,  in  Halbfranz  gebunden  M.  112.— 
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in.  Band.  1.  Abt    X,  496  Seiten  mit  119  Abbildungen  und  4  Tafeln,  1899,  geh.  M.  16.—,  geb.  M.  ia40. 
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Das  „Handwörterbuch  der  Astronomie",  dessen  Anordnung  die  lexikologische  ist,  will  dem 
Studierenden,  dem  Fachmann,  dem  wissenschaftlich  gebildeten  Freund  der  Astronomie  ein  möglichst 
bequemes  Nachschlagebuch  sein,  in  welchem  er  tlber  einzelne  Punkte  Aufklflmug  findet  und  zugleich 
Anregung,  seine  Kenntnisse  durch  das  Studium  originaler  Werke  zu  erweitern  oder  zu  festigen.  Ein 
solches  Werk,  in  gewisser  Weise  ein  Kompendium  der  Astronomie,  hat  uns  bislang  gefehlt 

Besonderes  Gewicht  ist  auf  die  praktische  Astronomie  gelegt;  die  Instrument«  und  ihre  Be- 
handlung, die  Anstellung,  Bearbeitung,  Verwertung  der  Beobachtungen,  ihre  Ergebnisse  treten  natur- 
gemäß etwas  in  den  Vordergrund  gegenüber  der  rein  theoretischen  Astronomie.  In  betreff  letzterer 
mußte  im  allgemeinen  daran  festgehalten  werden,  den  Gang  der  Untersuchungen  bis  zu  ihren  Resultaten 
anzudeuten  oder  so  darzustellen,  daß  dem  Leser  wohl  ein  möglichst  yollstHndiges  Bild  geboten  wird, 
ohne  doch  in  zu  viele  Einzelheiten  einzutreten.  Wo  aber  keine  sehr  langwierigen  und  schwierigen 
theoretischen  Entwickelungen  notwendig  sind,  um  zu  rechnerischen  Resultaten  zu  gelangen,  da  soll 
im  Handwörterbuch  aUes  Erforderliche  gegeben  sein,  um  jene  praktisch  und  bequem  verwerten 
zu  können. 

Deutsche  Litteratur-Zeitung :  So  ist  hier  ein  W^erk  zum  Abschluß  gebracht  worden,  das  in 
seiner  Weise  einzig  dasteht  Nicht  nur  der  astronomischen  Forschung  wird  es  zu  großem  Nutzen 
gereichen,  auch  jeder,  der  sirh  für  Astronomie  interessiert  wird,  wenn  er  genügende  mathematische 
Vorkenntnisse  besitzt,  in  ihm  seine  Rechnung  finden.  So  mag  denn  nun  auch  das  Ganze,  wie  frflher 
zum  öfteren  seine  einzelnen  Teile,  auf  das  wärmste  empfohlen  werden. 

Spamersche  Buchdruckerei  in  Leipzig;. 


A.    Lamberf s  fiflchentreuer  echter  ebener  Entwurf,  geradständij 


Hill  II 


fer  Säulenentwurf,  geradständig. 


Q  J' 


Saulenentwari,  quersUndig. 


J 


f  • 

I 


ösUldieLflcafe  IB^vasLOnseeinvlclL 


Winkeltreuer  echter  ebener  (stereoj 

Bntwurfspol  in  26*  s. 


Tafel  4. 


Taphischer)  Entwurf,   zwischen  standig. 

Br.  u.  25«  ö.  L  v.  Or. 


Tafel  5. 


'•3 

c 

a 

00 

•a 

CO 
tMD 


c 
c 


9 


C 


fl 


I 


Tafel  ». 


Tafel  7. 


li3s|r:lEi!|n|^|37e|ä,  querstandig,  Ostliche  Hälfte. 
|:i|:iini^i^iH!!  0.  L.  V.  Or. 


speichentreuer  echter  eliener  Entwurf»  : 

Bntwurfspol  in  40*  o.  Br.  o.  90*  0. 


Tafel  8. 


ischenstdndig. 

t  Or. 


Tafel  9. 


Breusing's  vermittelnder  echter  ebener  Entwurf,  zwischenstflndig. 

Bntwurfspol  in  46*  n.  Br.u.  100*  0.  L.  v.  Qr.  Östliche  HAlfte,  mit  Hinwegflassung  des 

westlichen  und  sfldlichen  Teils. 


Ttfel  10. 


I    G  |l    0|    S    ^    K|  «. 


Ü|;)i3t3r]|&ulenentwurf,  geradstandig. 


Tafel  11. 


\ 


Mercator's  winkeltreuer  echter  Säulenentwurf,  querstflndig. 

Bntwurfspol  in  128^  ö.  L.  v.  Gr. 


r 


r 


itiiimi 


^v^^Jk^^- 

^^ 

J^~"     ^ 

^\ 

LQ[ilJ__T05 

ME-SLl  C 

) 

T~      ' 

^ — «^ 

i:? 

f 

7 

Akm                      J                    A 

\A 

^^^Sf 

DiJ 

s 

1 

» 

fi' 

0 

0 

>t 

■•nator'»  winkeBraier  ecMtf 
liliilwiirtspo)  ta  «•  »■ ' 

Illlllll 


Tafel  12. 


Wenentwurf,  zwischenständig. 


"•   »'OL.  V.  Or. 


( 


Tafel  13. 


I 


i:\. 


m 


ii  k 


m 


^  ^  Siter  Saulenentwurf,  geradständig, 
B:  »  iilfle. 


I[ 


.1:1: 


'   i.  f.  '] 


Sti 


Tifel  14. 

-*-; 

«OlAH 

"'■/««BR 

l"~ 

l^~^~ 

\ 

/        ^ 

fcäv 

/             '^ 

lf\ 

T^^r- 

'it~p^ — ) 

]•      KP 

ih-^ 

h  r^A  i  jL 

/f 

ä  :           ^'pw 

f'    r 

H  ^''=*-*T-— /— J~ 

1 

H  i-^  \1  1/ 

fruri  mit  zwei  abweitungstreuen 
EeradsUndig,    östliche  Hfllfte. 


i 


Lamberf  8  winkeltreuer  echter  Kegelentwurf  mit  zwei  | 

Bntwuffspol  in  10^  8  «i 


Tafel  15. 


^'^^'i^TZ'"''''''"''^''' ^'''''^'^'^^^«- 


Tafel  16. 


•f 


PtolemAus    speichentreuer  Kegelentwurf,  östliche  Hfilfte. 


Tafel  17. 


muE  N 


De  l'Jsle's  echter  Kegelentwarf  mit  zwei  abweitungstreuen  Parallelkreisen 

in  47*  16'  und  52*  45'  n.  Br.  Ostliche  Haltte. 


Tafel  19. 


1 


Stab's  Entwurf,  östUche  Hälfte. 


Tafel  20. 


c 

cd 


c 
Cd 

CO 

e 


"  } 


Uli 


V 


'     .    % 


vv 


4 

J 


